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この PDFでは選択公理を仮定しない．
順序数についてはそのうち書きます．|X|で X の濃度を表す．

定義. X と Y を集合とする．

1. |X| ≤ |Y | ⇐⇒単射 X −→ Y が存在する

2. |X| = |Y | ⇐⇒全単射 X −→ Y が存在する

3. |X| < |Y | ⇐⇒ |X| ≤ |Y |かつ |X| ̸= |Y |
4. |X| ≤∗ |Y | ⇐⇒全射 Y −→ X が存在するか，X = ∅
5. |X| <∗ |Y | ⇐⇒ |X| ≤∗ |Y |かつ |X| ̸= |Y |

命題 1. 1. |X| ≤ |Y |かつ |Y | ≤ |X|ならば |X| = |Y | (Bernsteinの定理)
2. |X| < |P(X)| (Cantorの定理)
3. |X| ≤ |Y |ならば |X| ≤∗ |Y |
4. |X| ≤∗ |Y |ならば |X| ≤ |P(Y )|

定義. κと λを濃度とする．κ = |X|, λ = |Y |, X ∩ Y = ∅となるような X, Y を取る．

1. κ + λ := |X ∪ Y |
2. κ · λ := |X × Y |
3. κλ := |XY | (XY := {f : Y −→ X})
4. κ = λ + µとなる濃度 µが唯一つ存在するとき，κ − λ := µ

5. κ = λ · µとなる濃度 µが唯一つ存在するとき，κ ÷ λ := µ

※ もちろんこれらは well-definedである．
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定義. 整列された無限集合 X を使って |X| と表される濃度をアレフと言い，ℵ で表す．
特に，自然数全体がなす整列集合で表されるアレフを ℵ0 と書く．

命題 2. 二元集合 2 = {0, 1} の濃度を 2 と表せば，任意の濃度 κ に対して 2 · κ =
κ + κ, κ2 = κ · κである．また κ = |X|のとき 2κ = |P(X)|．

命題 3. 任意の濃度 κ, λについて

κ ≤ λ ⇐⇒ある濃度 µが存在して κ + µ = λ

命題 4. 濃度 κ, λ ≥ 2に対して κ + λ ≤ κ · λ．

証明. κ = |X|, λ = |Y |, X ∩ Y = ∅となる集合を取る．a ̸= bとなる a, b ∈ X，s ̸= t

となる s, t ∈ Y を取る．φ : X ∪ Y −→ X × Y を

φ(x) :=

 ⟨x, s⟩ (x ∈ X のとき)
⟨a, x⟩ (x ∈ Y \ {s}のとき)
⟨b, t⟩ (x = sのとき)

と定めれば φは単射である．

命題 5. 任意のアレフ ℵに対して ℵ2 = ℵ．

証明. 無限順序数 αに対し |α × α| = |α|を示せばよい．任意の順序数 β > 0は

β = ωβ1 · l1 + · · · + ωβn · ln, 1 ≤ n, l1, · · · , ln < ω, β ≥ β1 > · · · > βn

の形に一意に書ける (Cantor標準形．[1]第 I章演習問題 6の解答を参照)．
全単射 g : ω × ω −→ ω を g(0, 0) = 0となるように一つ取る．β, β′ < αが与えられた

とき α ≥ β1 > · · · > βn を使って

β = ωβ1 · l1 + · · · + ωβn · ln

β′ = ωβ1 · l′
1 + · · · + ωβn · l′

n

と書いて f(β, β′) := ωβ1 · g(l1, l′
1) + · · · + ωβn · g(ln, l′

n) と定めれば，これは全単射
f : α × α −→ αを与える．

命題 6. 任意のアレフ ℵ, ℵ′ に対し ℵ · ℵ′ = ℵ + ℵ′ = max{ℵ, ℵ′}．
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証明. ℵ′ ≤ ℵとしても一般性を失わない．このとき

ℵ ≤ ℵ + ℵ′

≤ ℵ · ℵ′ (命題 4による)
≤ ℵ · ℵ
= ℵ (命題 5による)
= max{ℵ, ℵ′}.

命題 7. 濃度 κ, λ, µとアレフ ℵが κ · ℵ ≤ λ + µを満たすとき，κ ≤ λまたは ℵ ≤ µ．

証明. κ = |X|, λ = |Y |, µ = |Z| となる集合 X, Y, Z と ℵ = |W | となる整列順序集合
W を取る．仮定より単射 f : X × W −→ Y ∪ Z が存在する．

(i) ある x ∈ X について f({x} × W ) ⊂ Z となるとき．

g : W −→ Z を g(w) := f(x, w)で定めれば g は単射で ℵ = |W | ≤ |Z| = µである．

(ii)任意の x ∈ X について f({x} × W ) ̸⊂ Z となるとき．

Wx := {w ∈ W | f(x, w) ∈ Y } ̸= ∅だから g : X −→ Y を g(x) := f(x, min Wx)で定め
れば g は単射で κ = |X| ≤ |Y | = λである．

命題 8. 濃度 κ, λ, µとアレフ ℵが κ · λ ≤ ℵ + µを満たすとき，κ ≤ ℵまたは λ ≤ µ．

証明. κ = |X|, λ = |Y |, µ = |Z| となる集合 X, Y, Z と ℵ = |W | となる整列順序集合
W を取る．仮定より単射 f : X × Y −→ W ∪ Z が存在する．

(i) ある x ∈ X について f({x} × Y ) ⊂ Z となるとき．

g : Y −→ Z を g(y) := f(x, y)で定めれば g は単射で λ = |Y | ≤ |Z| = µである．

(ii)任意の x ∈ X について f({x} × Y ) ̸⊂ Z となるとき．

Yx := {y ∈ Y | f(x, y) ∈ W} ̸= ∅ である．g : X −→ W を g(x) := min{f(x, y) | y ∈
Yx}で定めれば g は単射で κ = |X| ≤ |W | = ℵである．

命題 9. 濃度 κ, λとアレフ ℵが ℵ ≤ κ + λを満たすとき，ℵ ≤ κまたは ℵ ≤ λである．

証明. ℵ ≤ κ + λとすると命題 5より ℵ · ℵ ≤ κ + λとなる．よって命題 7より ℵ ≤ κま

たは ℵ ≤ λが分かる．

命題 10. 濃度 κ, λとアレフ ℵが ℵ ≤ κ · λを満たすとき，ℵ ≤ κまたは ℵ ≤ λである．

証明. κ = |X|, λ = |Y | となる集合 X, Y と ℵ = |W | となる整列順序集合 W を取る．
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単射 f : W −→ X × Y が存在する．πX , πY をそれぞれ X × Y から X, Y への射影

として U := πX ◦ f(W ) ⊂ X, V := πY ◦ f(W ) ⊂ Y と置く．W の整列順序を使っ

て，U, V は整列可能である．また f(W ) ⊂ U × V である．このとき命題 6 を使って
ℵ = |W | ≤ |U × V | = |U | · |V | = max{|U |, |V |}となる．故に ℵ ≤ |U |または ℵ ≤ |V |
であるが，それぞれ ℵ ≤ κ, ℵ ≤ λを導く．

命題 11. Pfin(X) := {Y ⊂ X | Y は有限集合 }と置く．
整列可能な無限集合 X に対し |X| = |Pfin(X)|

証明. X の整列順序 ≤を取る．
Y ∈ Pfin(X)を取り，|Y | = nとする．このとき順序同型 fY : n −→ (Y, ≤)が一意に
存在する．そこで f(Y ) := ⟨n, fY (0), · · · , fY (n − 1)⟩ ∈ {n} × Xn と定める．これによ

り単射 f : Pfin(X) −→
∞∪

n=0
({n} × Xn)が定義できる．

次に，命題 5 により単射 g2 : X2 −→ X が存在する．そこで n > 2 に対して
gn : Xn −→ X を

gn(x1, · · · , xn−1, xn) := g2(gn−1(x1, · · · , xn−1), xn)

で定めると，各 gn は単射である．g0 : X0 −→ X を一つ取り，g1 := idX とする．この

{gn}∞
n=0 より単射 g :

∞∪
n=0

({n} × Xn) −→
∞∪

n=0
({n} × X)が

g(n, x1, · · · , xn) := (n, gn(x1, · · · , xn))

で定義できる．

また，命題 6により |ω × X| = |X|である．
以上により

|X| ≤
∣∣Pfin(X)

∣∣ ≤
∣∣∣ ∞∪
n=0

({n} × Xn)
∣∣∣ ≤

∣∣∣ ∞∪
n=0

({n} × X)
∣∣∣ = |ω × X| = |X|

である．

補題 12. 濃度 λ, µ, κ が λ + µ = λ + κ を満たすとき，ある濃度 ξ, ζ, η が存在して

λ = λ + ξ = λ + ζ，µ = ξ + η，κ = ζ + η を満たす．

証明. 互いに素な集合 X, Y, Z を |X| = λ，|Y | = µ，|Z| = κとなるように取る．すると
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|X| + |Y | = |X| + |Z|だから全単射 f : X ∪ Y −→ X ∪ Z が存在する．

Y0 := {y ∈ Y | 任意の n > 0に対して fn(y) ∈ X}
Y1 := Y \ Y0

X0 :=
∪

n>0
fn(Y0)

X1 := X \ X0

とする．このとき f |X0∪Y0 : X0 ∪ Y0 −→ X0 は全単射である．よって ξ := |Y0|と置けば

λ + ξ = |X| + |Y0| = |X1| + |X0| + |Y0| = |X1| + |X0| = |X| = λ

である．η := |Y1|とすれば µ = |Y | = |Y0| + |Y1| = ξ + η である．

g := f−1 に対しても同様のことをする．即ち

Z0 := {z ∈ Z | 任意の n > 0に対して fn(z) ∈ X}
Z1 := Z \ Z0

として ζ := |Z0|，η′ := |Z1|とすれば λ + ζ = λ，κ = ζ + η′ となる．後は η = η′ を示

せばよい．

y ∈ Y1 とすると，定義からある ny > 0が一意に存在して f1(y), · · · , fny−1(y) ∈ X，

fny (y) ∈ Z が成り立つ．このとき gny (fny (y)) ∈ Y だから fny (y) ∈ Z1 である．よって

写像 Y1 −→ Z1 が Y1 ∋ y 7−→ fny (y) ∈ Z1 により定義される．これは明らかに全単射で

ある．よって η = |Y1| = |Z1| = η′ である．

補題 13. 濃度 κ, λ, µが 2κ = κ + λと κ = κ + µを満たすとき，λ ≥ 2µ である．

証明. κ = |X|となる X を取る．仮定より，集合M, N ⊂ P(X)，Y, Z ⊂ X を

P(X) = M ∪ N, M ∩ N = ∅, |M | = κ, |N | = λ,

X = Y ∪ Z, Y ∩ Z = ∅, |Y | = κ, |Z| = µ

となるように取れる．|Y | = κ = |M |だから，全単射 f : Y −→ M が取れる．A ∈ P(Z)
に対して

h(A) := A ∪ {y ∈ Y | y /∈ f(y)} ⊂ Z ∪ Y = X

と定義する．Y ∩ Z = ∅だから，h : P(Z) −→ P(X)は単射である．また A ∈ P(Z)に
対して h(A) /∈ M である．

5



. . . ) h(A) ∈ M と仮定する．f : Y −→ M が全単射だから f(y) = h(A)となる y ∈ Y

が取れる．このとき y /∈ Aに注意すると

y ∈ f(y) ⇐⇒ y ∈ h(A) ⇐⇒ y /∈ f(y)

となり矛盾する．

従って hは単射 P(Z) −→ N を定め，λ ≥ 2µ が分かる．

命題 14. ℵ0 ≤ κならば 2κ − κ = 2κ である．

証明. まず 2κ + κ = 2κ を示す．明らかに 2κ + κ ≥ 2κ だから 2κ + κ ≤ 2κ を示せばよ

い．今 ℵ0 ≤ κだから κ + 1 = κである．故に 2κ + κ ≤ 2κ + 2κ = 2κ+1 = 2κ となる．

後は κ + λ = 2κ ならば λ = 2κ を示せばよい．まず κ + λ = κ + 2κ が成り立つから，

補題 12によりある ξ, ζ, η が存在して κ = κ + ξ = κ + ζ，λ = ξ + η，2κ = ζ + η が成

り立つ．2κ = κ + λ かつ κ = κ + ζ に補題 13 を適用すれば λ ≥ 2ζ > ζ を得る．従っ

て 2λ ≥ ζ + η = 2κ = 2κ+1 である．一方 2κ ≥ λ だったから 2κ+1 ≥ 2λ である．故に

2λ = 2κ+1 を得る．従って λ = 2κ である．

命題 15. X を集合とする．|α| ≰ |X|となるような順序数 αが存在する．

証明. Γ(X) := {α | αは順序数，|α| ≤ |X|}と置く．Γ(X)は集合である．
. . . ) W := {R ⊂ X × X | Rは X のある部分集合を整列する }と定義する．W は集

合である．よって「W に現れる整列順序と同型な順序数全体」も集合である．この集

合は Γ(X)と一致する．

順序数の推移的な集合は順序数だから，Γ(X)も順序数である．よって Γ(X) /∈ Γ(X)
だから |Γ(X)| ̸≤ |X|となる．

この Γ を Hartogs 関数という．また κ = |X| のとき κ∗ := |Γ(X)| と書く．これを
Hartogs numberという．Hartogs numberはアレフである．

命題 16. 1. Γ(X)は |α| ≰ |X|となるような順序数 αのうち最小の順序数である．

2. κ∗ は ℵ ≰ κとなるようなアレフ ℵのうち最小のアレフである．
3. κ∗ ≤ 22κ2

4. κ∗ ≤ 222κ

5. 無限濃度 κに対して κ∗∗ = (κ + κ∗)∗
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6. 無限濃度 κに対して (κ2)∗ = κ∗

証明. (3) κ = |X|となる X を取り

W := {R ⊂ X × X | Rは X のある部分集合を整列する }

と置く．明らかに |Γ(X)| ≤∗ |W |である．よって |Γ(X)| ≤ |P(W )|であり

κ∗ = |Γ(X)| ≤ |P(W )| ≤ |P(P(X × X))| = 22|X|2

= 22κ2

となる．

(4) κ = |X| となる X を取り α ∈ Γ(X) とする．単射 f : α −→ X に対して Af :=
{f”β | β < α} ∈ P(P(X))と定める．B := {Af | α ∈ Γ(X), f : α −→ X は単射 }と
置けば B ⊂ P(P(X))となる．φ : B −→ Γ(X)を φ(Af ) := dom(f)とすれば φは全射

となる．よって |Γ(X)| ≤∗ B だから |Γ(X)| ≤ P(B) ≤ |P(P(P(X)))|．
(5) κ∗ ≤ κ + κ∗ だから κ∗∗ ≤ (κ + κ∗)∗ である．κ∗∗ < (κ + κ∗)∗ と仮定すると κ∗∗

はアレフだから，(κ + κ∗)∗ の最小性より κ∗∗ ≤ κ + κ∗ となる．よって命題 9 により
「κ∗∗ ≤ κまたは κ∗∗ ≤ κ∗」となり矛盾する．故に κ∗∗ = (κ + κ∗)∗ である．

(6) κ ≤ κ2 だから κ∗ ≤ (κ2)∗ である．κ∗ < (κ2)∗ と仮定すると κ∗ はアレフだから

(κ2)∗ の最小性により κ∗ ≤ κ2 となる．故に命題 10から κ∗ ≤ κとなり矛盾する．故に

κ∗ = (κ2)∗ である．

定義. 集合 X に対して K(X) := {f : α −→ X | αは順序数，f は単射 }を Kruse関数
という．κ = |X|のとき κ† := |K(X)|と書く．

明らかに，次が成り立つ．

命題 17. 1. κ† ≤ 2κ2

2. κ† ≤ 22κ

3. κ < κ†

4. アレフ ℵに対して ℵ† = 2ℵ

命題 18. 1. κ† · µ† ≤ (κ + µ)†

2. κ ≥ ℵ0 =⇒ κ† + κ† = κ†

3. κ + κ = κ =⇒ (κ†)2 = κ†

命題 19. κ ≥ ℵ0 とアレフ ℵが κ† ≤ κ + ℵを満たすとき，κ < κ† = 2κ ≤ ℵである．
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証明. κ ≥ ℵ0 だから命題 18より κ† + κ† = κ† である．よって κ + κ ≤ κ† + κ† = κ† ≤
κ+ℵとなる．故にある ℵ′ ≤ ℵが存在して κ+κ = κ+ℵ′となる．このとき ℵ′ ≤ κ+κだ

から命題 9により ℵ′ ≤ κが分かる．故に κ + ℵ′ = κであるから κ + κ = κとなる．従っ

て命題 18より (κ†)2 = κ†が従う．仮定より κ† ≤ κ+ℵだから，ある µ ≤ κと ℵ′′ ≤ ℵが
存在して κ† = µ + ℵ′′ と書ける．このとき ℵ′′ ≤ κ† だから κ† · ℵ′′ ≤ (κ†)2 = κ† ≤ κ + ℵ
である．命題 7により κ† ≤ ℵまたは ℵ′′ ≤ κが分かる．

ℵ′′ ≤ κ と仮定すると κ† = µ + ℵ′′ ≤ κ + κ = κ となり κ < κ† (命題 17) に矛盾す
る．従って κ† ≤ ℵである．よって κ < κ† ≤ ℵであり，κがアレフだから κ† = 2κ とな

る．
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