
米田構造
alg-d

https://alg-d.com/math/kan_extension/

2025年 9月 10日

各点 Kan拡張を定義する方法の 1つが米田構造である．これは 2-categoryの中に米田
埋込に相当する 1-morphism が存在するとしたものであり，この米田埋込を使って各点
Kan拡張を定義する (これをここでは y-各点 Kan拡張と呼ぶ)．
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1 復習
以下の命題については「2-categoryでの随伴・Kan拡張・忠実充満」の PDFを参照．
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定理 1. f : a → b，g : a → cで，左 Kan拡張 〈f†g, η〉が存在すると仮定する．

b

a c

=⇒

η
f

g

f†g

このとき h : b → dに対して

左 Kan拡張 〈(h ◦ f)†g, σ〉が存在する⇐⇒左 Kan拡張 〈h†(f†g), τ〉が存在する．

d

b

a c

=⇒ σf

g

h

(h◦f)†g

d

b

a c

=⇒

η

=⇒ τ

f

g

f†g

h

h†(f†g)

更に，これらが存在するとき (h ◦ f)†g ∼= h†(f†g)，σ = (τ • f) ∗ η である．

命題 2. f : a → bが忠実充満
⇐⇒ f†f = 〈idb, idf 〉で，これが絶対左 Kanリフトになる．

命題 3. 随伴 f a u : a → bの unitを η とするとき

f が忠実充満⇐⇒ η が同型．

2 定義
strict 2-category C の 1-morphismからなる集まり Aで，次の条件を満たすものを取
り固定する．

f : a → b, g : b → c, g ∈ Aならば g ◦ f ∈ Aである．

Aに含まれることを admissibleであるという．また idaが admissibleなとき，対象 a ∈ C
は admissibleであるという．以下では，f が admissibleであることを強調するために f

のように赤字で表すことがある．
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1 つ注意しておくと，f : a → b で b が admissible とすると，f = idb ◦ f だから f も
admissibleである．

定義. admissibleな対象 a ∈ C に対して，対象 â ∈ C と admissibleな ya : a → âが与え
られ，以下の条件を満たすとき，これを米田構造 (yoneda structure)という．

(1) f : a → b を 1-morphism として，a, f が admissible とするとき，f†ya が存在す
る．f†ya = 〈b(f, 1), χf 〉と書く．

b

a â
=⇒χf

f

ya

b(f,1)

(2) 条件 (1)で得られた 〈b(f, 1), χf 〉に対して b(f, 1)†ya = 〈f, χf 〉であり，更にこれ
は絶対左 Kanリフトである．

b

a â

=⇒χf

f

ya

b(f,1)

(3) admissibleな対象 a ∈ C に対して y†
aya = 〈idâ, idya〉である．

â

a â

=⇒idya

ya

ya

idâ

(4) f : a → b，g : b → c を 1-morphism として，a, b, g が admissible とする．yb が
admissibleだから yb ◦ f も admissibleであり，よって f−1 := b̂(yb ◦ f, 1)が定ま
る．このとき，次の図式が (g ◦ f)†ya を定める．よって c(g ◦ f, 1) ∼= f−1 ◦ c(g, 1)
である．

c

b b̂

a â

=⇒χg
g

yb

c(g,1)

=⇒χyb◦ff

ya

f−1:= b̂(yb◦f,1)

3



例 4. locally smallとは限らない圏がなす 2-categoryにおいて

• F : C → D が admissible
⇐⇒任意の c ∈ C，d ∈ D に対して HomD(Fc, d)が small

• admissible (即ち locally small)な圏 C に対して Ĉ := SetCop．
• yC : C → Ĉ を米田埋込とする．

と定めれば米田構造となる．この場合 admissible な関手 F : C → D に対して関手
D(F, 1) : D → Ĉ は D(F, 1)(□) = HomD(F−,□)で与えられる．

以下，米田構造を 1 つ取って考える．id†
aya

∼= ya だから a(ida, 1) = ya，χida = idya

としてよい．
a

a â

=⇒idya

ida

ya

a(ida,1) = ya

f, g : a → b で a, f, g を admissible とする．α : f ⇒ g を 2-morphism とするとき左
Kan拡張の普遍性から 2-morphism b(α, 1) : b(g, 1) ⇒ b(f, 1)が一意に定まる．

b

a â

=⇒ χ
g

g

ya

b(g,1)

b(f,1)
b(α,1)

=

b

a â

=⇒ χ
f

g f

ya

b(f,1)

⇐
α

任意の β : s ⇒ t : x → b に対して b(f, s) := b(f, 1) ◦ s，b(α, β) := b(α, 1) • β と定義
する．

x â

b(f,s)

b(g,t)

⇐ b(α,β) := x b â

s

t

⇐ β

b(f,1)

b(g,1)

⇐ b(α,1)

このとき b(f, idb) = b(f, 1)，b(α, ididb
) = b(α, 1) だから，この記号に現れる「1」は id

のことだと思ってよい．また条件 (3)より â(ya, 1) ∼= idâ となるから f : c → âに対して
â(ya, f) = â(ya, 1) ◦ f ∼= f となり「米田の補題」が成り立つことが分かる．

a から b への admissible な 1-morphism 全体を Adm(a, b) と書けば，b(−,□) は関手
Adm(a, b)op × C(x, b) → C(x, â)を定める．

命題 5. a ∈ C を admissibleとするとき，ya : a → âは忠実充満である．
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証明. a(ida, 1) = ya，χida = idya
だから，条件 (2)より (ya)†ya = 〈ida, idya

〉は絶対左
Kanリフトである．

a

a â

=⇒idya

ida

ya

ya

よって命題 2より ya は忠実充満である．

ここで米田構造について次の条件を考える．

(5) a ∈ C と f : a → bが admissibleで，図式

b

a â

=⇒

η

f

ya

g

が絶対左 Kanリフトであるとする．このとき 〈g, η〉は f に沿った ya の c-各点左
Kan拡張である．

次の命題は米田構造において基本となる命題である．

命題 6. f : a → b，g : a → c，l : b → cで，a, f, g が admissibleであるとする．等式

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

g=⇒

η

=⇒χg
=

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

により，ηと η′ が 1対 1に対応する．(即ち，任意の ηに対して，一意に η′ が存在して等
式が成立し，また任意の η′ に対して一意に η が存在して等式が成り立つ．) 更に

(1) η′ が同型ならば l†g = 〈f, η〉であり，これは絶対左 Kanリフトとなる．
(2) 条件 (5)が成り立つならば (1)の逆も成り立つ．即ち 〈f, η〉が lに沿った g の絶対
左 Kanリフトならば，η′ は同型である．

(3) f†g = 〈l, η〉 ⇐⇒ c(g, 1)†b(f, 1) = 〈l, η′〉

証明. 1対 1対応は c(g, 1)†ya = 〈g, χg〉と f†ya = 〈b(f, 1), χf 〉の普遍性から得られる．
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(1) η′ が同型であるとする．このとき f は c(g, 1) ◦ lに沿った ya の絶対左 Kanリフト
である．故に命題 1から，l†g = 〈f, η〉で，これは絶対左 Kanリフトである．

(2) l†g = 〈f, η〉が絶対左 Kanリフトだとすると，米田構造の条件 (2)と定理 1 (の絶対
左 Kanリフトバージョン)より f†ya = c(g, l)も絶対左 Kanリフトである．従って条件
(5)より f†ya = c(g, l)である．故に左 Kan拡張の普遍性から η′ は同型となる．

(3) 同様なので =⇒ のみ示す．f†g = 〈l, η〉 とする．任意の 1-morphism k : b → c と
2-morphism θ′ : b(f, 1) ⇒ c(g, 1) ◦ k を取り，更に θ′ に対応する θ を取る．

b c

a â

f

k

c(g,1)

ya

g=⇒θ

=⇒χg
=

b c

a â

f

k

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf

=⇒θ′

f†g = 〈l, η〉の普遍性により，次の図式の σ が存在して等式が成り立つ．

b c

a

f

k

l

g

=⇒

η

⇒ σ

=

b c

a

f

k

g

=⇒θ

このとき

b c

a â

f

k

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

⇒ σ

=

b c

a â

f

k

l

c(g,1)

ya

g=⇒

η

=⇒χg

⇒ σ

=

b c

a â

f

k

c(g,1)

ya

g=⇒θ

=⇒χg
=

b c

a â

f

k

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf

=⇒θ′
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となるから，f†ya = 〈b(f, 1), χf 〉の普遍性により次の等式が成り立つ．

b c

â

l

c(g,1)
b(f,1) =⇒η′

k

⇒ σ

=

b c

â

k

c(g,1)
b(f,1)

=⇒θ′

このような σ は一意だから c(g, 1)†b(f, 1) = 〈l, η′〉である．

命題 7. f : a → b，u : b → a，η : ida ⇒ u ◦ f で a, f が admissibleだとする．このとき

f a uで，η がこの随伴の unit ⇐⇒命題 6で η に対応する η′ が同型となる．

b a

a â

f

u

ya

ya

ida=⇒

η

=⇒χida =idya

=

b a

a â

f

u

ya

ya

b(f,1)
=⇒χf =⇒η′

証明. (=⇒) f a uで η を unitとすれば f†ida = 〈u, η〉で，これは絶対左 Kan拡張であ
る．故に次の左辺の合成は左 Kan拡張になる．

b a

a â

f

u

ya

ya

ida=⇒

η

=⇒χida =idya

=

b a

a â

f

u

ya

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

よって右辺全体も左 Kan拡張である．右辺の η′ は左 Kan拡張 b(f, 1)の普遍性から得ら
れていたから，η′ は同型である．

(⇐=) η′ が同型だから命題 6により u†ida = 〈f, η〉は絶対左 Kanリフトであり，よっ
て f a uとなる．

命題 8. f : a → b，u : b → aで a, f が admissibleのとき

f a u ⇐⇒ b(f, 1) ∼= a(id, u).

証明. ya ◦ u = a(id, 1) ◦ u = a(id, u)だから前命題よりわかる．

命題 9. f a u : a → b とする．s : x → a，t : x′ → b で x, a, f が admissible ならば，
b(f ◦ s, t) ∼= a(s, u ◦ t)が成り立つ．
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証明. f a u : a → bとすれば前命題より b(f, 1) ∼= a(id, u)である．故に

b(f ◦ s, t) = b(f ◦ s, 1) ◦ t

∼= s−1 ◦ b(f, 1) ◦ t

∼= s−1 ◦ a(id, u) ◦ t

= s−1 ◦ a(id, 1) ◦ u ◦ t

∼= a(s, 1) ◦ u ◦ t

= a(s, u ◦ t)

3 y-各点左 Kan拡張
定義. 次の図式で，a, b, g, l, b(f, 1)が admissibleだとする．

b

a c

=⇒

η
f

g

l

命題 6で η に対応する η′ を取る．

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

g=⇒

η

=⇒χg
=

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

この η′ に対して，更に命題 6で対応する η′′ を取る．

c â

b b̂

l

c(g,1)

â(b(f,1),1)

yb

b(f,1)

=⇒η′

=⇒χb(f,1)
=

c â

b b̂

l

c(g,1)

â(b(f,1),1)

yb

c(l,1)

=⇒χl

=⇒η
′′

〈l, η〉が f に沿った g の y-各点左 Kan拡張とは，η′′ : c(l, 1) ⇒ â(b(f, 1), c(g, 1))が同型
になることをいう．

8



命題 10. y-各点左 Kan拡張は左 Kan拡張である．

証明. 〈l, η〉が f に沿った g の y-各点左 Kan拡張であるとする．

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

g=⇒

η

=⇒χg
=

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

c â

b b̂

l

c(g,1)

â(b(f,1),1)

yb

b(f,1)

=⇒η′

=⇒χb(f,1)
=

c â

b b̂

l

c(g,1)

â(b(f,1),1)

yb

c(l,1)

=⇒χl

=⇒η
′′

定義より η′′ が同型である．よって命題 6 の (1) により c(g, 1)†b(f, 1) = 〈l, η′〉 となる．
このとき命題 6の (3)により f†g = 〈l, η〉である．

命題 11. 米田構造の条件 (5)を仮定する．次の図式で，a, b, g, l, b(f, 1)が admissibleだ
とする．

b

a c

=⇒

η
f

g

l

〈l, η〉が c-各点左 Kan拡張ならば y-各点左 Kan拡張である．

証明. 命題 6の (2)より，y-各点左 Kan拡張であることを示すには等式

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

g=⇒

η

=⇒χg
=

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

において η′ が絶対左 Kanリフトであることを示せばよい．
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そのために任意の図式
x c

b â

k

c(g,1)h

b(f,1)

θ =⇒

を取る．コンマ対象 f ↓ hを考える．〈g, χg〉が絶対左 Kanリフトだから，2-morphism τ

が存在して等式

x c

f ↓ h a â

c(g,1)

ya

g

=⇒χg

k

=⇒τ
=

x b c

f ↓ h a â

f c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf

k

h =⇒θ

=⇒

が成り立つ．〈l, η〉が c-各点 Kan拡張であるから，2-morphism ρが存在して等式

x b c

f ↓ h a

f

l

g=⇒

η

k

h

=⇒

⇒ρ

=

x c

f ↓ h a

g

k

=⇒τ

が成り立つ．このとき

x b c

f ↓ h a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒η′

=⇒χf

k

h

⇒ρ

=⇒

=

x b c

f ↓ h a â

f

l

c(g,1)

ya

g

=⇒χg

=⇒

η

k

h

=⇒

⇒ρ

=

x c

f ↓ h a â

c(g,1)

ya

g

=⇒χg

k

=⇒τ
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=

x b c

f ↓ h a â

f c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf

k

h =⇒θ

=⇒

となる．〈b(f, 1), χf 〉が c-各点 Kan拡張だから

x b c

â

l

c(g,1)
b(f,1)

=⇒η′

k

h

⇒ρ

=

x b c

â

c(g,1)b(f,1)

k

h =⇒θ

が分かる．この ρの一意性も容易に分かるから，η′ が絶対左 Kanリフトであることが分
かった．

定義. a ∈ C が small ⇐⇒ aと âが admissible．

命題 12. f : a → bで aが smallであり，bが (従って f も) admissibleだとする．この
とき f†ya = 〈b(f, 1), χf 〉は y-各点左 Kan拡張である．特に y†

aya は y-各点左 Kan拡張
である．

証明. 次の等式と y-各点左 Kan拡張の定義より分かる．

b â

a â

f

b(f,1)

id

ya

ya=⇒χf

=⇒id
=

b â

a â

f

b(f,1)

id

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒id

â â

b b̂

b(f,1)

id

â(b(f,1),1)

yb

b(f,1)

=⇒id

=⇒χb(f,1)
=

â â

b b̂

b(f,1)

id

â(b(f,1),1)

yb

â(b(f,1),1)

=⇒χ
b(f,1) ⇒ id
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定理 13. f : a → b で a, b, b(f, 1) が admissible とするとき，f−1 : b̂ → â は右随伴
∀f : â → b̂を持つ．

証明. ∀f := â(b(f, 1), 1)とおく．

b̂ â

b b̂

ya

f−1

∀f

ya

b(f,1)

=⇒

=⇒χb(f,1)
=

b̂ â

b b̂

ya

f−1

∀f

ya

idb̂

=⇒id =⇒

η

∀f := â(f−1 ◦ yb, 1)とおく．すると次の図式で (f−1 ◦ yb)†yb = 〈∀f, χf−1◦yb〉，y†
byb =

〈idb, idyb
〉である．

â

b̂

b b̂

=⇒ χ
f−1◦ybyb

yb

f−1

∀f := â(f−1◦yb,1)

â

b̂

b b̂

=⇒

idyb

=⇒

η

yb

yb

idb̂

f−1

∀f

故に定理 1から，ある η が存在して (f−1)†idb = 〈∀f, η〉となり，この 2つの図式は等し
くなる．故に次の等式が成り立つ．

â

b̂

b b̂

=⇒ χ
f−1◦ybyb

yb

f−1

∀f

a â

f

ya

f−1

=⇒χ
yb◦f

=

â

b̂

b b̂

=⇒

idyb

=⇒

η

yb

yb

idb̂

f−1

∀f

a â

f

ya

f−1

=⇒χ
yb◦f

米田構造の条件 (4)より左辺全体と，右辺の (yb ◦ f)†yb = f−1 ◦ idb は左 Kan拡張にな
る．よって再び定理 1により (f−1)†(f−1 ◦ idb) = f−1 ◦ ∀f が左 Kan拡張になる．即ち，
左 Kan拡張 (f−1)†idb = 〈∀f, idb〉は f−1 と交換する．故に f−1 a ∀f である．
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yb = b(id, 1)だから f−1 ◦ yb = b(f, 1)である．故に ∀f ∼= â(b(f, 1), 1)となる．

系 14. a ∈ C が smallのとき y−1
a a yâ : ̂̂a → â．

証明. y−1
a a ∀ya で ∀ya

∼= â(â(ya, 1), 1) = â(idâ, 1) ∼= yâ となる．

定理 15. f : a → bで a, bが admissibleとする．y-各点左 Kan拡張 y†
a(yb ◦ f)が存在す

るならば f−1 : b̂ → âは左随伴 ∃f : â → b̂を持つ．

証明. ∃f := y†
a(yb ◦ f)とすれば定理 22より ∃f a b̂(yb ◦ f, 1) = f−1 である．

4 weighted colimit
定義. s : a → c，j : x → â を 1-morphism で*1，a, x, s, j が admissible とする．s の
j-weighted colimitとは admissibleな colimjs : x → cで c(colimjs, 1) ∼= â(j, c(s, 1))と
なるものをいう (下記図式参照)．

colimjsが存在するとき，命題 6で同型 c(colimjs, 1) ∼= â(j, c(s, 1))に対応する η を取
れば c(s, 1)†j = 〈colimjs, η〉は絶対左 Kanリフトである．

c â

x x̂

colimjs

yx

c(s,1)

â(j,1)
j=⇒

η

=⇒χj
=

c â

x x̂

colimjs

yx

c(s,1)

â(j,1)
c(colimjs,1)

=⇒χ
colimj s =⇒ ∼

故に colimjsは同型を除いて一意である．

例 16. s : a → cを 1-morphismで a, sを admissibleとする．このとき colimyasは存在
して colimyas ∼= sである．実際 sは admissibleで â(ya, c(s, 1)) ∼= c(s, 1)となる．

定理 17. 次の図式で，a, b, g, l, b(f, 1)が admissibleだとする．

b

a c

f

g

l

*1 j は âの generalized elementだと思うとよい
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このとき

lが f に沿った g の y-各点左 Kan拡張⇐⇒ l ∼= colimb(f,1)g

証明. lが f に沿った g の y-各点左 Kan拡張⇐⇒ c(l, 1) ∼= â(b(f, 1), c(g, 1))だから明ら
か．

例 18. small な a に対して y†
aya = 〈idâ, idya

〉 は y-各点左 Kan 拡張である (命題 12)．
従って colimidâya = idâ である．

定義. s : a → c，j : x → âで a, x, s, j が admissibleとして colimjs : x → cが存在する
とする．更に f : c → dとして，f ◦ sと f ◦ colimjsが admissibleとする．このとき

f が colimjsと交換する⇐⇒ f ◦ colimjsが f ◦ sの j-weighted colimitとなる．

定理 19. 左随伴は weighted colimitと交換する．

証明. s : a → c，j : x → âを 1-morphismで，a, x, s, j が admissibleとして，colimjsが
存在するとする．f a u : c → dを随伴とするとき

â(j, d(f ◦ s, 1)) ∼= â(j, c(s, u))
∼= â(j, c(s, 1) ◦ u)
∼= â(j, c(s, 1)) ◦ u

∼= c(colimjs, 1) ◦ u

∼= c(colimjs, u)
∼= c(f ◦ colimjs, 1)

となるから，f ◦ colimjs ∼= colimj(f ◦ s)である．

命題 20. s : a → c，j : x → â，i : x′ → x̂ で a, x, x′, s, j, i が admissible だとする．ま
た colimjs と colimij が存在するとする．このとき colimi(colimjs) ∼= colimcolimijs で
ある．(但し，等式はどちらか一方が存在すればもう一方も存在し同型となることを意味
する．)

14



証明.

â(colimij, c(s, 1)) = â(colimij, 1) ◦ c(s, 1)
∼= x̂(i, â(j, 1)) ◦ c(s, 1)
= x̂(i, â(j, 1) ◦ c(s, 1))
= x̂(i, â(j, c(s, 1)))
∼= x̂(i, c(colimjs, 1)).

よって colimi(colimjs) ∼= colimcolimijsである．

定義. 対象 cが余完備
⇐⇒ s : a → c，j : x → âとして aが smallで x, s, jが admissibleのとき colimjs : x → c

が存在する．

定理 21. 対象 cが余完備
⇐⇒ f : a → b，g : a → cで aが smallで b, g, b(f, 1)が admissibleのとき y-各点左 Kan
拡張 f†g が存在する．

証明. (=⇒) 余完備だから colimb(f,1)g が存在し，故に定理 17により y-各点左 Kan拡張
f†g が存在する．

(⇐=) s : a → c，j : x → âとして aが smallで x, s, j が admissibleとする．仮定より
y-各点左 Kan拡張 y†

asが存在する．このとき

c(y†
as ◦ j, 1) ∼= j−1 ◦ c(y†

as, 1)
∼= j−1 ◦ â(â(ya, 1), c(s, 1))
∼= j−1 ◦ â(id, c(s, 1))
∼= â(j, c(s, 1))

だから colimjsが存在して colimjs ∼= y†
as ◦ j である．

5 普遍随伴
定理 22. f : a → bで aを small，f を admissibleとする．y-各点左 Kan拡張 y†

af が存
在するならば y†

af a b(f, 1) : â → bである．

15



証明. y-各点左 Kan拡張 y†
af が存在するから，定義より次の図式の同型 η′′ が存在する．

b â

â ̂̂a
y†

af

b(f,1)

â(id,1)

yâ

idâ
=⇒η′

=⇒χid
=

b â

â ̂̂a
y†

af

b(f,1)

â(id,1)

yâ

b(y†
af,1)

=⇒χy
†
af =⇒η

′′

よって命題 7より y†
af a b(f, 1)となる．

定理 23. a が small で l : â → b が admissible かつ余連続であるとする．このとき
f := l ◦ ya とすると y-各点 Kan拡張 y†

af が存在して l ∼= y†
af となる．

証明. l が colimidâya (= idâ) と交換するから同型 η′′ : (l, 1) ⇒ â(idâ, b(f, 1)) が存在す
る．命題 6 により η′′ に対応する η′ を取り，更に η′ に対応する η を取れば，y-各点左
Kan拡張 y†

af = 〈l, η〉を得る．

b â

â ̂̂a
l

b(f,1)

â(idâ,1)

yâ

id

=⇒η′

=⇒id
=

b â

â ̂̂a
l

b(f,1)

â(idâ,1)

yâ

b(l,1)

=⇒χl

=⇒η
′′

â b

a â

ya

l

b(f,1)

ya

f=⇒

η

=⇒id
=

â b

a â

ya

l

b(f,1)

ya

id

=⇒id =⇒η′

定理 24. aが smallで l a r : â → bかつ l が admissibleならば，ある f : a → bが存在
して l ∼= y†

af，r ∼= b(f, 1)となる．

証明. l a r : â → b とすると l は余連続だから定理 23 より，f := l ◦ ya とすれば
l ∼= y†

af a b(f, 1)となる．右随伴の一意性から r ∼= b(f, 1)である．

定義. f : a → bが total
⇐⇒ a, f が admissibleで，b(f, 1) : b → âが admissibleな左随伴を持つ．

定理 25. s : a → bが totalで，j : x → âを 1-morphism，aを small，x, sを admissible
とする．このとき colimjsが存在して colimjs ∼= y†

as ◦ j となる．
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証明. y†
as ◦ j は admissibleなので b(y†

as ◦ j, 1) ∼= â(j, b(s, 1))を示せばよいが，それは

b(y†
as ◦ j, 1) ∼= j−1 ◦ b(y†

as, 1) ∼= j−1 ◦ â(idâ, b(s, 1)) ∼= â(j, b(s, 1))

となり成り立つ．

定理 26. aが smallで f : a → bが totalのとき，b(f, 1)の admissibleな左随伴 hf は存
在し，ya に沿った f の y-各点左 Kan拡張となる．

証明. hf a b(f, 1) : â → b で hf が admissible だとすると，â(ya, 1) ∼= idâ だったから，
命題 8より b(hf , 1) ∼= â(idâ, b(f, 1)) ∼= â(â(ya, 1), b(f, 1))となり，hf は ya に沿った f

の y-各点左 Kan拡張である．

定理 27. aを small，bを admissibleとする．Tot(a, b) ⊂ C(a, b)を totalな 1-morphism
からなる充満部分圏とする．このとき圏同値 Tot(a, b)op ' Adj(â, b)が成り立つ．この圏
同値は f 7→ (y†

af a b(f, 1))で与えられる．

証明. Adj(â, b) ⊂ C(b, â) とみなす．このとき f 7→ b(f, 1) は忠実充満である．故に
b(−, 1)が本質的全射であればよいがそれは定理 26から分かる．

6 y-忠実充満
定義. f : a → bで a, f が admissibleとするとき f が y-忠実充満⇐⇒ χf が同型．

b

a â

=⇒χf
f

ya

b(f,1)

a(ida, 1) = ya だったから，f が y-忠実充満ならば同型 a(ida, 1) ∼= b(f, f)が得られる．

命題 28. f : a → bが y-忠実充満ならば忠実充満である．米田構造の条件 (5)が成り立つ
ならば逆も成り立つ．
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証明. 等式

a b

a â

ida

f

b(f,1)

ya

f=⇒id

=⇒χf
=

a b

a â

ida

f

b(f,1)

ya

a(ida,1)

=⇒id =⇒χf

と命題 2, 6から分かる．

f が左随伴であれば，y-忠実充満と忠実充満は一致する．

命題 29. f a u : a → b を B における随伴として a, f, u が admissible とする．このと
き，f が忠実充満ならば f は y-忠実充満である．

証明. f a uの unitを η とする．命題 6で η に対応する η′ を取る．

b a

a â

f

u

a(ida,1)

ya

ida=⇒

η

=⇒χida =idya

=

b a

a â

f

u

a(ida,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

命題 7より η′ は同型である．故に

χf =

â

b a

a

f

u

ida

b(f,1)
a(ida,1)=ya

=⇒

η

=⇒η′−1

となる．命題 3より η は同型だから χf も同型である．

命題 30. 次の図式で，a, b, g, l, b(f, 1)が admissibleだとする．

b

a c

=⇒

η
f

g

l

〈l, η〉が y-各点左 Kan拡張で，f が y-忠実充満ならば，η は同型である．
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証明. 〈l, η〉が y-各点左 Kan拡張だから

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

g=⇒
η

=⇒χg
=

b c

a â

f

l

c(g,1)

ya

b(f,1)

=⇒χf =⇒η′

としたとき，〈l, η′〉は絶対左 Kanリフトである．今 f が y-忠実充満だから χf は同型で
あり，よって右の四角全体は絶対左Kanリフトとなる．一方で左の 〈g, χg〉は絶対左Kan
リフトであるから η が同型となる．
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