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1 定義
定義. 型記号と呼ばれる記号と，関数記号と呼ばれる記号からなる集合 L を局所言語と
いう．

局所言語 Lに含まれない特別な記号として I, Ω, P,×などを用意しておく．

定義. 局所言語 Lの型とは，以下により定まるものをいう．

(1) Iと Ωは型である*1．
(2) Lに属する型記号は型である．
(3) n ≥ 2で A1, · · · , An が型ならば (A1) × · · · × (An)も型である．
(4) Aが型ならば P(A)も型である．
(5) 以上により得られるもののみが型である．

以下読みやすくするため，括弧は適当に省略したり，( )の代わりに [ ]を使ったりする．
また A1 × · · · × An という記号は n = 0, 1の場合も使用し，n = 0の場合は I，n = 1の
場合は A1 を表すものとする．
更に局所言語 Lに対しては次のようになっているものとする．

*1 この型 Iは普通 1と書くが，これだと自然数や終対象を表す 1と区別しづらいと思ったので，この PDF
では Iと書くことにする．
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• Lの型 Aに対して，可算無限個の変数記号 vA
0, v

A
1, v

A
2, · · · が用意されているものと

する．
• Lに属する関数記号 fに対して「ドメインと呼ばれる型」と「コドメインと呼ばれ
る型」が与えられているものとする．fのドメインが Aでコドメインが Bであるこ
とを記号では f : A → B と書くことにする．またこのときの記号 A → B を f のシ
グネチャと呼ぶ．

定義. 局所言語 Lの項とその型とは，以下により定まるものをいう．

(1) ∗は Iを型とする項である．
(2) Aが型のとき，変数記号 vA

0, v
A
1, v

A
2, · · · は Aを型とする項である．

(3) f : A → Bが Lの関数記号で tが Aを型とする項のとき，f(t)は Bを型とする項で
ある．

(4) n ≥ 2で 1 ≤ i ≤ nに対して ti が型 Ai の項のとき，⟨t1, · · · , tn⟩は型 A1 × · · · × An

の項である．(また n = 0の場合 ⟨t1, · · · , tn⟩は ∗を表し，n = 1の場合 ⟨t1, · · · , tn⟩
は t1 を表すものとしておく．)

(5) n ≥ 2で tが型 A1 × · · · × An の項のとき，1 ≤ i ≤ nに対して qi(t)は型 Ai の項で
ある．

(6) tが型 Ωの項のとき，{vA
i | t}は型 PAの項である．

(7) t, sが型 Aの項のとき，t = sは型 Ωの項である．
(8) tが型 Aの項で sが型 PAの項のとき，t ∈ sは型 Ωの項である．
(9) 以上により得られるもののみが項である．

定義. L-論理式とは型 Ωの項のことである．

以下では特に断らなくても，t, s, r などの文字は一般の項を表し，φ,ψ, χ などのギリ
シャ文字は L-論理式を表すことにする．また変数記号は xA, yA, zA, · · · などの文字で書
く．右上に付いている型を表す記号は省略して，単に x, y, z, · · · と書くことも多い．こ
の場合，型については特に記述が無くても適切なものになっているものとする．例えば
x = y と書いてあれば，xと y の型は等しいものとする．
これを踏まえて，まず L-論理式に対して以下の略記を導入する (≡は項が文字列として
等しいことを表す記号である)．

• φ ↔ ψ ≡ φ = ψ

• ⊤ ≡ ∗ = ∗
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• φ ∧ ψ ≡ ⟨φ,ψ⟩ = ⟨⊤,⊤⟩
• φ → ψ ≡ (φ ∧ ψ) ↔ φ

• ∀x (φ) ≡ {x | φ} = {x | ⊤}
• ∀x ∈ t (φ) ≡ ∀x (x ∈ t → φ)
• ⊥ ≡ ∀xΩ (xΩ)
• ¬φ ≡ φ → ⊥
• φ ∨ ψ ≡ ∀yΩ ([(φ → yΩ) ∧ (ψ → yΩ)] → yΩ) (但し yΩ は φと ψ に現れない変数記
号とする．)

• ∃xφ ≡ ∀yΩ ([∀x (φ → yΩ)] → yΩ) (但し yΩ は φに現れない変数記号とする．)
• ∃x ∈ t (φ) ≡ ∃x (x ∈ t ∧ φ)
• t ̸= s ≡ ¬(t = s)
• t /∈ s ≡ ¬(t ∈ s)

項 tの中に現れる変数記号 xが束縛されているとは，xが {x | φ}の中に入っている変数
記号であることをいう．そうでない xは自由変数という．例えば t ≡ ⟨{x | x ∈ y}, z⟩の
場合は xが束縛変数で y と z は自由変数である．また定義から，∀xφや ∃xφの形で出
てくる xも束縛変数である．
項 t に現れる自由変数全体の集合を Var(t) と書く．つまり先の例の場合は Var(t) =

{y, z}となる．また項の集合 X に対しては Var(X) :=
∪

t∈X Var(t)と書く．Var(t) = ∅
のとき tを閉項と呼ぶ．
以下，項 tに対して Var(t) = {x1, · · · , xn}などのような表示をした場合には，特に断
らなくても x1, · · · , xn は互いに異なるものと約束しておく．
xを変数記号，t, sを項として，sの型と xの型が等しいとする．このとき tの中の自
由変数 x を s に置き換えてできる文字列を t[x ⇝ s] で表す．t[x ⇝ s] も項であり，型
は tと等しくなる (但し，自由変数が束縛変数になってしまうような代入は禁止する)．ま
た t の中の自由変数 x を強調したいときは t(x) のような書き方も使用する．この場合
t(x)[x ⇝ s]のことを t(s)と書く．またより一般に t(x1, · · · , xn)のような書き方も使用
する (このとき必ずしも全ての xi が tの中に現れなくてもよいし，また xi 以外の自由変
数があってもよいものとする)．
X を項の集合とするとき X[x⇝ s] := {t[x⇝ s] | t ∈ X}と書く．
代入を使って更に次の略記を導入する．

• ∃!xφ ≡ ∃x (φ ∧ ∀y (φ[x⇝ y] → x = y)) (但し y は xと異なる変数記号で，φに
現れないとする．)
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• ∃!x ∈ t (φ) ≡ ∃!x (x ∈ t ∧ φ)

以上により，通常使うような論理式は L-論理式として書くことができる．
次に L-論理式の証明を，いわゆるシークエント計算により定義する．

定義. L-論理式の有限集合 Γと L-論理式 φの組をシークエントといい Γ : φと書く．更
に以下のような記法を使用する．

• Γ ∪ ∆ : φのことを Γ,∆ : φと書く．
• Γ ∪ {ψ} : φのことを Γ, ψ : φまたは ψ,Γ : φと書く．
• {φ1, · · · , φm} : φのことを φ1, · · · , φm : φと書く．
• ∅ : φのことを : φと書く．

また Varに対しても同様に，例えば Var(X ∪ {t})のことを Var(X, t)と書いたりする．

定義. local set theoryの基本公理とは，以下のシークエントをいう．

(1) (Unity) : xI = ∗
(2) (Equality 0) : x = x

(3) (Equality 1) x = y, φ[z ⇝ x] : φ[z ⇝ y]
(4) (Products 0) : qi(⟨x1, · · · , xn⟩) = xi (但し n ≥ 2とする．)
(5) (Products 1) : x = ⟨q1(x), · · · , qn(x)⟩ (但し n ≥ 2とする．)
(6) (Comprehension) : x ∈ {x | φ} ↔ φ

定義. local set theoryの推論規則とは以下のものをいう．

(1) (Thinning) Γ : φ
TΓ, ψ : φ

(2) (Cut) Γ : φ Γ, φ : ψ
C ⋆Γ : ψ

(但し Var(φ) ⊂ Var(γ, ψ)とする．)

(3) (Substitution) Γ : φ
S(x⇝ t)

Γ[x⇝ t] : φ[x⇝ t]

(4) (Extensionality) Γ : x ∈ t ↔ x ∈ s Ex ⋆Γ : t = s
(但し x /∈ Var(Γ, t, s)とする．)

(5) (Equivalence) Γ, φ : ψ Γ, ψ : φ
Eq

Γ : φ ↔ ψ

但し，変数記号について何らかの条件が付いている場合は ⋆を付けておくことにする．

※ Cutに不思議な条件が付いているが，これは健全性定理 (定理 6.12)を成り立たせ
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るための条件である．詳しくは [2]3.26の後の REMARKを参照．

これら推論規則を使って証明図を考えることができる．

定義. T をシークエントからなる集合とする．このとき次を満たす証明図が存在すること
を Γ ⊢T φで表す．

• 一番下が Γ : φになっている．
• 一番上は全て「基本公理か T の元」になっている．

また Γ ⊢∅ φを Γ ⊢ φと書き，∅ ⊢T φを ⊢T φと書く．

定義. L を局所言語とする．シークエントの集合 S で次の条件を満たすものを local set
theoryという．

任意のシークエント Γ : φに対して「Γ ⊢S φ ⇐⇒ (Γ : φ) ∈ S」となる．

T をシークエントの集合とするとき，S := {Γ : φ | Γ ⊢T φ} と定義すれば S は明らか
に local set theoryになる．これを T で生成される local set theoryという．∅で生成さ
れる local set theoryを pure local set theoryという．

定義. local set theory S が無矛盾⇐⇒ ⊢S ⊥でない．

pure local set theoryは無矛盾であることが定理 6.13で分かる．

2 形式的証明の基本的性質
この節では Γ ⊢ φが形式的証明の満たすべき性質を持っていることを確かめる．

命題 2.1. Var(φ) ⊂ Var(Γ,∆, ψ) のとき Γ : φ ∆, φ : ψ
C ⋆Γ,∆ : ψ
である (以下これも

推論規則だと思って同じ記号 C ⋆で表す)．

証明. Thinning と Cut を組み合わせて次のようにすればよい (但し Thinning の複数回
の使用を 1つの Thinningで書いている)．

Γ : φ
TΓ,∆ : φ

∆, φ : ψ
TΓ,∆, φ : ψ
C ⋆Γ,∆ : ψ
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命題 2.2. x = y ⊢ y = xである．

証明. φ(z) ≡ z = xとすると φ(x) ≡ x = xだから，次のようにして成り立つ．
基本公理
: φ(x)

基本公理
x = y, φ(x) : φ(y)

C ⋆
x = y : y = x

命題 2.3. x = y, y = z ⊢ x = z である．

証明. φ(w) ≡ w = z とすると

命題 2.2
x = y : y = x

基本公理
y = x, φ(y) : φ(x)

C ⋆
x = y, y = z : x = z

命題 2.4. x0 = x1, y0 = y1 ⊢ ⟨x0, y0⟩ = ⟨x1, y1⟩である．

証明. まず φ(x) ≡ ⟨x0, y0⟩ = ⟨x, y0⟩とすると，φ(x0) ≡ ⟨x0, y0⟩ = ⟨x0, y0⟩だから
基本公理
: z = z

S(z ⇝ ⟨x0, y0⟩)
: φ(x0)

基本公理
x0 = x1, φ(x0) : φ(x1)

C ⋆
x0 = x1 : φ(x1)

である．そこで ψ(y) ≡ ⟨x0, y0⟩ = ⟨x1, y⟩とすると ψ(y0) ≡ φ(x1)だから

上述
x0 = x1 : ψ(y0)

基本公理
y0 = y1, ψ(y0) : ψ(y1)

C ⋆
x0 = x1, y0 = y1 : ψ(y1)

となる．

命題 2.5. ⟨x0, y0⟩ = ⟨x1, y1⟩ ⊢ x0 = x1 である．

証明. ti ≡ ⟨xi, yi⟩と略記すると

基本公理
: q1(t0) = x0

基本公理
z0 = z1, q1(z0) = x0 : q1(z1) = x0 S(z0 ⇝ t0)
t0 = z1, q1(t0) = x0 : q1(z1) = x0 S(z1 ⇝ t1)
t0 = t1, q1(t0) = x0 : q1(t1) = x0

C ⋆
t0 = t1 : q1(t1) = x0

7



上述
t0 = t1 : q1(t1) = x0

基本公理
z1 = x0, z1 = x1 : x0 = x1 S(z1 ⇝ q1(t1))

q1(t1) = x0, q1(t1) = x1 : x0 = x1
C ⋆

t0 = t1, q1(t1) = x1 : x0 = x1

基本公理
: q1(t1) = x1

上述
t0 = t1, q1(t1) = x1 : x0 = x1

C ⋆
t0 = t1 : x0 = x1

により成り立つ．

命題 2.6. x = y ⊢ t[z ⇝ x] = t[z ⇝ y]である．

証明. φ(w) ≡ t[z ⇝ x] = t[z ⇝ w]とすると
基本公理
: u = u

S(u⇝ t[z ⇝ x])
: φ(x)

基本公理
x = y, φ(x) : φ(y)

C ⋆
x = y : t[z ⇝ x] = t[z ⇝ y]

命題 2.7. φ ⊢ φである．

証明. 次のようにして成り立つ．
基本公理
: xΩ = xΩ

基本公理
xΩ = xΩ, xΩ : xΩ

C ⋆
xΩ : xΩ

S(xΩ ⇝ φ)
φ : φ

2.1 ↔について
命題 2.8. φ ↔ ψ ⊢ ψ ↔ φである．

証明. φ ↔ ψ ≡ φ = ψ という定義だったから命題 2.2より明らか．

命題 2.9. Γ : φ ∆, ψ : χ
Γ,∆, φ ↔ ψ : χ

である．

証明. 次のようにして成り立つ．
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Γ : φ

基本公理
xΩ = yΩ, xΩ : yΩ

S(xΩ ⇝ φ, yΩ ⇝ ψ)
φ ↔ ψ,φ : ψ

C ⋆Γ, φ ↔ ψ : ψ ∆, ψ : χ
C ⋆Γ,∆, φ ↔ ψ : χ

2.2 ⊤について
命題 2.10. ⊢ ⊤である．

証明. ⊤ ≡ ∗ = ∗という定義だったから，次のようにして成り立つ．
基本公理
: xI = xI

S(xI ⇝ ∗)
: ∗ = ∗

命題 2.11. φ ⊢ φ ↔ ⊤である．

証明. 次のようにして成り立つ．
命題 2.7

φ : φ
T

φ,⊤ : φ

命題 2.10: ⊤
T

φ,φ : ⊤
Eq

φ : φ ↔ ⊤

命題 2.12. φ ↔ ⊤ ⊢ φである．

証明. 次のようにして成り立つ．

命題 2.10: ⊤
T

φ ↔ ⊤ : ⊤

命題 2.2
yΩ = xΩ : xΩ = yΩ

基本公理
xΩ = yΩ, xΩ : yΩ

C ⋆
yΩ = xΩ, xΩ : yΩ

S(xΩ ⇝ ⊤, yΩ ⇝ φ)
φ ↔ ⊤,⊤ : φ

C ⋆
φ ↔ ⊤ : φ

(但し Substitution 2回をまとめて 1つで書いた．以下同様の記法を使用する．)
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2.3 ∧について
命題 2.13. φ,ψ ⊢ φ ∧ ψ である．

証明. φ ∧ ψ ≡ ⟨φ,ψ⟩ = ⟨⊤,⊤⟩という定義だったから，次のようにして成り立つ．

命題 2.11
ψ : ψ ↔ ⊤

命題 2.11
φ : φ ↔ ⊤ 命題 2.4

φ ↔ ⊤, ψ ↔ ⊤ : φ ∧ ψ
C ⋆

φ,ψ ↔ ⊤ : φ ∧ ψ
C ⋆

φ,ψ : φ ∧ ψ

命題 2.14. Γ : φ ∆ : ψ
Γ,∆ : φ ∧ ψ

である．

証明. 次のようにして成り立つ．

Γ : φ
∆ : ψ 命題 2.13

φ,ψ : φ ∧ ψ
C ⋆∆, φ : φ ∧ ψ

C ⋆Γ,∆ : φ ∧ ψ

命題 2.15. Γ, φ : χ
Γ, φ ∧ ψ : χ

である．(同様にして Γ, φ : χ
Γ, ψ ∧ φ : χ

も成り立つ．)

証明. 次のようにして成り立つ．
命題 2.5

φ ∧ ψ : φ ↔ ⊤ 命題 2.12
φ ↔ ⊤ : φ

C ⋆
φ ∧ ψ : φ Γ, φ : χ

C ⋆Γ, φ ∧ ψ : χ

系 2.16. φ ∧ ψ ⊢ φかつ φ ∧ ψ ⊢ ψ である．

系 2.17. φ ∧ ψ ⊢ ψ ∧ φである．

命題 2.18. Γ, φ, ψ : χ
Γ, φ ∧ ψ : χ

である．

証明. 次のようにして成り立つ．

命題 2.15
φ ∧ ψ : φ

命題 2.15
φ ∧ ψ : ψ Γ, φ, ψ : χ

C ⋆Γ, φ ∧ ψ,φ : χ
C ⋆Γ, φ ∧ ψ : χ
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命題 2.19. Γ, φ ∧ ψ : χ
Γ, φ, ψ : χ

である．

証明. 次のようにして成り立つ．
命題 2.13

φ,ψ : φ ∧ ψ Γ, φ ∧ ψ : χ
C ⋆Γ, φ, ψ : χ

命題 2.20. (φ ∧ ψ) ∧ χ ⊢ φ ∧ (ψ ∧ χ)である．(同様にしてφ ∧ (ψ ∧ χ) ⊢ (φ ∧ ψ) ∧ χ

も成り立つ．)

証明. 次のようにして成り立つ．

系 2.16
φ ∧ ψ : φ

系 2.16
φ ∧ ψ : ψ 命題 2.7

χ : χ
命題 2.14

φ ∧ ψ, χ : ψ ∧ χ
命題 2.14

φ ∧ ψ, χ : φ ∧ (ψ ∧ χ)
命題 2.18(φ ∧ ψ) ∧ χ : φ ∧ (ψ ∧ χ)

2.4 →について
命題 2.21. Γ : φ ∆, ψ : χ

Γ,∆, φ → ψ : χ
である．

証明. 定義より φ → ψ ≡ (φ ∧ ψ) ↔ φだから，次により成り立つ．

命題 2.8(φ ∧ ψ) ↔ φ : φ ↔ (φ ∧ ψ)
Γ : φ

∆, ψ : χ 命題 2.15∆, φ ∧ ψ : χ 命題 2.9Γ,∆, φ ↔ (φ ∧ ψ) : χ
C ⋆Γ,∆, (φ ∧ ψ) ↔ φ : χ

系 2.22. φ,φ → ψ ⊢ ψ である．

命題 2.23. Γ : φ → ψ

Γ, φ : ψ
である．

証明. 次のようにして成り立つ．
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Γ : φ → ψ
系 2.22

φ,φ → ψ : ψ
C ⋆Γ, φ : ψ

命題 2.24. Γ, φ : ψ
Γ : φ → ψ

である．

証明. 次のようにして成り立つ．
命題 2.16

φ ∧ ψ : φ
TΓ, φ ∧ ψ : φ

命題 2.7
φ : φ Γ, φ : ψ 命題 2.14Γ, φ : φ ∧ ψ

Eq
Γ : (φ ∧ ψ) ↔ φ

命題 2.25. φ ⊢ ψ → φである．

証明. 次のようにして成り立つ．
命題 2.7

φ : φ
T

φ,ψ : φ 命題 2.24
φ : ψ → φ

命題 2.26. φ ↔ ψ ⊢ φ → ψ である．(よって命題 2.2 により φ ↔ ψ ⊢ ψ → φ も成り
立つ．)

証明. 次のようにして成り立つ．
基本公理

xΩ = yΩ, xΩ : yΩ
S(xΩ ⇝ φ, yΩ ⇝ ψ)

φ ↔ ψ,φ : ψ 命題 2.24
φ ↔ ψ : φ → ψ

命題 2.27. φ → ψ,ψ → φ ⊢ φ ↔ ψ である．

証明. 命題 2.2, 2.3により (φ ∧ ψ) ↔ φ, (ψ ∧ φ) ↔ ψ ⊢ φ ↔ ψ である．

命題 2.28. φ → (ψ → χ) ⊢ (φ → ψ) → (φ → χ)である．

証明. 次のようにして成り立つ．
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命題 2.7
φ : φ

命題 2.7
φ : φ 系 2.22

ψ,ψ → χ : χ
命題 2.21

φ,ψ, φ → (ψ → χ) : χ
命題 2.21

φ,φ → ψ,φ → (ψ → χ) : χ
命題 2.24

φ → ψ,φ → (ψ → χ) : φ → χ
命題 2.24

φ → (ψ → χ) : (φ → ψ) → (φ → χ)

2.5 {x | φ}について
命題 2.29. φ ⊢ x ∈ {x | φ}かつ x ∈ {x | φ} ⊢ φである．

証明. 次のようにして成り立つ．
基本公理

: x ∈ {x | φ} ↔ φ
命題 2.26

x ∈ {x | φ} ↔ φ : x ∈ {x | φ} → φ
C ⋆: x ∈ {x | φ} → φ

命題 2.23
x ∈ {x | φ} : φ

基本公理
: x ∈ {x | φ} ↔ φ

命題 2.26
x ∈ {x | φ} ↔ φ : φ → x ∈ {x | φ}

C ⋆: φ → x ∈ {x | φ}
命題 2.23

φ : x ∈ {x | φ}

命題 2.30. x /∈ Var(Γ)のとき Γ : φ ↔ ψ

Γ : {x | φ} = {x | ψ}
である．

証明. まず次のようになる．
命題 2.29

x ∈ {x | φ} : φ Γ, φ : ψ
C ⋆Γ, x ∈ {x | φ} : ψ 命題 2.29

ψ : x ∈ {x | ψ}
C ⋆Γ, x ∈ {x | φ} : x ∈ {x | ψ}

φ → ψ ≡ (φ ∧ ψ) ↔ ψ だったから，次のようにして成り立つ．
Γ : φ ↔ ψ 命題 2.29と同様Γ, φ : ψ 上述Γ, x ∈ {x | φ} : x ∈ {x | ψ}

Γ : φ ↔ ψ 命題 2.29と同様Γ, ψ : φ 上述Γ, x ∈ {x | ψ} : x ∈ {x | φ}
Eq

Γ : x ∈ {x | φ} ↔ x ∈ {x | ψ}
Ex ⋆Γ : {x | φ} = {x | ψ}
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命題 2.31. x ∈ Var(φ,ψ)のとき Γ : {x | φ} = {x | ψ}
Γ : φ ↔ ψ

である．

証明. χ ≡ {x | φ} = {x | ψ}と書く．

φ : x ∈ {x | φ}

基本公理
y = z, x ∈ y : x ∈ z

χ, x ∈ {x | φ} : x ∈ {x | ψ} x ∈ {x | ψ} : ψ
C ⋆

χ, x ∈ {x | φ} : ψ
C ⋆

χ, φ : ψ

となるから，次のようにして成り立つ．

Γ : χ

上述
χ, φ : ψ 上述と同様

χ, ψ : φ
Eq

χ : φ ↔ ψ
C ⋆Γ : φ ↔ ψ

命題 2.32. y /∈ Var(φ)のとき ⊢ {y | φ[x⇝ y]} = {x | φ}である (つまり束縛変数記号
は取り換えることができる)．

証明. 次のようにして成り立つ．
基本公理

: y ∈ {y | φ[x⇝ y]} ↔ φ[x⇝ y]
S(y ⇝ x)

: x ∈ {y | φ[x⇝ y]} ↔ φ

基本公理
: φ ↔ x ∈ {x | φ}

命題 2.3: x ∈ {y | φ[x⇝ y]} ↔ x ∈ {x | φ}
Ex ⋆: {y | φ[x⇝ y]} = {x | φ}

2.6 ∀について
命題 2.33. x ∈ Var(φ)のとき ∀xφ ⊢ φである．

証明. ∀xφ ≡ {x | φ} = {x | ⊤}だったから，次のようにして成り立つ．
命題 2.7∀xφ : ∀xφ 命題 2.31 ⋆∀xφ : φ ↔ ⊤ 命題 2.12

φ ↔ ⊤ : φ
C ⋆∀xφ : φ
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命題 2.34. x /∈ Var(Γ)のとき Γ : φ
Γ : ∀xφ

である．

証明. 次のようにして成り立つ．

Γ : φ 命題 2.11
φ : φ ↔ ⊤

C ⋆Γ : φ ↔ ⊤ 命題 2.30 ⋆Γ : {x | φ} = {x | ⊤}

命題 2.35. x /∈ Var(φ)のとき Γ : φ
Γ : ∀xφ

である．

証明. Γ, φに現れていない変数記号 y を取れば
Γ : φ

S(x⇝ y)
Γ[x⇝ y] : φ

命題 2.34 ⋆Γ[x⇝ y] : ∀xφ
S(y ⇝ x)

Γ : ∀xφ

命題 2.36. x ∈ Var(φ)のとき Γ : ∀xφ
Γ : φ[x⇝ t]

である．

証明. Γ, φに現れていない変数記号 y を取れば
Γ : ∀xφ

S(x⇝ y)
Γ[x⇝ y] : ∀xφ 命題 2.33 ⋆∀xφ : φ

C ⋆Γ[x⇝ y] : φ
S(x⇝ t)

Γ[x⇝ y] : φ[x⇝ t]
S(y ⇝ x)

Γ : φ[x⇝ t]

命題 2.37. x ∈ Var(φ)かつ Var(t) ⊂ Var(∀xφ,Γ, ψ)のとき Γ, φ[x⇝ t] : ψ
Γ,∀xφ : ψ

である．

証明. 次のようにして成り立つ．
命題 2.33 ⋆∀xφ : φ

S(x⇝ t)
∀xφ : φ[x⇝ t] Γ, φ[x⇝ t] : ψ

C ⋆Γ,∀xφ : ψ

命題 2.38. y /∈ Var(φ)のとき ⊢ ∀y φ[x⇝ y] ↔ ∀xφである．
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証明. 次のようにして成り立つ．

命題 2.32 ⋆: {y | φ[x⇝ y]} = {x | φ}
命題 2.6: ∀y φ[x⇝ y] ↔ ({x | φ} = {y | ⊤})

命題 2.32 ⋆: {y | ⊤} = {x | ⊤}
命題 2.6: ({x | φ} = {y | ⊤}) ↔ ∀xφ
命題 2.3: ∀y φ[x⇝ y] ↔ ∀xφ

2.7 ⊥について
命題 2.39. ⊥ ⊢ φである．

証明. ⊥ ≡ ∀xΩ (xΩ)だったから，次のようにして成り立つ．
命題 2.33 ⋆

∀xΩ (xΩ) : xΩ

S(xΩ ⇝ φ)
∀xΩ (xΩ) : φ

2.8 ¬について
命題 2.40. ⊢ (¬⊤) ↔ ⊥である．

証明. 次のようにして成り立つ．
命題 2.10: ⊤ 命題 2.7⊥ : ⊥

命題 2.21⊤ → ⊥ : ⊥ 命題 2.39⊥ : ⊤ → ⊥
Eq

: (⊤ → ⊥) ↔ ⊥

命題 2.41. ⊢ (¬⊥) ↔ ⊤である．

証明. 次のようにして成り立つ．

命題 2.10: ⊤
T⊥ → ⊥ : ⊤

命題 2.7⊥ : ⊥
T⊤,⊥ : ⊥

命題 2.24⊤ : ⊥ → ⊥
Eq

: (⊥ → ⊥) ↔ ⊤
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命題 2.42. Γ, φ : ⊥
Γ : ¬φ

である．

証明. ¬φ ≡ φ → ⊥だったから，命題 2.24より明らか．

命題 2.43. Γ : φ
Γ,¬φ : ⊥

である．

証明. ¬φ ≡ φ → ⊥より次のようにして成り立つ．

Γ : φ 命題 2.7⊥ : ⊥ 命題 2.21Γ, φ → ⊥ : ⊥

命題 2.44. ⊢ (xΩ ∧ ¬xΩ) ↔ ⊥である．

証明. 次のようにして成り立つ．
命題 2.7

xΩ : xΩ

命題 2.43
xΩ,¬xΩ : ⊥

命題 2.18
xΩ ∧ ¬xΩ : ⊥

命題 2.39
⊥ : xΩ ∧ ¬xΩ

Eq
: (xΩ ∧ ¬xΩ) ↔ ⊥

命題 2.45. φ ⊢ ¬¬φである．

証明. ¬の定義より ¬¬φ ≡ (φ → ⊥) → ⊥だったから，次のようにして成り立つ．
系 2.22

φ,φ → ⊥ : ⊥ 命題 2.24
φ : (φ → ⊥) → ⊥

命題 2.46. ¬¬¬φ ⊢ ¬φである．

証明. 次のようにして成り立つ．
命題 2.45

φ : (φ → ⊥) → ⊥ 命題 2.7⊥ : ⊥
命題 2.21

φ, ((φ → ⊥) → ⊥) → ⊥ : ⊥
命題 2.24((φ → ⊥) → ⊥) → ⊥ : φ → ⊥

命題 2.47. φ → ψ ⊢ ¬ψ → ¬φである．
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証明. 次のようにして成り立つ．
命題 2.7

φ : φ 系 2.22
ψ,ψ → ⊥ : ⊥

命題 2.21
φ,φ → ψ,ψ → ⊥ : ⊥

命題 2.24
φ → ψ,ψ → ⊥ : φ → ⊥

命題 2.24
φ → ψ : (ψ → ⊥) → (φ → ⊥)

この体系では排中律は成り立たない．即ち ⊢ φ ∨ ¬φや ¬¬φ ⊢ φや ¬ψ → ¬φ ⊢ φ →
ψ は成り立たない．定理 3.8も参照．

2.9 ∨について
命題 2.48. Γ, φ : χ ∆, ψ : χ

Γ,∆, φ ∨ ψ : χ
である．

証明. φ ∨ ψ ≡ ∀yΩ [(φ → yΩ ∧ ψ → yΩ) → yΩ] が定義だったから，次のようにして成り
立つ．

Γ, φ : χ 命題 2.24Γ : φ → χ

∆, ψ : χ 命題 2.24∆ : ψ → χ 命題 2.14Γ,∆ : (φ → χ) ∧ (ψ → χ) 命題 2.7
χ : χ

命題 2.21Γ,∆, (φ → χ ∧ ψ → χ) → χ : χ
命題 2.37 ⋆

Γ,∆,∀yΩ [(φ → yΩ ∧ ψ → yΩ) → yΩ] : χ

命題 2.49. Γ : φ
Γ : φ ∨ ψ

である．(同様にして Γ : φ
Γ : ψ ∨ φ

も成り立つ．)

証明. yΩ を新しい変数記号として，次のようにして成り立つ．

Γ : φ
命題 2.7

yΩ : yΩ

命題 2.21
Γ, φ → yΩ : yΩ

命題 2.15
Γ, (φ → yΩ) ∧ (ψ → yΩ) : yΩ

命題 2.24
Γ : (φ → yΩ ∧ ψ → yΩ) → yΩ

命題 2.34 ⋆
Γ : ∀yΩ [(φ → yΩ ∧ ψ → yΩ) → yΩ]

系 2.50. φ ⊢ φ ∨ ψ かつ ψ ⊢ φ ∨ ψ である．

系 2.51. φ ∨ ψ ⊢ ψ ∨ φである．
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命題 2.52. (φ ∨ ψ) ∨ χ ⊢ φ ∨ (ψ ∨ χ)である．(同様にしてφ ∨ (ψ ∨ χ) ⊢ (φ ∨ ψ) ∨ χ

も成り立つ．)

証明. 次のようにして成り立つ．

命題 2.50
φ : φ ∨ (ψ ∨ χ)

命題 2.50
ψ : ψ ∨ χ

命題 2.49
ψ : φ ∨ (ψ ∨ χ)

命題 2.48
φ ∨ ψ : φ ∨ (ψ ∨ χ)

命題 2.50
χ : ψ ∨ χ

命題 2.49
χ : φ ∨ (ψ ∨ χ)

命題 2.48(φ ∨ ψ) ∨ χ : φ ∨ (ψ ∨ χ)

命題 2.53. ⊢ ¬¬(xΩ ∨ ¬xΩ)である．

証明. 次のようにして成り立つ．
命題 2.50

xΩ : xΩ ∨ ¬xΩ

T
¬(xΩ ∨ ¬xΩ), xΩ : xΩ ∨ ¬xΩ

命題 2.7
¬(xΩ ∨ ¬xΩ) : ¬(xΩ ∨ ¬xΩ)

命題 2.21
¬(xΩ ∨ ¬xΩ), xΩ ∨ ¬xΩ : ⊥

C ⋆
¬(xΩ ∨ ¬xΩ), xΩ : ⊥

命題 2.42
¬(xΩ ∨ ¬xΩ) : ¬xΩ

上述
¬(xΩ ∨ ¬xΩ) : ¬xΩ

命題 2.49
¬(xΩ ∨ ¬xΩ) : xΩ ∨ ¬xΩ

命題 2.7
¬(xΩ ∨ ¬xΩ) : ¬(xΩ ∨ ¬xΩ)

命題 2.21
¬(xΩ ∨ ¬xΩ), xΩ ∨ ¬xΩ : ⊥

C ⋆
¬(xΩ ∨ ¬xΩ) : ⊥

命題 2.42
: ¬¬(xΩ ∨ ¬xΩ)

命題 2.54. ⊢ [φ ∨ (ψ ∧ χ)] ↔ [(φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ χ)]である．

証明. まず次のようにして φ ∨ (ψ ∧ χ) ⊢ (φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ χ)である．

命題 2.50
φ : φ ∨ ψ

命題 2.16
ψ ∧ χ : ψ

命題 2.49
ψ ∧ χ : φ ∨ ψ

命題 2.48
φ ∨ (ψ ∧ χ) : φ ∨ ψ

左と同様
φ ∨ (ψ ∧ χ) : φ ∨ χ

命題 2.14
φ ∨ (ψ ∧ χ) : (φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ χ)

逆に次のようにして (φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ χ) ⊢ φ ∨ (ψ ∧ χ)である．
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命題 2.50
φ : φ ∨ (ψ ∧ χ)

命題 2.50
φ : φ ∨ (ψ ∧ χ)

命題 2.13
ψ, χ : ψ ∧ χ

命題 2.49
ψ, χ : φ ∨ (ψ ∧ χ)

命題 2.48
φ ∨ ψ, χ : φ ∨ (ψ ∧ χ)

命題 2.15(φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ χ), χ : φ ∨ (ψ ∧ χ)
命題 2.48(φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ χ), φ ∨ χ : φ ∨ (ψ ∧ χ)

命題 2.16(φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ χ) : φ ∨ χ
上述(φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ χ), φ ∨ χ : φ ∨ (ψ ∧ χ)
C ⋆(φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ χ) : φ ∨ (ψ ∧ χ)

2.10 ∃について
命題 2.55. x ∈ Var(φ)のとき φ ⊢ ∃xφである．

証明. φに含まれない変数記号 yΩ を取れば ∃xφ ≡ ∀yΩ(∀x (φ → yΩ) → yΩ)という定義
だったから

系 2.22
φ,φ → yΩ : yΩ

命題 2.37 ⋆
φ,∀x (φ → yΩ) : yΩ

命題 2.24
φ : ∀x (φ → yΩ) → yΩ

命題 2.34 ⋆
φ : ∀yΩ(∀x (φ → yΩ) → yΩ)

となり成り立つ．

命題 2.56. x /∈ Var(Γ, ψ)のとき Γ, φ : ψ
Γ,∃xφ : ψ

である．

証明. 次のようにして成り立つ．
Γ, φ : ψ 命題 2.24Γ : φ → ψ 命題 2.34 ⋆Γ : ∀x (φ → ψ) 命題 2.7

ψ : ψ
命題 2.21Γ,∀x (φ → ψ) → ψ : ψ

命題 2.37 ⋆
Γ,∀yΩ (∀x (φ → yΩ) → yΩ) : ψ

(注: yΩ に ψ が代入できるように x /∈ Var(ψ)という条件が付いている)

命題 2.57. x /∈ Var(φ)のとき Γ, φ : ψ
Γ,∃xφ : ψ

である．

証明. Γ, φ, ψ に現れていない変数記号 y を取れば
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Γ, φ : ψ
S(x⇝ y)

Γ[x⇝ y], φ : ψ[x⇝ y]
命題 2.56 ⋆Γ[x⇝ y],∃xφ : ψ[x⇝ y]
S(y ⇝ x)

Γ,∃xφ : ψ

命題 2.58. x ∈ Var(φ)で Var(t) ⊂ Var(Γ,∃xφ)のとき Γ : φ[x⇝ t]
Γ : ∃xφ

である．

証明. 次のようにして成り立つ．

Γ : φ[x⇝ t]

命題 2.55 ⋆
φ : ∃xφ

S(x⇝ t)
φ[x⇝ t] : ∃xφ

C ⋆Γ : ∃xφ

命題 2.59. y /∈ Var(φ)のとき ⊢ ∃y φ[x⇝ y] ↔ ∃xφである．

証明. 次のようにして成り立つ．
命題 2.7

φ[x⇝ y] : φ[x⇝ y]
命題 2.58 ⋆

φ[x⇝ y] : ∃xφ
命題 2.56 ⋆∃y φ[x⇝ y] : ∃xφ

命題 2.7
φ : φ[x⇝ y][y ⇝ x]

命題 2.58 ⋆
φ : ∃y φ[x⇝ y]

命題 2.56 ⋆∃xφ : ∃y φ[x⇝ y]
Eq

: ∃y φ[x⇝ y] ↔ ∃xφ

命題 2.60. x ∈ Var(ψ) \ Var(φ)のとき ⊢ ∃x (φ ∧ ψ) ↔ φ ∧ ∃xψ である．

証明. 次のようにして成り立つ．

命題 2.16
φ ∧ ψ : φ 命題 2.56 ⋆∃x (φ ∧ ψ) : φ

命題 2.55 ⋆
ψ : ∃xψ 命題 2.15

φ ∧ ψ : ∃xψ 命題 2.56 ⋆∃x (φ ∧ ψ) : ∃xψ
命題 2.14∃x (φ ∧ ψ) : φ ∧ ∃xψ

命題 2.55 ⋆
φ ∧ ψ : ∃x (φ ∧ ψ)

命題 2.19
φ,ψ : ∃x (φ ∧ ψ)

命題 2.56 ⋆
φ,∃xψ : ∃x (φ ∧ ψ)

命題 2.15
φ ∧ ∃xψ : ∃x (φ ∧ ψ)
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2.11 ∃!について
命題 2.61. x ∈ Var(φ)のとき ∃!xφ ⊢ ∃xφである．

証明. ∃!xφ ≡ ∃x (φ ∧ ∀y (φ[x⇝ y] → x = y))が定義だったから，次のようにして成り
立つ．

命題 2.16
φ ∧ ∀y (φ[x⇝ y] → x = y) : φ 命題 2.55 ⋆

φ : ∃xφ
C ⋆

φ ∧ ∀y (φ[x⇝ y] → x = y) : ∃xφ
命題 2.56 ⋆∃x (φ ∧ ∀y (φ[x⇝ y] → x = y)) : ∃xφ

命題 2.62. x ∈ Var(φ)，x /∈ Var(t)のとき ∃!xφ, φ, φ[x⇝ t] ⊢ x = tである

証明. ψ ≡ ∀y (φ[x⇝ y] → x = y)とすれば定義より ∃!xΩ φ ≡ ∃x (φ ∧ ψ)である．この
とき項 sに対して次が成り立つ．

命題 2.7
ψ : ∀y (φ[x⇝ y] → x = y)

命題 2.36 ⋆
ψ : φ[x⇝ s] → x = s

命題 2.23
ψ,φ[x⇝ s] : x = s

よって次のようにして成り立つ．
上述

ψ,φ[x⇝ z] : x = z
上述

ψ,φ[x⇝ t] : x = t
命題 2.14

ψ,φ[x⇝ z], φ[x⇝ t] : x = z ∧ x = t
命題 2.3

ψ,φ[x⇝ z], φ[x⇝ t] : z = t
命題 2.15

φ ∧ ψ,φ[x⇝ z], φ[x⇝ t] : z = t
命題 2.56 ⋆∃x (φ ∧ ψ), φ[x⇝ z], φ[x⇝ t] : z = t
S(z ⇝ x)

∃x (φ ∧ ψ), φ, φ[x⇝ t] : x = t

命題 2.63. x ∈ Var(φ)のとき ∃!xΩ φ ⊢ φ[xΩ ⇝ φ[xΩ ⇝ ⊤]] である (即ち ⊢ ∃!xΩ φのと
きは ⊢ φ[xΩ ⇝ ψ]となる L-論理式 ψ を具体的に作ることができる)．

証明. 簡単のため φのことを φ(xΩ)と書く．このとき
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命題 2.11
xΩ : xΩ ↔ ⊤

基本公理
xΩ = yΩ, φ(xΩ) : φ(yΩ)

S(yΩ ⇝ ⊤)
xΩ ↔ ⊤, φ(xΩ) : φ(⊤)

C ⋆
φ(xΩ), xΩ : φ(⊤)

T
∃!xΩ φ(xΩ), φ(xΩ), xΩ : φ(⊤)

命題 2.62 ⋆
∃!xΩ φ(xΩ), φ(xΩ), φ(⊤) : xΩ = ⊤

命題 2.12
∃!xΩ φ(xΩ), φ(xΩ), φ(⊤) : xΩ 上述

∃!xΩ φ(xΩ), φ(xΩ), xΩ : φ(⊤)
Eq

∃!xΩ φ(xΩ), φ(xΩ) : xΩ ↔ φ(⊤)

上述
∃!xΩ φ(xΩ), φ(xΩ) : xΩ ↔ φ(⊤)

基本公理
xΩ = yΩ, φ(xΩ) : φ(yΩ)

S(yΩ ⇝ φ(⊤))
xΩ ↔ φ(⊤), φ(xΩ) : φ(φ(⊤))

C ⋆
∃!xΩ φ(xΩ), φ(xΩ) : φ(φ(⊤))

命題 2.56 ⋆
∃!xΩ φ(xΩ),∃xΩ φ(xΩ) : φ(φ(⊤))

となるが ∃!xΩ φ(xΩ) ⊢ ∃xΩ φ(xΩ) だから ∃!xΩ φ ⊢ φ(φ(⊤)) ≡ φ[xΩ ⇝ φ[xΩ ⇝ ⊤]] が分
かった．

命題 2.64. φを L-論理式として xPA ∈ Var(φ)，y /∈ Var(φ)とする．このとき

t ≡ {y | ∃xPA (y ∈ xPA ∧ φ)}

とすれば ∃!xPA φ ⊢ φ[xPA ⇝ t]である．(即ち型 PAの変数記号のときも ⊢ φ(t)となる項
tを具体的に作ることができる．)

証明. まず
命題 2.13

y ∈ xPA, φ : y ∈ xPA ∧ φ
命題 2.55 ⋆

y ∈ xPA ∧ φ : ∃xPA (y ∈ xPA ∧ φ)
C ⋆

y ∈ xPA, φ : ∃xPA (y ∈ xPA ∧ φ)
tの定義

y ∈ xPA, φ : y ∈ t 命題 2.24
φ : y ∈ xPA → y ∈ t

である．次に z を新しい変数記号とすれば
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命題 2.13
∃!xPA φ,φ : (∃!xPA φ) ∧ φ

基本公理
: y ∈ t ↔ ∃xPA (y ∈ xPA ∧ φ)

命題 2.23, 2.26
y ∈ t : ∃xPA (y ∈ xPA ∧ φ)

命題 2.59 ⋆
y ∈ t : ∃z (y ∈ z ∧ φ[xPA ⇝ z])

命題 2.14
∃!xPA φ,φ, y ∈ t : (∃!xPA φ) ∧ φ ∧ ∃z (y ∈ z ∧ φ[xPA ⇝ z])

命題 2.60 ⋆
∃!xPA φ,φ, y ∈ t : ∃z [(∃!xPA φ) ∧ φ ∧ φ[xPA ⇝ z] ∧ y ∈ z]

命題 2.62 ⋆
∃!xPA φ,φ, y ∈ t : ∃z [xPA = z ∧ y ∈ z]

等号公理
∃!xPA φ,φ, y ∈ t : ∃z [y ∈ xPA]
∃!xPA φ,φ, y ∈ t : y ∈ xPA

命題 2.24
∃!xPA φ,φ : y ∈ t → y ∈ xPA

だから ∃!xPA φ,φ ⊢ y ∈ xPA ↔ y ∈ tが分かる．よって

上述
∃!xPA φ,φ : y ∈ xPA ↔ y ∈ t

Ex ⋆
∃!xPA φ,φ : xPA = t

基本公理
xPA = w,φ : φ[xPA ⇝ w]

S(w ⇝ t)
xPA = t, φ : φ[xPA ⇝ t]

C ⋆
∃!xPA φ,φ : φ[xPA ⇝ t]

命題 2.56 ⋆
∃!xPA φ,∃xPA φ : φ[xPA ⇝ t]

となるが，∃!xPA φ ⊢ ∃xPA φだから ∃!xPA φ ⊢ φ[xPA ⇝ t]である．

3 local set theoryによる集合論
定義. Lを局所言語とする．L-集合とは，型 PAの閉項のことをいう．

以下では L-集合は大文字 X,Y,A,B などで表す．L-集合に対して以下の略記を用意
する．

• X ⊂ Y ≡ ∀x ∈ X (x ∈ Y )
• X ∩ Y ≡ {x | x ∈ X ∧ x ∈ Y }
• X ∪ Y ≡ {x | x ∈ X ∨ x ∈ Y }
• UA ≡ {xA | ⊤} (これも型を省略して単に U と書くことがある．)
• ∅A ≡ {xA | ⊥}
• −X ≡ {x | x /∈ X}
• PX ≡ {x | x ⊂ X}
•

∩
X ≡ {x | ∀y ∈ X (x ∈ y)}

•
∪
X ≡ {x | ∃y ∈ X (x ∈ y)}
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• {t} ≡ {x | x = τ} (但し x /∈ Var(t)とする)
• {t, s} ≡ {x | x = t ∨ x = s} (但し x /∈ Var(t, s)とする)
• {t | φ} ≡ {z | ∃x1 · · · ∃xn (z = t ∧ φ)} (但し Var(t) = {x1, · · · , xn}で，tは変数
記号ではないとする)

• X × Y ≡ {⟨x, y⟩ | x ∈ X ∧ y ∈ Y }
• X + Y ≡ {⟨{x}, ∅⟩ | x ∈ X} ∪ {⟨∅, {y}⟩ | y ∈ Y }
• Y X ≡ {z | z ⊂ X × Y ∧ ∀x ∈ X ∃!y ∈ Y (⟨x, y⟩ ∈ z)}

このように定義すると以下の L-論理式を証明することができる．

• X = Y ↔ ∀x (x ∈ X ↔ x ∈ Y )
• X ⊂ X

• (X ⊂ Y ∧ Y ⊂ X) → X = Y

• (X ⊂ Y ∧ Y ⊂ Z) → X ⊂ Z

• Z ⊂ X ∩ Y ↔ Z ⊂ X ∧ Z ⊂ Y

• X ∪ Y ⊂ Z ↔ X ⊂ Z ∧ Y ⊂ Z

• xA ∈ UA

• xA /∈ ∅A

• X ∈ PY ↔ X ⊂ Y

• X ⊂
∩
Y ↔ ∀u ∈ Y (X ⊂ u)

•
∪
Y ⊂ X ↔ ∀u ∈ Y (u ⊂ X)

• x ∈ {y} ↔ x = y

• φ → (t ∈ {t | φ})

こうして local set theory において通常と同様の集合論を展開することができる．但し，
L-集合とはただの閉項であるから，集合としては同じでも項としては異なる場合がありえ
る．そこで L-集合 X,Y に対して (メタ数学における)同値関係 S=を*2

X
S= Y ⇐⇒ ⊢S X = Y

と定義して，S=による同値類を S-集合という．以下では X の属する同値類を [X]S，も
しくは単に X と書く (つまり S-集合 X と書いたら，これは実際には同値類 [X]S のこと
である)．

*2 ここでは L-集合に対して S=を定義したが，一般の項に対しても同じ意味で S=を使うことにする．
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S-集合 f が ⊢S f ∈ Y X を満たすとき，f を X から Y への S-写像といい記号では
f : X → Y と書く．またこのとき ⟨x, y⟩ ∈ f を f(x) = y とも書く．
tを項として Var(t) ⊂ {x1, · · · , xn}とする．更に S-集合 X,Y に対して

⟨x1, · · · , xn⟩ ∈ X ⊢S t ∈ Y

が成り立つとする．このとき S-集合

{⟨⟨x1, · · · , xn⟩, t⟩ | ⟨x1, · · · , xn⟩ ∈ X}

を mapt で表す．変数記号を明示するときはmapx1,··· ,xn

t などと書く．

命題 3.1. 変数記号 y の型が A1 × · · · × An で Var(φ,ψ) = {y}のとき

φ ⊢ ψ ⇐⇒ φ[y ⇝ ⟨x1, · · · , xn⟩] ⊢ ψ[y ⇝ ⟨x1, · · · , xn⟩].

証明. (=⇒) 基本公理 (Equality 1)により明らか．
(⇐=) n = 0の場合は基本公理 (Unity)により明らか．n = 1の場合は ⟨x1⟩ ≡ x1 だっ
たから，次により成り立つ．

φ[y ⇝ x1] : ψ[y ⇝ x1]
S(x1 ⇝ y)

φ : ψ

n ≥ 2の場合．Substitutionを繰り返し使うことで次のようになる．

φ[y ⇝ ⟨x1, · · · , xn⟩] : ψ[y ⇝ ⟨x1, · · · , xn⟩]
S(x1 ⇝ q1(y))

φ[y ⇝ ⟨q1(y), · · · , xn⟩] : ψ[y ⇝ ⟨q1(y), · · · , xn⟩]
S(x2 ⇝ q2(y))

...
S(xn ⇝ qn(y))

φ[y ⇝ ⟨q1(y), · · · , qn(y)⟩] : ψ[y ⇝ ⟨q1(y), · · · , qn(y)⟩]

よって基本公理 : y = ⟨q1(y), · · · , qn(y)⟩と命題 2.6により φ ⊢ ψ となる．

命題 3.2. mapt は S-写像mapt : X → Y を定める．

証明. ⊢S mapt ∈ Y X を示せばよい．φとして

u ⊂ X × Y ∧ ∀x ∈ X ∃!y ∈ Y (⟨x, y⟩ ∈ u)

を考えれば Y X ≡ {u | φ}が定義だったから ⊢S φ[u⇝ mapt]を示せばよい．
まずmapt の定義から明らかに ⊢S mapt ⊂ X × Y である．
次に x⃗ ≡ ⟨x1, · · · , xn⟩と書くと，mapt の定義から
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mapt の条件x⃗ ∈ X : t ∈ Y
定義

x⃗ ∈ X : ⟨x⃗, t⟩ ∈ mapt 命題 2.14
x⃗ ∈ X : t ∈ Y ∧ ⟨x⃗, t⟩ ∈ mapt

⟨x⃗, z⟩ ∈ mapt : ⟨x⃗, z⟩ = ⟨x⃗, t⟩ 命題 2.5と同様⟨x⃗, z⟩ = ⟨x⃗, t⟩ : z = t
C ⋆⟨x⃗, z⟩ ∈ mapt : z = t

T
z ∈ Y, ⟨x⃗, z⟩ ∈ mapt : z = t

命題 2.24
z ∈ Y : ⟨x⃗, z⟩ ∈ mapt → t = z

命題 2.24: z ∈ Y → (⟨x⃗, z⟩ ∈ mapt → t = z)
命題 2.34 ⋆: ∀z ∈ Y (⟨x⃗, z⟩ ∈ mapt → t = z)

だから

x⃗ ∈ X : t ∈ Y ∧ ⟨x⃗, t⟩ ∈ mapt : ∀z ∈ Y (⟨x⃗, z⟩ ∈ mapt → t = z)
命題 2.14

x⃗ ∈ X : t ∈ Y ∧ ⟨x⃗, t⟩ ∈ mapt ∧ ∀z ∈ Y (⟨x⃗, z⟩ ∈ mapt → t = z)
命題 2.58 ⋆

x⃗ ∈ X : ∃y ∈ Y [⟨x⃗, y⟩ ∈ mapt ∧ ∀z ∈ Y (⟨x⃗, z⟩ ∈ mapt → y = z)]
命題 3.1 ⋆

x ∈ X : ∃y ∈ Y [⟨x, y⟩ ∈ mapt ∧ ∀z ∈ Y (⟨x, z⟩ ∈ mapt → y = z)]
命題 2.24: x ∈ X → ∃!y ∈ Y (⟨x, y⟩ ∈ mapt) 命題 2.34 ⋆: ∀x ∈ X ∃!y ∈ Y (⟨x, y⟩ ∈ mapt)

より ⊢S φ[u⇝ mapt]が分かる．

3.1 自然数について
local set theoryで自然数を扱うには natural number systemというものを使用する．

定義. L を局所言語，S を L における local set theory とする．このとき S における
natural number systemとは，3つ組 ⟨N, s, o⟩であって以下の条件を満たすものをいう．

(1) Nは Lの型である．
(2) s : N → Nは Lの関数記号である．
(3) oは Lにおける型 Nの閉項である．
(4) ⊢S s(o) ̸= oである．
(5) s(x) = s(y) ⊢S x = y である．
(6) o ∈ x, ∀y (y ∈ x → s(y) ∈ x) ⊢S ∀y (y ∈ x)である．

以下では ⟨N, s, o⟩を S における natural number systemとして，型 Nの変数記号とし
て n,mなどを使う．
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命題 3.3. Var(φ(n)) = {n}として，更に ⊢S φ(o)かつ φ(n) ⊢S φ(s(n))とする．この
とき ⊢S ∀nφ(n)である．

証明. X ≡ {n | φ(n)}に natural number systemの条件を使うことで，次のようにして
成り立つ．

仮定: φ(o)

定義
o ∈ x,∀n (n ∈ x → s(n) ∈ x) : ∀n (n ∈ x)

S(x⇝ X)
o ∈ X, ∀n (n ∈ X → s(n) ∈ X) : ∀n (n ∈ X)

X の定義
φ(o),∀n [φ(n) → φ(s(n))] : ∀nφ(n)

C ⋆∀n [φ(n) → φ(s(n))] : ∀nφ(n)

仮定
φ(n) : φ(s(n))

命題 2.24: φ(n) → φ(s(n))
命題 2.34 ⋆: ∀n [φ(n) → φ(s(n))] 上述∀n [φ(n) → φ(s(n))] : ∀nφ(n)

C ⋆: ∀nφ(n)

命題 3.4. ⊢S s(n) ̸= nである．

証明. 命題 3.3により ⊢S s(o) ̸= oと s(n) ̸= n ⊢S s(s(n)) ̸= s(n)を示せばよい．前者
は natural number systemの定義である．後者は φ(n) ≡ s(n) = nとすれば

定義
s(x) = s(y) : x = y

S(x⇝ s(n), y ⇝ n)
s(s(n)) = s(n) : s(n) = n

命題 2.24: φ(s(n)) → φ(n)

上述: φ(s(n)) → φ(n) 命題 2.47
φ(s(n)) → φ(n) : ¬φ(n) → ¬φ(s(n))

C ⋆: ¬φ(n) → ¬φ(s(n))
命題 2.23

s(n) ̸= n : s(s(n)) ̸= s(n)

となる．

定理 3.5. X を S-集合，tを閉項として，tの型が AでX の型が PAであるとする．この
とき S-写像 g : X → X に対して，ある S-写像 f : UN → X が一意に存在して

⊢S f(o) = t ∧ ∀n [f(s(n)) = g(f(n))]

となる．
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証明. S-集合 Y を

Y ≡ {u ∈ P(UN×X) | ⟨o, t⟩ ∈ u ∧ ∀n∀x (⟨n, x⟩ ∈ u → ⟨s(n), g(x)⟩ ∈ u)}

と定義して，f ≡
∪
U と定める．この f が条件を満たす．

定理 3.6. X を S-集合，tを閉項で ⊢S t ∈ X とする．このとき S-写像 g : X ×UN → X

に対して，ある S-写像 f : UN → X が一意に存在して

⊢S f(o) = t ∧ ∀n [f(s(n)) = g(f(n), n)]

となる．

証明. Y ≡ X ×UN，h := mapx,n
⟨g(⟨x,n⟩),n⟩ : Y → Y としてこの hに定理 3.5を使えば，S-

写像 k : UN → Y で

⊢S k(o) = ⟨t, o⟩ ∧ ∀n [k(s(n)) = h(k(n))]

となるものが得られる．f := p1 ◦ k : UN → X とすれば

⊢S f(o) = t ∧ ∀n [f(s(n)) = g(f(n), n)]

である．

X ≡ PUN，t ≡ ∅N として g := mapu,x
u∪{x} : PUN ×UN → PUN に定理 3.6を使うと，S-

写像 f : UN → PUN で

⊢S f(o) = ∅N ∧ ∀n [f(s(n)) = f(n) ∪ {n}]

となるものが得られる．これを使ってm < n ≡ m ∈ f(n)と定義する．

命題 3.7. 次が成り立つ．

(1) ⊢S n ̸< o

(2) ⊢S n < s(m) ↔ (n = m ∨ n < m)
(3) n < m ⊢S s(n) = m ∨ s(n) < m

(4) n < m,m < k ⊢S n < k

(5) ⊢S n ̸< n

(6) ⊢S n < m ∨ n = m ∨ m < n
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証明. (1) (2) 定義から明らか．
(3) φ(m) ≡ n < m → (s(n) = m ∨ s(n) < m)とする．まず次により ⊢S ∀nφ(o)で
ある．

(1)
: n ̸< o 命題 2.23

n < o : ⊥ 命題 2.39⊥ : (s(n) = o ∨ s(n) < o)
C ⋆

n < o : (s(n) = o ∨ s(n) < o)
命題 2.24: n < o → (s(n) = o ∨ s(n) < o)

命題 2.34 ⋆: ∀n [n < o → (s(n) = o ∨ s(n) < o)]

次に，次のようにして ∀nφ(m) ⊢S ∀nφ(s(m))である．

命題 2.6
n = m : s(n) = s(m)

命題 2.22
φ(m), n < m : s(n) = m ∨ s(n) < m

(2)
φ(m), n < m : s(n) < s(m)

命題 2.48
φ(m), n = m ∨ n < m : s(n) = s(m) ∨ s(n) < s(m)

(2)
φ(m), n < s(m) : s(n) = s(m) ∨ s(n) < s(m)

命題 2.24
φ(m) : φ(s(m))

命題 2.37 ⋆∀nφ(m) : φ(s(m))
命題 2.34 ⋆∀nφ(m) : ∀nφ(s(m))

よって命題 3.3により ⊢S ∀m ∀nφ(m)である．従って
上述: ∀n∀m [n < m → (s(n) = m ∨ s(n) < m)]
命題 2.36 ⋆: n < m → (s(n) = m ∨ s(n) < m)

命題 2.23, 2.19
n < m : s(n) = m ∨ s(n) < m

となる．
(4) φ(k) ≡ (n < m ∧ m < k) → n < k とする．まず次のようにして ⊢S ∀n∀mφ(o)
である．

(1)
: m ̸< o

命題 2.23
m < o : ⊥ 命題 2.39⊥ : n < o

C ⋆
m < o : n < o

命題 2.15
n < m ∧ m < o : n < o

命題 2.24: (n < m ∧ m < o) → n < o
命題 2.34 ⋆: ∀n∀m [(n < m ∧ m < o) → n < o]

次に，次のようにして ∀n∀mφ(k) ⊢S ∀n∀mφ(s(k))である．
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命題 2.22
φ(k), n < m,m < k : n = k

φ(k), n < m,m < k : n = k ∨ n < k

基本公理
n < m,m = k : n < k 命題 2.49
n < m,m = k : n = k ∨ n < k

命題 2.48
φ(k), n < m,m = k ∨ m < k : n = k ∨ n < k

(2), 命題 2.18
φ(k), n < m ∧ m < s(k) : n < s(k)

命題 2.24
φ(k) : φ(s(k))

命題 2.37 ⋆∀n∀mφ(k) : φ(s(k))
命題 2.34 ⋆∀n∀mφ(k) : ∀n∀mφ(s(k))

よって命題 3.3により ⊢S ∀k ∀n ∀mφ(k)である．従って
上述: ∀k ∀n∀m [(n < m ∧ m < k) → n < k]
命題 2.36 ⋆: (n < m ∧ m < k) → n < k

命題 2.23, 2.19
n < m,m < k : n < k

となる．
(5) 命題 3.3により ⊢S o ̸< oと n ̸< n ⊢S s(n) ̸< s(n)を示せばよい．前者は (1)より
明らか．後者は次のようにして成り立つ．

(2)
: n < s(n)

(4)
n < s(n), s(n) < n : n < n

C ⋆
s(n) < n : n < n

命題 2.43
s(n) ∈ f(n), n ̸< n : ⊥

命題 3.4: s(n) ̸= n
命題 2.23

s(n) = n : ⊥
命題 2.48

s(n) ∈ f(n) ∨ s(n) = n, n ̸< n : ⊥
s(n) ∈ f(n) ∨ s(n) ∈ {n}, n ̸< n : ⊥

s(n) ∈ f(n) ∪ {n}, n ̸< n : ⊥
命題 2.42

n ̸< n : s(n) /∈ f(n) ∪ {n}
n ̸< n : s(n) /∈ f(s(n))

(6) φ(n) ≡ n < m ∨ n = m ∨ m < n とする．まず次のようにして ⊢S ∀mφ(o) で
ある．

: o < s(m)
(2)

: o < m ∨ o = m
命題 2.49: o < m ∨ o = m ∨ m < o

命題 2.34 ⋆: ∀m (o < m ∨ o = m ∨ m < o)

次に，次のようにして ∀mφ(n) ⊢S ∀mφ(s(n))である．
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n < m : s(n) < m ∨ s(n) = m
命題 2.7

m = n ∨ m < n : m = n ∨ m < n
命題 2.48, 2.49

φ(n) : s(n) < m ∨ s(n) = m ∨ (m = n ∨ m < n)
(2)

φ(n) : s(n) < m ∨ s(n) = m ∨ m < s(n)
命題 2.37 ⋆∀mφ(n) : φ(s(n))

命題 2.34 ⋆∀mφ(n) : ∀mφ(s(n))

よって命題 3.3 により ⊢S ∀mφ(n) である．従って ⊢S n < m ∨ n = m ∨ m < n であ
る．

次に S-写像 +: UN × UN → UN を定義する．そのために X ≡ (UN)UN，t ≡ idUN とし
て s ≡ mapn

s(n) とする．S-写像 g : X × UN → X を g(k, n) := s ◦ k で定めて定理 3.6を
使うと，S-写像 f : UN → X で

⊢S f(o) = idUN ∧ ∀n [f(s(n)) = s ◦ (f(n))]

となるものが得られる．C(S)における随伴射として得られる S-写像を+: UN×UN → UN

と定める．即ち +(m,n) = f(m)(n) である．以下 +(m,n) を m + n と書く．f の定義
から

⊢S o+ n = n, ⊢S s(m) + n = s(m+ n)

である．同様にして · : UN × UN → UN も定義できる．また +や ·の常識的な性質を証明
することができる．こうして natural number systemを使って自然数論を展開すること
ができる．故に Z ≡ (UN × UN)/∼という形で有理整数環を定義することができる．有理
数体，実数体なども定義することができる．

3.2 選択公理と排中律について
定義. S を局所言語 Lの local set theoryとする．

(1) S が well-termed
⇐⇒ ⊢S ∃!xφならば，ある tが存在して Var(t) = Var(φ) \ {x}かつ ⊢S φ[x⇝ t]
となる．

(2) S が well-typed
⇐⇒任意の S-集合 X に対して，ある型 Aが存在して C(S)での同型 X ∼= UA が
成り立つ．

(3) S-集合 X が singleton ⇐⇒ ⊢S ∀x ∈ X ∀y ∈ X (x = y)となる．
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(4) S が singleton-witnessed
⇐⇒ φが L-論理式で Var(φ) ⊂ {x}を満たすならば，ある singleton X が存在し
て ⊢S ∀x ∈ X φ かつ ⊢S ∃x ∈ X ↔ ∃xφとなる．

(5) S が古典的⇐⇒ ⊢S x
Ω ∨ ¬xΩ である．

(6) S が完全⇐⇒任意の L-閉論理式 φに対して ⊢S φまたは ⊢S ¬φである．
(7) S が選択公理を満たす

⇐⇒ X,Y が S-集合，φ(x, y) が L-論理式で Var(φ(x, y)) ⊂ {x, y} とする．こ
のとき ⊢S ∀x ∈ X ∃y ∈ Y φ(x, y) ならば，ある S-写像 f : X → Y が存在して
⊢S ∀x ∈ X φ(x, f(x))となる．

(8) S が IAC (Implicit Axiom of Choice)を満たす
⇐⇒ X,Y が S-集合，φ(x, y)が L-論理式で Var(φ(x, y)) ⊂ {x, y}とする．この
とき ⊢S ∀x ∈ X ∃y ∈ Y φ(x, y)ならば，⊢S ∃f ∈ Y X ∀x ∈ X φ(x, f(x))となる．

(9) S が Hilbertian
⇐⇒変数記号 xが ̸⊢S ¬∃x (x = x)を満たすとする．このとき L-論理式 φに対し
て，ある項 tが存在して Var(t) ⊂ Var(φ) \ {x}かつ ∃xφ ⊢S φ[x⇝ t]である．

(10) S-集合 X の補集合とは，S-集合 Y であって X ∪ Y
S= U，X ∩ Y

S= ∅を満たすも
のをいう．

定理 3.8. local set theory S に対して以下の条件は同値である．

(1) S が古典的である．
(2) 任意の S-集合 X の補集合が存在する．
(3) UΩ S= {⊤,⊥}である．
(4) ¬¬xΩ ⊢S x

Ω である．
(5) ¬yΩ → ¬xΩ ⊢S x

Ω → yΩ である．

証明. (1 =⇒ 2) S-集合 X に対して Y ≡ {x | x /∈ X}と定める．命題 2.44より

X ∩ Y ≡ {x | x ∈ X ∧ x ∈ Y } S= {x | x ∈ X ∧ x /∈ X} S= {x | ⊥} ≡ ∅

である．また

命題 2.50
x ∈ X : x ∈ X ∨ x /∈ X

基本公理
: x ∈ Y ↔ x /∈ X

命題 2.23, 2.26
x ∈ Y : x /∈ X

命題 2.49
x ∈ Y : x ∈ X ∨ x /∈ X

命題 2.48
x ∈ X ∨ x ∈ Y : x ∈ X ∨ x /∈ X
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命題 2.50
x ∈ X : x ∈ X ∨ x ∈ Y

基本公理
: x ∈ Y ↔ x /∈ X

命題 2.23, 2.26
x /∈ X : x ∈ Y

命題 2.49
x /∈ X : x ∈ X ∨ x ∈ Y

命題 2.48
x ∈ X ∨ x /∈ X : x ∈ X ∨ x ∈ Y

だから X ∪ Y
S= {x | x ∈ X ∨ x /∈ X}である．よって

仮定 (1)
: yΩ ∨ ¬yΩ

命題 2.11
: (yΩ ∨ ¬yΩ) ↔ ⊤

S(yΩ ⇝ x ∈ X)
: (x ∈ X ∨ x /∈ X) ↔ ⊤

命題 2.30 ⋆: X ∪ Y = U

となり Y は X の補集合である．
(2 =⇒ 3) {⊤}の補集合を Y とする．{⊤} ∩ Y

S= ∅だから (xΩ ↔ ⊤) ∧ x ∈ Y ⊢S ⊥
である．よって

命題 2.11
xΩ : xΩ ↔ ⊤ xΩ ↔ ⊤, xΩ ∈ Y : ⊥

C ⋆
xΩ, xΩ ∈ Y : ⊥

命題 2.39
⊥ : xΩ

Eq
xΩ ∈ Y : ⊥ ↔ xΩ

により xΩ ∈ Y ⊢S xΩ ↔ ⊥である．逆に xΩ ↔ ⊥ ⊢S xΩ ∈ Y だから ⊢S Y = {⊥}とな
る．従って UΩ S= {⊤} ∪ Y

S= {⊤,⊥}である．
(3 =⇒ 4) 仮定 (3)より ⊢S ⊤ ↔ (xΩ = ⊤ ∨ xΩ = ⊥)である．よって

命題 2.40, 2.41
xΩ = ⊤ : ¬¬xΩ → xΩ 命題 2.40, 2.41

xΩ = ⊥ : ¬¬xΩ → xΩ

命題 2.48
(xΩ = ⊤) ∨ (xΩ = ⊥) : ¬¬xΩ → xΩ

: (xΩ = ⊤) ∨ (xΩ = ⊥)
上述

(xΩ = ⊤) ∨ (xΩ = ⊥) : ¬¬xΩ → xΩ

C ⋆
: ¬¬xΩ → xΩ

命題 2.23
¬¬xΩ : xΩ

である．
(4 =⇒ 1) 命題 2.53と仮定 (4)から明らか．
(4 =⇒ 5) 次のようにして成り立つ．

命題 2.47
¬yΩ → ¬xΩ : ¬¬xΩ → ¬¬yΩ

命題 2.23
¬yΩ → ¬xΩ,¬¬xΩ : ¬¬yΩ 仮定 (4)

¬¬yΩ : yΩ

C ⋆
¬yΩ → ¬xΩ,¬¬xΩ : yΩ
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命題 2.45
xΩ : ¬¬xΩ 上述

¬yΩ → ¬xΩ,¬¬xΩ : yΩ

C ⋆
¬yΩ → ¬xΩ, xΩ : yΩ

命題 2.24
¬yΩ → ¬xΩ : xΩ → yΩ

(5 =⇒ 4) 次のようにして成り立つ．
命題 2.45

¬xΩ : ¬¬¬xΩ

: ¬xΩ → ¬¬¬xΩ 仮定 (5)
¬xΩ → ¬¬¬xΩ : ¬¬xΩ → xΩ

C ⋆
: ¬¬xΩ → xΩ

命題 2.23
¬¬xΩ : xΩ

定理 3.9. S が選択公理を満たすならば古典的である．

証明. ⊢S a ̸= bとなる閉項 a, bを 2つ取り Y := {a, b}とする．(例えば a := ∅I，b := UI

とすればよい．命題 2.30, 2.31より ⊢ a = b ↔ (⊥ ↔ ⊤)だから

: a = b ↔ (⊥ ↔ ⊤)
命題 2.23, 2.26

a = b : ⊥ ↔ ⊤ 命題 2.12⊥ ↔ ⊤ : ⊥
C ⋆

a = b : ⊥
命題 2.24: a ̸= b

となる．) このとき φ(xΩ
1, x

Ω
2, y) ≡ (y = a → xΩ

1) ∧ (y = b → xΩ
2)と書けば

xΩ
1 ∨ xΩ

2 ⊢S ∃y ∈ Y φ(xΩ
1, x

Ω
2, y) (3.10)

である．
. . . ) まず次のようになる．

: a ∈ Y

命題 2.25
xΩ

1 : a = a → xΩ
1

: a ̸= b
命題 2.23

a = b : ⊥
命題 2.39

⊥ : xΩ
2 C ⋆

a = b : xΩ
2 命題 2.24

: a = b → xΩ
2 命題 2.14

xΩ
1 : (a = a → xΩ

1) ∧ (a = b → xΩ
2)
命題 2.14

xΩ
1 : a ∈ Y ∧ [(a = a → xΩ

1) ∧ (a = b → xΩ
2)]

命題 2.58 ⋆
xΩ

1 : ∃y ∈ Y [(y = a → xΩ
1) ∧ (y = b → xΩ

2)]
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: b ∈ Y

上と同様
: b = a → xΩ

1
命題 2.25

xΩ
2 : b = b → xΩ

2 命題 2.14
xΩ

2 : (b = a → xΩ
1) ∧ (b = b → xΩ

2)
命題 2.14

xΩ
2 : b ∈ Y ∧ [(b = a → xΩ

1) ∧ (b = b → xΩ
2)]

命題 2.58 ⋆
xΩ

2 : ∃y ∈ Y [(y = a → xΩ
1) ∧ (y = b → xΩ

2)]

よって命題 2.48を使えばよい．

そこで X ≡ {⟨xΩ
1, x

Ω
2⟩ | xΩ

1 ∨ xΩ
2}とすれば

X の定義
⟨xΩ

1, x
Ω
2⟩ ∈ X : xΩ

1 ∨ xΩ
2 等号公理

x = ⟨xΩ
1, x

Ω
2⟩, x ∈ X : xΩ

1 ∨ xΩ
2

(3.10)
xΩ

1 ∨ xΩ
2 : ∃y ∈ Y φ(xΩ

1, x
Ω
2, y)

C ⋆
x = ⟨xΩ

1, x
Ω
2⟩, x ∈ X : ∃y ∈ Y φ(xΩ

1, x
Ω
2, y)

命題 2.24
x = ⟨xΩ

1, x
Ω
2⟩ : x ∈ X → ∃y ∈ Y φ(xΩ

1, x
Ω
2, y)

S(xΩ
1 ⇝ q1(x))

x = ⟨q1(x), xΩ
2⟩ : x ∈ X → ∃y ∈ Y φ(q1(x), xΩ

2, y)
S(xΩ

2 ⇝ q2(x))
x = ⟨q1(x), q2(x)⟩ : x ∈ X → ∃y ∈ Y φ(q1(x), q2(x), y)

基本公理: x ∈ X → ∃y ∈ Y φ(q1(x), q2(x), y)
命題 2.34 ⋆: ∀x ∈ X ∃y ∈ Y φ(q1(x), q2(x), y)

となる．S の選択公理より，S-写像 f : X → Y で ⊢S ∀x ∈ X φ(q1(x), q2(x), f(x))とな
るものが存在する．つまり φの定義より

⊢S ∀x ∈ X [(f(x) = a → q1(x)) ∧ (f(x) = b → q2(x))]

となる．このとき命題 2.36を使えば

xΩ
1 ∨ xΩ

2 ⊢S f(xΩ
1, x

Ω
2) = a → xΩ

1

xΩ
1 ∨ xΩ

2 ⊢S f(xΩ
1, x

Ω
2) = b → xΩ

2

が分かる．また Y の定義より xΩ
1 ∨ xΩ

2 ⊢S f(xΩ
1, x

Ω
2) = a ∨ f(xΩ

1, x
Ω
2) = b である．故に

命題 2.10
: ⊤

命題 2.49
: xΩ

1 ∨ ⊤
xΩ

1 ∨ xΩ
2 : f(xΩ

1, x
Ω
2) = a → xΩ

1 S(xΩ
2 ⇝ ⊤)

xΩ
1 ∨ ⊤ : f(xΩ

1,⊤) = a → xΩ
1 C ⋆

: f(xΩ
1,⊤) = a → xΩ

1 命題 2.23
f(xΩ

1,⊤) = a : xΩ
1 命題 2.49

f(xΩ
1,⊤) = a : xΩ

1 ∨ f(xΩ
1,⊤) = b

と命題 2.50 により ⊢S xΩ
1 ∨ f(xΩ

1,⊤) = b が分かる．同様にして ⊢S xΩ
2 ∨ f(⊤, xΩ

2) = a

が分かる．従って
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: xΩ
1 ∨ f(xΩ

1,⊤) = b
S(xΩ

1 ⇝ xΩ)
: xΩ ∨ f(xΩ,⊤) = b

: xΩ
2 ∨ f(⊤, xΩ

2) = a
S(xΩ

2 ⇝ xΩ)
: xΩ ∨ f(⊤, xΩ) = a

命題 2.14
: [xΩ ∨ f(xΩ,⊤) = b] ∧ [xΩ ∨ f(⊤, xΩ) = a]

命題 2.54
: xΩ ∨ [f(xΩ,⊤) = b ∧ f(⊤, xΩ) = a]

となる．そこで ψ(xΩ) ≡ f(xΩ,⊤) = b ∧ f(⊤, xΩ) = aと書けば

上述
: xΩ ∨ ψ(xΩ)

命題 2.50
xΩ : xΩ ∨ ¬xΩ

命題 2.11
xΩ : xΩ = ⊤

基本公理
xΩ = zΩ, ψ(xΩ) : ψ(zΩ)

S(zΩ ⇝ ⊤)
xΩ = ⊤, ψ(xΩ) : ψ(⊤)

命題 2.3
xΩ = ⊤, ψ(xΩ) : a = b

: a ̸= b 命題 2.23
a = b : ⊥

C ⋆
xΩ = ⊤, ψ(xΩ) : ⊥

C ⋆
xΩ, ψ(xΩ) : ⊥

命題 2.42
ψ(xΩ) : ¬xΩ

命題 2.49
ψ(xΩ) : xΩ ∨ ¬xΩ

命題 2.48
xΩ ∨ ψ(xΩ) : xΩ ∨ ¬xΩ

C ⋆
: xΩ ∨ ¬xΩ

により S は古典的である．

※ L-閉論理式 φに対する ⊢ φ ∨ ¬φはもう少し簡単に証明できる．
まず V ≡ {y ∈ Y | y = a ∨ φ}，W ≡ {y ∈ Y | y = b ∨ φ}，X ≡ {V,W}と定義

する．φが閉だから V,W,X は S-集合である．このとき

: a ∈ Y ∧ a ∈ V
命題 2.58 ⋆: ∃y ∈ Y (y ∈ V )
等号公理

x = V : ∃y ∈ Y (y ∈ x)

: b ∈ Y ∧ b ∈ W
命題 2.58 ⋆: ∃y ∈ Y (y ∈ W )
等号公理

x = W : ∃y ∈ Y (y ∈ x)
命題 2.48

x = V ∨ x = W : ∃y ∈ Y (y ∈ x)
X の定義

x ∈ X : ∃y ∈ Y (y ∈ x)
命題 2.24: x ∈ X → ∃y ∈ Y (y ∈ x)
命題 2.34 ⋆: ∀x ∈ X ∃y ∈ Y (y ∈ x)

だから S の選択公理により，S-写像 f : X → Y を使って ⊢S ∀x ∈ X (f(x) ∈ x)と
できる．このとき
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: ∀x ∈ X (f(x) ∈ x)
命題 2.36 ⋆: f(V ) ∈ V

V の定義: f(V ) = a ∨ φ

: ∀x ∈ X (f(x) ∈ x)
命題 2.36 ⋆: f(W ) ∈ W

W の定義: f(W ) = b ∨ φ
命題 2.14: [f(V ) = a ∨ φ] ∧ [f(W ) = b ∨ φ]

命題 2.54: φ ∨ [f(V ) = a ∧ f(W ) = b]
: φ ∨ [f(V ) ̸= f(W )]

命題 2.50
φ : φ ∨ ¬φ

命題 2.50
φ : y = b ∨ φ

T
φ, y = a ∨ φ : y = b ∨ φ

命題 2.50
φ : y = a ∨ φ

T
φ, y = b ∨ φ : y = a ∨ φ

Eq
φ : (y = a ∨ φ) ↔ (y = b ∨ φ)

命題 2.30
φ : V = W

φ : f(V ) = f(W )
命題 2.47

f(V ) ̸= f(W ) : ¬φ
命題 2.49

f(V ) ̸= f(W ) : φ ∨ ¬φ
命題 2.48

φ ∨ [f(V ) ̸= f(W )] : φ ∨ ¬φ

により ⊢S φ ∨ ¬φとなる．

定理 3.11. S が選択公理を満たす⇐⇒ S が singleton-witnessedかつ IACを満たす．

証明. (選択公理 =⇒ singleton-witnessed) S が選択公理を満たすとして，φが Var(φ) ⊂
{x}を満たすとする．X ≡ {x | φ}，Y ≡ {yI | ∃xφ}と定義すれば

命題 2.29
yI ∈ Y : ∃xφ

命題 2.29
φ : x ∈ X

命題 2.7
φ : φ 命題 2.14

φ : x ∈ X ∧ φ 命題 2.55 ⋆
φ : ∃x ∈ X φ 命題 2.56 ⋆

∃xφ : ∃x ∈ X φ
C ⋆

yI ∈ Y : ∃x ∈ X φ 命題 2.24
: yI ∈ Y → ∃x ∈ X φ 命題 2.34 ⋆
: ∀yI ∈ Y ∃x ∈ X φ

となる．よって選択公理により，ある S-写像 f : Y → X が存在して

⊢S ∀yI ∈ Y φ[x⇝ f(yI)]

である．このとき Z ≡ {x | f(∗) = x}は明らかに singletonであり

⊢S ∀x ∈ Z φ, ⊢S ∃x ∈ Z ↔ ∃xφ

となる．よって S は singleton-witnessedである．
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(選択公理 =⇒ IAC) 命題 2.58から明らか．
(singleton-witnessedかつ IAC =⇒選択公理) φ(x, y)が Var(φ(x, y)) ⊂ {x, y}と

⊢S ∀x ∈ X ∃y ∈ Y φ(x, y)

を満たすとする．X,Y の型を PA, PBとしたとき型 P(A × B)の変数記号 f を取り

ψ ≡ f ∈ Y X ∧ ∀x ∈ X φ(x, f(x))

とすると，これは Var(ψ) ⊂ {f} を満たす．よって singleton-witnessed により，ある
singleton Z が存在して

⊢S ∀f ∈ Z [f ∈ Y X ∧ ∀x ∈ X φ(x, f(x))]
⊢S ∃f ∈ Z ↔ [∃f ∈ Y X ∀x ∈ X φ(x, f(x))]

となる．IACにより ⊢S ∃f ∈ Y X ∀x ∈ X φ(x, f(x))であるから ⊢S ∃!f (f ∈ Z)である．
よって命題 2.64により項 tが存在して ⊢S t ∈ Z である．このとき tは S-写像 t : X → Y

であり ⊢S ∀x ∈ X φ(x, t(x))となる．

定理 3.12. S が Hilbertianならば選択公理を満たす．

証明. φ(x, y) が Var(φ(x, y)) ⊂ {x, y} と ⊢S ∀x ∈ X ∃y ∈ Y φ(x, y) を満たすとする．
このとき ψ ≡ y ∈ Y ∧ φ(x, y)に Hilbertianを使えば，項 tが存在して Var(t) ⊂ {x}か
つ ∃y ∈ Y φ(x, y) ⊢S t ∈ Y ∧ φ(x, t)である．よって

: ∀x ∈ X ∃y ∈ Y φ(x, y)
命題 2.33 ⋆: x ∈ X → ∃y ∈ Y φ(x, y)
命題 2.23

x ∈ X : ∃y ∈ Y φ(x, y)
∃y ∈ Y φ(x, y) : t ∈ Y ∧ φ(x, t)

系 2.16∃y ∈ Y φ(x, y) : t ∈ Y
C ⋆

x ∈ X : t ∈ Y

となるからmapt : X → Y は S-写像である．従って

: ∀x ∈ X ∃y ∈ Y φ(x, y)
命題 2.33 ⋆: x ∈ X → ∃y ∈ Y φ(x, y)
命題 2.23

x ∈ X : ∃y ∈ Y φ(x, y)
∃y ∈ Y φ(x, y) : t ∈ Y ∧ φ(x, t)

系 2.16∃y ∈ Y φ(x, y) : φ(x, t)
C ⋆

x ∈ X : φ(x, t)
命題 2.24: x ∈ X → φ(x, t)
命題 2.34 ⋆: ∀x ∈ X φ(x, t)

となるから選択公理が成り立つ．
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4 トポスの準備
E をトポスとする．この PDFでは以下の記号を使用する．

• この PDFでは，トポスの定義として次の条件を採用する．
(1) E は有限完備である．
(2) E は部分対象分類子を持つ．
(3) E は冪対象を持つ．
ここでトポスには終対象，直積，部分対象分類子，冪対象などが何なのか予め定
まっているものとする．つまりトポスとは組 E = ⟨E, 1,×, · · · ⟩のことである．更
に F がトポスの間の関手のとき，例えば F (1) = 1 というのは「終対象と交換す
る」という意味ではなく，1を 1に写すという意味であるとする．

• ⟨Ω, true⟩で E の部分対象分類子を表す．
• a1, · · · , an ∈ E を対象とするとき，pi で標準的な射影 a1 × · · · × an → ai を表す．
• fi : a → ai から直積の普遍性で得られる射 a → a1 × · · · × an を ⟨f1, · · · , fn⟩ と
書く．

• 対角射 ∆ := ⟨ida, ida⟩ : a → a × a はモノ射である．そこで ∆ に対応する射を
eq : a× a → Ωと書く．

• eq : a× a → Ωの随伴射を {·}a : a → Paと書く．
• id : Pa → Paの随伴射を ∈ : a× Pa → Ωと書く．
• 合成 a

!−→ 1 true−−→ Ωも trueで表す．
• ⟨true, true⟩ : 1 → Ω × Ωに対応する射を ∧ : Ω × Ω → Ωと書く．
• f, g : a → Ωに対して f ∧ g : a → Ωを合成

a
⟨f,g⟩−−−→ Ω × Ω ∧−→ Ω

で定める．
• f : a → Ω を射とするとき，対応するモノ射を f ′ と書く．つまり次の図式は

pullbackであり，true = f ◦ f ′ となる．

b 1

a Ω

!

truef ′

f
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• f, g : a → Ωを射とすると，aの部分対象として包含関係 f ′ ⊂ g′ を考えることが
できる．そこで f ′ ⊂ g′ となることを f ≤ g と書く．

命題 4.1. f, g : a → Ωに対して

f ≤ g ⇐⇒ g ◦ f ′ = true.

証明. f ≤ g となるのは，ある k が存在して f ′ ◦ k = g′ となるときである．

b 1 1

a Ω

k

g′

f ′

!

true

g

よって f ≤ g ⇐⇒ g ◦ f ′ = trueとなる．

命題 4.2. f : a → b，g : b → Ω，h : a → Ωとして a′ := dom(h′)，b′ := dom(g′)とす
る．このとき

h ≤ g ◦ f ⇐⇒ある k : a′ → b′ が存在して g′ ◦ k = f ◦ h′ となる．

a′ b′ 1

a b Ω

k

g′
h′

f

!

true

g

証明. 次の図式の (∗)を pullbackとすると

a′ c b′ 1

a b Ω

g′(g◦f)′

f

!

true

g

l

h′

(∗)

h ≤ g ◦ f ⇐⇒ある l : a′ → cが存在して (g ◦ f)′ ◦ l = h′となる
⇐⇒ある k : a′ → b′が存在して g′ ◦ k = f ◦ h′となる
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命題 4.3. f, g, h : a → Ωに対して

h ≤ f ∧ g ⇐⇒ h ≤ f かつ h ≤ g

である．

証明. ∧ と (f ∧ g)′ の定義より，次の図式の右の四角と外側の四角は pullback である．
よって左の四角も pullbackである．

b 1 1

a Ω × Ω Ω

!

⟨⊤,⊤⟩(f∧g)′

⟨f,g⟩

!

true

∧

よって

h ≤ f ∧ g ⇐⇒ある k が存在して (f ∧ g)′ ◦ k = h′となる
⇐⇒ ⟨f, g⟩ ◦ h′ = ⟨true, true⟩
⇐⇒ f ◦ h′ = trueかつ g ◦ h′ = true
⇐⇒ h ≤ f かつ h ≤ g

である．

命題 4.4. f, g : a → Ω，k : b → aとするとき

f ≤ g =⇒ f ◦ k ≤ g ◦ k.

証明.

命題 4.5. f, g : a → Ω，k : b → aとするとき

(f ∧ g) ◦ k = (f ◦ k) ∧ (g ◦ k).

証明. (f ∧ g) ◦ k とは合成
b

k−→ a
⟨f,g⟩−−−→ Ω × Ω ∧−→ Ω

のことだから，⟨f, g⟩ ◦ k = ⟨f ◦ k, g ◦ k⟩より明らか．

命題 4.6. f, g : a → Ω，k : b → aとするとき

f ◦ k = true ⇐⇒ある lが存在して f ′ ◦ l = k
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証明. (=⇒) f ◦ k = trueとすると次の図式の一番外側が可換だから，pullbackの普遍性
により点線の射 lが得られる．

b

c 1

a Ω

!

truef ′

f

!

k

l

(⇐=) f ′ ◦ l = k とすると f ◦ k = f ◦ f ′ ◦ l = trueである．

命題 4.7. f, g : a → bに対して

f = g ⇐⇒ (a ⟨f,g⟩−−−→ b× b
eq−→ Ω) = trueである．

証明. (=⇒) f = g のときは

a

b 1

b× b Ω

!

f

!
true∆

eq

⟨f,f⟩

が可換となるから (a ⟨f,f⟩−−−→ b× b
eq−→ Ω) = trueである．

(⇐=) (a ⟨f,g⟩−−−→ b × b
eq−→ Ω) = trueとすると，pullbackの普遍性により次の点線の射

hが得られる．
a

b 1

b× b Ω

!

true∆

eq

!

⟨f,g⟩

h

即ち f = h = g である．

命題 4.8. f : a → Ωに対して (a ⟨f,true⟩−−−−−→ Ω × Ω eq−→ Ω) = f である．
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証明. dom(f ′) = bとして次の図式を考える．

b Ω 1

a Ω × Ω Ω

true

∆f ′

⟨f,true⟩

!

true

eq

左の四角が pullbackであることを示せば全体も pullbackであることが分かり，f ′ の定義
から (a ⟨f,true⟩−−−−−→ Ω × Ω eq−→ Ω) = f となる．そこで次の図式が可換であるとする．

c

b Ω

a Ω × Ω

true

∆f ′

⟨f,true⟩

q0

q1

右下の Ω × Ωが直積だから，可換図式が得られる．

c

b Ω

a Ω

true

idf ′

f

q0

q1

c

b Ω

a Ω

true

idf ′

true

q0

q1

右の図式の可換性から q0 = true ◦ q1 = trueである．従って f ◦ q1 = q0 = trueだから次
の実線の可換図式が得られる

c

b 1

a Ω

!

truef ′

f

!

q1

h

よって f ′ の定義により点線の射 h : c → b が存在して可換となる．即ち f ′ ◦ h = q1 だ
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から
c

b Ω

a Ω × Ω

true

∆f ′

⟨f,true⟩

q0

q1

h

が可換となる．このような hが一意であることも容易に分かるので pullbackであること
が分かった．

5 local set theoryが定めるトポス
通常の (ZFCのような)集合論において，対象を集合，射を写像とすると，これはトポ
スになるのであった．同様のことが local set theory S に対しても成り立つことを示すこ
とがこの節の目的である．まず圏 C(S)を以下のようにして定める．

• 対象を S-集合とする．
• X,Y を S-集合，f : X → Y を S-写像とするとき，3つ組 ⟨f,X, Y ⟩を X から Y

への射とする．
• f, g : X → Y が S-写像のとき次が成り立つ．

f
S= g ⇐⇒ x ∈ X ⊢S ⟨x, y⟩ ∈ f ↔ ⟨x, y⟩ ∈ g (5.1)

. . . ) (=⇒) ⊢S f = g とすると命題 2.6 より ⊢S ⟨x, y⟩ ∈ f ↔ ⟨x, y⟩ ∈ g で
ある．

(⇐=) まず x ∈ X ⊢S ⟨x, y⟩ ∈ f ↔ ⟨x, y⟩ ∈ g だから命題 2.6を使えば

u = ⟨x, y⟩, x ∈ X ⊢S u ∈ f ↔ u ∈ g

が分かる．よって
上述

u = ⟨x, y⟩, x ∈ X : u ∈ f ↔ u ∈ g
命題 2.15

u = ⟨x, y⟩ ∧ x ∈ X ∧ y ∈ Y : u ∈ f ↔ u ∈ g
命題 2.56 ⋆∃x∃y (u = ⟨x, y⟩ ∧ x ∈ X ∧ y ∈ Y ) : u ∈ f ↔ u ∈ g
命題 2.23

u ∈ f, ∃x∃y (u = ⟨x, y⟩ ∧ x ∈ X ∧ y ∈ Y ) : u ∈ g
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となる．次に f ∈ Y X だから Y X の定義より

⊢S f ⊂ X × Y ∧ ∀x ∈ X ∃!y ∈ Y ⟨x, y⟩ ∈ f

が成り立つ．f ⊂ X × Y の定義は ∀u ∈ f (u ∈ X × Y )だったから

: f ⊂ X × Y

: ∀u ∈ f [∃x ∃y (u = ⟨x, y⟩ ∧ x ∈ X ∧ y ∈ Y )]
命題 2.36 ⋆: u ∈ f → [∃x ∃y (u = ⟨x, y⟩ ∧ x ∈ X ∧ y ∈ Y )]
命題 2.23

u ∈ f : ∃x ∃y (u = ⟨x, y⟩ ∧ x ∈ X ∧ y ∈ Y )

となる．よって u ∈ f ⊢S u ∈ g が分かる．同様にして u ∈ g ⊢S u ∈ f も分か
るから

u ∈ f : u ∈ g u ∈ g : u ∈ f
Eq

: u ∈ f ↔ u ∈ g
Ex ⋆: f = g

となる．

• f : X → Y と g : Y → Z が S-写像のとき，S-写像の合成 g ◦ f を

g ◦ f ≡ {⟨x, z⟩ | ∃y (⟨x, y⟩ ∈ f ∧ ⟨y, z⟩ ∈ g)}

と定める．
• g ◦ f : X → Z である．
• S-写像の合成は結合律を満たす．即ち f : X → Y，g : Y → Z，h : Z → W とす
るとき (h ◦ g) ◦ f S= h ◦ (g ◦ f)である．

• S-集合 X に対して idX ≡ {⟨x, x⟩ | x ∈ X}と定める．
• idX : X → X は S-写像である．
• idX は恒等射の条件を満たす．即ち f : X → Y に対して idY ◦f S= f，f ◦ idX

S= f

である．
• 以上により C(S)は圏である．

命題 5.2. t を項として Var(t) ⊂ {x1, · · · , xn} かつ ⟨x1, · · · , xn⟩ ∈ X ⊢S t ∈ Y であ
るとする (即ち S-写像 mapt : X → Y が得られる)．更に si を xi と同じ型の項として
Var(si) ⊂ {z1, · · · , zm} かつ ⟨z1, · · · , zm⟩ ∈ Z ⊢S ⟨s1, · · · , sn⟩ ∈ X とする．このと
き S-写像として mapx⃗

t ◦ mapz⃗
⟨s1,··· ,sn⟩

S= mapz⃗
t[x⃗⇝s⃗] である．(但し x⃗ := ⟨x1, · · · , xn⟩，

z⃗ := ⟨z1, · · · , zm⟩として t[x1 ⇝ s1] · · · [xk ⇝ sk]を t[x⃗⇝ s⃗]と書いた)．
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証明. (5.1)により

z ∈ Z ⊢S ⟨z, y⟩ ∈ mapx⃗
t ◦ mapz⃗

⟨s1,··· ,sn⟩ ↔ ⟨z, y⟩ ∈ mapz⃗
t[x⃗⇝s⃗]

を示せばよい．まず ⟨⟨z1, · · · , zm⟩, y⟩ ∈ mapz⃗
t[x⃗⇝s⃗] は

y = t[x⃗⇝ s⃗]

と同値である．次に ⟨⟨z1, · · · , zm⟩, y⟩ ∈ mapx⃗
t ◦ mapz⃗

⟨s1,··· ,sn⟩ は

∃x1 · · · ∃xn (⟨x1, . . . , xn⟩ = ⟨s1, · · · , sn⟩ ∧ y = t)

と同値である．よって
⊢S y = t[x⃗⇝ s⃗] ↔ ∃x1 · · · ∃xn (⟨x1, . . . , xn⟩ = ⟨s1, · · · , sn⟩ ∧ y = t)

を示せばよい．それは以下のようにして成り立つ．
命題 2.7

y = t[x⃗⇝ s⃗] : y = t[x⃗⇝ s⃗]
命題 2.14,基本公理

y = t[x⃗⇝ s⃗] : ⟨s1, . . . , sn⟩ = ⟨s1, · · · , sn⟩ ∧ y = t[x⃗⇝ s⃗]
命題 2.58 ⋆

y = t[x⃗⇝ s⃗] : ∃x1 · · · ∃xn (⟨x1, . . . , xn⟩ = ⟨s1, · · · , sn⟩ ∧ y = t)

基本公理
⟨x1, . . . , xn⟩ = ⟨s1, · · · , sn⟩, y = t : y = t[x⃗⇝ s⃗]

命題 2.13⟨x1, . . . , xn⟩ = ⟨s1, · · · , sn⟩ ∧ y = t : y = t[x⃗⇝ s⃗]
命題 2.56 ⋆∃x1 · · · ∃xn (⟨x1, . . . , xn⟩ = ⟨s1, · · · , sn⟩ ∧ y = t) : y = t[x⃗⇝ s⃗]

命題 5.3. t, sを同じ型の項として Var(t, s) ⊂ {x1, · · · , xn}かつ ⊢S t ∈ Y，⊢S t ∈ Y で
あるとする．このとき

mapx⃗
t

S= mapx⃗
s ⇐⇒ ⊢S t = s.

証明. まず ⊢S [⟨⟨x1, · · · , xn⟩, y⟩ ∈ mapx⃗
t ] ↔ y = tである．

. . . ) mapx⃗
t : U → Y が S-写像だから ⊢S ∃!y ∈ Y ⟨⟨x1, · · · , xn⟩, y⟩ ∈ mapx⃗

t である．
よって定義より ⊢S ⟨⟨x1, · · · , xn⟩, t⟩ ∈ mapx⃗

t だから命題 2.62から分かる．

従って (5.1)と命題 3.1により

mapx⃗
t

S= mapx⃗
s ⇐⇒ x ∈ U ⊢S ⟨x, y⟩ ∈ mapx⃗

t ↔ ⟨x, y⟩ ∈ mapx⃗
s

⇐⇒ ⊢S ⟨⟨x1, · · · , xn⟩, y⟩ ∈ mapx⃗
t ↔ ⟨⟨x1, · · · , xn⟩, y⟩ ∈ mapx⃗

s

⇐⇒ ⊢S y = t ↔ y = s

⇐⇒ ⊢S t = s
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となる．

命題 5.4. 圏 C(S)は終対象を持つ．

証明. 1 := UI とする．基本公理により (xI = ∗) ↔ ⊤だから {∗} S= 1である．この 1が
終対象であることを示す．まず ⊢S ∗ ∈ 1だから，S-集合 X に対して x ∈ X ⊢S ∗ ∈ 1で
ある．よって map∗ : X → 1は S-写像である．このような S-写像が一意であることを示
せばよい．
そこで h : X → 1を S-写像とする．即ち ⊢S ∀x ∈ X ∃!y ∈ 1 (⟨x, y⟩ ∈ h)である．この
とき 1 S= {∗}だから ⊢S ∀x ∈ X (⟨x, ∗⟩ ∈ h)となる．即ち h

S= {⟨x, ∗⟩ | x ∈ X} S= map∗

である．

命題 5.5. C(S)は 2項直積を持つ．

証明. S-集合 X,Y に対して

⟨x, y⟩ ∈ X × Y ⊢ x ∈ X, ⟨x, y⟩ ∈ X × Y ⊢ y ∈ Y

だからこれらは S-写像mapx : X × Y → X，mapy : X × Y → Y を定める．これにより
X × Y は X と Y の直積になる．

命題 5.6. C(S)は equalizerを持つ (従って有限完備である)．

証明. S-写像 f, g : X → Y に対して

Z ≡ {x ∈ X | ∀y (⟨x, y⟩ ∈ f ↔ ⟨x, y⟩ ∈ g)}

と定めて e : Z → X を包含写像とすれば，これが f と g の equalizerになる．

命題 5.7. C(S)は部分対象分類子を持つ．

証明. Ω := UΩ とする．xI ∈ 1 ⊢ ⊤ ∈ Ω だから true := map⊤ : 1 → Ω と定義できる．
これが部分対象分類子であることを示せばよい．
そこで f : X → Y をモノ射とする．t ≡ ∃x (⟨x, y⟩ ∈ f)とすれば y ∈ Y ⊢S t ∈ Ωであ
る．よって S-写像 h := mapt : Y → Ωが得られる．このとき

h ◦ f ≡ {⟨x, z⟩ | ∃y (⟨x, y⟩ ∈ f ∧ ⟨y, z⟩ ∈ h)}
S= {⟨x, z⟩ | ∃y (⟨x, y⟩ ∈ f ∧ z = t)}
S= {⟨x,⊤⟩ | ⊤}
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となる．故に次の図式は可換である．

X 1

Y Ω

!

truef

h

これが pullbackであることを示すため，次の図式を可換にするような k : Z → Y を取る．

Z

X 1

Y Ω

!

truef

h

!

k

可換性から z ∈ Z に対して h ◦ k(z) = ⊤ となるので，⊢S t[y ⇝ k(z)] = ⊤ となる．
即ち ⊢S ∃x (⟨x, k(z)⟩ ∈ f) である．f がモノ射だからこの x は一意である．そこで
l ≡ {⟨z, x⟩ | ⟨x, k(z)⟩ ∈ f}と定めればこれは S-写像 l : Z → X を定めて f ◦ l = k とな
る．このような lは一意である．
以上により ⟨Ω, true⟩は部分対象分類子である．

命題 5.8. C(S)は冪対象を持つ．

証明. X を S-集合とすると ⟨x, y⟩ ∈ X × PX ⊢S (x ∈ y) ∈ Ω である．よって S-写像
ev := mapx∈y : X × PX → Ωが得られる．
これが普遍性を満たすことを示すため，f : X × Y → Ω を S-写像とする．t ≡ {x |

f(x, y) = ⊤}とすれば y ∈ Y ⊢S t ∈ PX だから S-写像 h := mapt : Y → PX が得られ
る．このとき ev(id × h(x, y)) S= ev(x, {x | f(x, y) = ⊤}) S= f(x, y)となるから，次の図
式が可換である．

X × Y

X × PX Ω

f
id×h

ev

このような hが一意であることを示せばよい．そこで h′ : Y → PX が ev ◦ (id × h′) = f

を満たすとする．h′ が S-写像だから y ∈ Y ⊢S ∃!z ∈ PX (⟨y, z⟩ ∈ h′) である．そこで
φ ≡ z ∈ PX ∧ ⟨y, z⟩ ∈ h′ に命題 2.64を適用すれば

∃!z ∈ PX (⟨y, z⟩ ∈ h′) ⊢ s ∈ PX ∧ ⟨y, s⟩ ∈ h′
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(s ≡ {u | ∃z ∈ PX (u ∈ z ∧ ⟨y, z⟩ ∈ h′)})

であるから y ∈ Y ⊢S s ∈ PX ∧ ⟨y, s⟩ ∈ h′ となる．一方で

f(x, y) S= ev(x, h′(y)) S= x ∈ h′(y) S= ∃z ∈ PX (x ∈ u ∧ ⟨y, z⟩ ∈ h′)

である．よって y ∈ Y ⊢ ⟨y, z⟩ ∈ h ↔ ⟨y, z⟩ ∈ h′ が分かるから，(5.1)により h
S= h′ で

ある．

以上により次の定理が成り立つ．

定理 5.9. local set theory S に対して C(S)はトポスである．

C(S)を linguistic toposという．

6 トポスによる local set theoryの解釈
前節で local set theoryからトポスを作ることができることを見た．逆にトポスがあれ
ばそこから local set theoryを作ることができるが，それを説明する前に，一般のトポス
における local set theoryの解釈を説明する．

6.1 定義
定義. 局所言語 Lのトポス E での解釈 I とは，以下が与えられていることを言う．

(1) Lの型 Aに対して E の対象 AI が与えられ，以下の条件を満たす．
• (A1 × · · · × An)I = (A1)I × · · · × (An)I である．
• (PA)I = P (AI)である．
• II = 1である．
• ΩI = Ωである．

(2) 関数記号 f : A → Bに対して E の射 fI : AI → BI が与えられている．

解釈 I を使うことで，任意の項 tに対して E の射を割り当てることができる．それを
説明するためにまず記法の説明をする．xA1

1 , · · · , xAn
n を相異なる変数記号したとき，有限

列 ⟨xA1
1 , · · · , xAn

n ⟩ を x⃗ で表すことにする (有限列なので順番で区別する)．以下この記法
を使うときには断らなくても xA1

1 , · · · , xAn
n は必ず相異なるものと約束する．またこの有

限列 x⃗ = ⟨xA1
1 , · · · , xAn

n ⟩に対して |x⃗| ∈ E を
|x⃗| := (A1)I × · · · × (An)I

50



で定める．

定義. I を E での解釈とする．tを型 Bの項，x⃗ = ⟨xA1
1 , · · · , xAn

n ⟩を変数記号とする．こ
のとき E の射 JtKx⃗ : |x⃗| → BI を以下のようにして定める．(但し JtKx⃗ と書いたときは，断
らなくとも Var(t) ⊂ {xA1

1 , · · · , xAn
n }であるものと約束する．)

(1) J∗Kx⃗ は一意な射 |x⃗| → 1とする．
(2) JxAi

i Kx⃗ は |x⃗| = (A1)I × · · · × (An)I
pi−→ (Ai)I とする．

(3) sが型 Cの項で f : C → Bが関数記号のとき，Jf(s)Kx⃗ は合成

|x⃗| JsKx⃗−−−→ CI
fI−→ BI

とする．
(4) si が型 Bi の項のとき J⟨s1, · · · , sm⟩Kx⃗ := ⟨Js1Kx⃗, · · · , JsmKx⃗⟩とする．

|x⃗|

(B1)I × · · · × (Bm)I

(B1)I · · · (Bm)I

Js1Kx⃗ JsmKx⃗

p1
pm

(5) sが型 B1 × · · · × Bm の項のとき Jqi(s)Kx⃗ は合成

|x⃗| JsKx⃗−−−→ (B1)I × · · · × (Bm)I
pi−→ (Bi)I

とする．
(6) y が型 Cの変数記号とき，J{y | φ}Kx⃗ : |x⃗| → PCI はJφ[y ⇝ u]Kux⃗ : CI × |x⃗| → Ω

の随伴射とする (但し uは x⃗以外の変数記号として，ux⃗で ⟨u, xA1
1 , · · · , xAn

n ⟩を表
す)．つまり次の図式は可換である．

CI × |x⃗|

CI × PCI Ω

Jφ[y⇝u]Kux⃗idCI
×J{y|φ}Kx⃗

∈

※ 命題 6.14の後で，ここでの y は x⃗に含まれないとしてよいことを見る．
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(7) s0, s1 が型 Cの項のとき Js0 = s1Kx⃗ は合成

|x⃗| J⟨s0,s1⟩Kx⃗−−−−−−→ CI × CI
eq−→ Ω

とする．
(8) s0, s1 が型 C, PCの項のとき Js0 ∈ s1Kx⃗ は合成

|x⃗| J⟨s0,s1⟩Kx⃗−−−−−−→ CI × PCI
∈−→ Ω

とする．

もちろん JtKx⃗ は解釈 I の取り方に依存した記号である．そこで解釈 I を使用している
ことを明示したい場合は JtKI

x⃗ のように書くことにする．
項として L-論理式 φを考えた場合は JφKx⃗ は E の射 |x⃗| → Ωになる．そこで「φが真
である」ということを JφKx⃗ = trueにより定義することができる．より一般に Γ |=I φを
以下のように定義する．

定義. L-論理式の有限集合 Γ = {φ1, · · · , φk}に対して JΓKx⃗ := Jφ1Kx⃗ ∧ · · · ∧ JφkKx⃗ と
定める．(但し k = 0のときは JΓKx⃗ := trueとする．)

定義. Γ : φをシークエントとして Var(Γ, φ) = {x1, · · · , xn}とする．このとき

Γ |=I φ ⇐⇒ JΓKx⃗ ≤ JφKx⃗

と定義する．また ∅ |=I φを |=I φと書く．即ち |=I φ ⇐⇒ JφKx⃗ = trueである．

定義. Lを局所言語，T をシークエントの集合，I を Lの解釈とする．

(1) I が T のモデル⇐⇒任意の (Γ : φ) ∈ T に対して Γ |=I φとなる．
(2) Γ |=T φ ⇐⇒ T の任意のモデル I に対して Γ |=I φとなる．
(3) Γ |=∅ φを Γ |= φと書く．

この Γ |=T φが健全性定理 (定理 6.12)と完全性定理 (定理 6.17)を満たすことを示す
のがこの節の最終的な目標である．

6.2 基本的性質
補題 6.1. t を項として Var(t) ⊂ {x1, · · · , xn} とする．Var(t) ⊂ {xj1 , · · · , xjk

} (j1 <

· · · < jk)として y⃗ := ⟨xj1 , · · · , xjk
⟩と書く．tの型を Bとする．このとき次の図式は可
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換である．
|x⃗|

|y⃗| BI

JtKx⃗J⟨xj1 ,··· ,xjk
⟩Kx⃗

JtKy⃗

証明. 項 tの構成に関する帰納法．
(1) t ≡ ∗の場合．定義から次の図式になり，明らかに可換である．

|x⃗|

|y⃗| 1

!J⟨xj1 ,··· ,xjk
⟩Kx⃗

!

(2) t ≡ xji
が変数記号の場合．xji

の型を Aji
とすると，定義から次の図式になる．こ

れは直積の普遍性から可換である．

|x⃗|

|y⃗| (Aji)I

pjiJ⟨xj1 ,··· ,xjk
⟩Kx⃗

pi

(3) t ≡ f(s) (f : C → Bは関数記号で，sは型 Cの項)の場合．定義から次の図式にな
り，帰納法の仮定により可換である．

|x⃗|

|y⃗| CI BI

JsKx⃗
J⟨xj1 ,··· ,xjk

⟩Kx⃗

JsKy⃗ fI

JtKx⃗

JtKy⃗

(帰納法の仮定)
(定義)

(定義)

(4) t ≡ ⟨s1, · · · , sm⟩ (si は型 Ci の項) の場合．次の図式が可換であることを示せば
よい．

|x⃗|

|y⃗| (C1)I × · · · × (Cm)I

⟨Js1Kx⃗,··· ,JsmKx⃗⟩
⟨xj1 ,··· ,xjk

⟩

⟨Js1Ky⃗,··· ,JsmKy⃗⟩
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そのためには直積の普遍性により，各 1 ≤ i ≤ k に対して次の図式が可換であることを示
せばよいが，それは帰納法の仮定から成り立つ．

|x⃗|

|y⃗| (Ci)I

JsiKx⃗

⟨xj1 ,··· ,xjk
⟩

JsiKy⃗

(5) t ≡ qi(s) (sは型 C1 × · · · × Cm の項)のとき．定義から次の図式になり，帰納法の
仮定により可換である．

|x⃗|

|y⃗| (C1)I × · · · × (Cm)I (Ci)I

JsKx⃗
J⟨xj1 ,··· ,xjk

⟩Kx⃗

JsKy⃗
pi

JtKx⃗

JtKy⃗

(帰納法の仮定)
(定義)

(定義)

(6) t ≡ {z | φ} (z は型 Cの変数記号)の場合．まず次の図式は可換である．

CI × |x⃗|

CI × |y⃗|

CI × PCI Ω

Jφ[z⇝u]Kux⃗

J⟨u,xj1 ,··· ,xjk
⟩Kux⃗

Jφ[z⇝u]Kuy⃗

idCI
×J{z|φ}Ky⃗

∈

(帰納法の仮定)

(定義)

左上の射 J⟨u, xj1 , · · · , xjk
⟩Kux⃗ は直積の普遍性から idCI

× J⟨xj1 , · · · , xjk
⟩Kx⃗ と一致する．

よって J{z | φ}Kx⃗ の定義から

|x⃗|

|y⃗| Ω

J{z|φ}Kx⃗J⟨xj1 ,··· ,xjk
⟩Kx⃗

J{z|φ}Ky⃗

が可換となる．
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(7) t ≡ s0 = s1 (s0, s1 は型 Cの項)の場合．定義から次の図式になり，帰納法の仮定
により可換である．

|x⃗|

|y⃗| CI × CI Ω

J⟨s0,s1⟩Kx⃗
J⟨xj1 ,··· ,xjk

⟩Kx⃗

J⟨s0,s1⟩Ky⃗
eq

Js0=s1Kx⃗

Js0=s1Ky⃗

(帰納法の仮定)

(定義)

(定義)

(8) t ≡ s0 ∈ s1 (s0, s1 は型 C, PCの項)の場合．定義から次の図式になり，帰納法の仮
定により可換である．

|x⃗|

|y⃗| CI × PCI Ω

J⟨s0,s1⟩Kx⃗
J⟨xj1 ,··· ,xjk

⟩Kx⃗

J⟨s0,s1⟩Ky⃗ ∈

Js0∈s1Kx⃗

Js0∈s1Ky⃗

(帰納法の仮定)

(定義)

(定義)

補題 6.2. tは項で Var(t) ⊂ {z1, · · · , zk}とする．tの型を B，zi の型を Ci として，ri を
型 Ci の項とする．このとき次の図式は可換である．

|x⃗|

|z⃗| BI

Jt[z⃗⇝r⃗]Kx⃗J⟨r1,··· ,rk⟩Kx⃗

JtKz⃗

証明. tの構成に関する帰納法．
(1) t ≡ ∗の場合．定義から次の図式になり，明らかに可換である．

|x⃗|

|z⃗| 1

!J⟨r1,··· ,rk⟩Kx⃗

!
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(2) t ≡ zi が変数記号の場合．定義から次の図式になり，明らかに可換である．

|x⃗|

|z⃗| (Ci)I

JriKx⃗

⟨Jr1Kx⃗,··· ,JrkKx⃗⟩

pi

(3) t ≡ f(s) (f : D → Bは関数記号で，sは型 Dの項)の場合．定義から次の図式にな
り，帰納法の仮定により可換である．

|x⃗|

|z⃗| DI BI

Js[z⃗⇝r⃗]Kx⃗
J⟨r1,··· ,rk⟩Kx⃗

JsKz⃗ fI

Jt[z⃗⇝r⃗]Kx⃗

JtKz⃗

(帰納法の仮定)

(定義)

(定義)

(4) t ≡ ⟨s1, · · · , sm⟩ (si は型 Di の項) の場合．次の図式が可換であることを示せば
よい．

|x⃗|

|z⃗| (D1)I × · · · × (Dm)I

⟨Js1[z⃗⇝r⃗]Kx⃗,··· ,Jsm[z⃗⇝r⃗]Kx⃗⟩J⟨r1,··· ,rk⟩Kx⃗

⟨Js1Kz⃗,··· ,JsmKz⃗⟩

そのためには直積の普遍性により，各 1 ≤ i ≤ mに対して次の図式が可換であることを
示せばよいが，それは帰納法の仮定から成り立つ．

|x⃗|

|z⃗| (Di)I

Jsi[z⃗⇝r⃗]Kx⃗J⟨r1,··· ,rk⟩Kx⃗

JsiKz⃗

(5) t ≡ qi(s) (sは型 D1 × · · · × Dm の項)のとき．定義から次の図式になり，帰納法の
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仮定により可換である．

|x⃗|

|z⃗| (D1)I × · · · × (Dm)I (Di)I

Js[z⃗⇝r⃗]Kx⃗
J⟨r1,··· ,rk⟩Kx⃗

JsKz⃗
pi

Jt[z⃗⇝r⃗]Kx⃗

JtKz⃗

(帰納法の仮定)

(定義)

(定義)

(6) t ≡ {y | φ} (y は型 Dの変数記号)の場合．まず次の図式は可換である．

DI × |x⃗|

DI × |z⃗|

DI × PDI Ω

Jφ[y⇝u][uz⃗⇝ur⃗]Kux⃗

J⟨u,r1,··· ,rk⟩Kux⃗

Jφ[y⇝u]Kuz⃗

idCI
×J{y|φ}Kz⃗

∈

(帰納法の仮定)

(定義)

左上の射 J⟨u, r1, · · · , rk⟩Kux⃗ は直積の普遍性から idCI
× J⟨r1, · · · , rk⟩Kx⃗ と一致する．

(6-i) y /∈ {z1, · · · , zk}のとき，t[z⃗ ⇝ r⃗] ≡ {y | φ[z⃗ ⇝ r⃗]}である．また定義から

DI × |x⃗|

DI × PDI Ω

Jφ[z⃗⇝r⃗][y⇝u]Kux⃗idCI
×J{y|φ[z⃗⇝r⃗]}Kx⃗

∈

が可換である．この右上に出てくる φ[z⃗ ⇝ r⃗][y ⇝ u]は φ[y ⇝ u][uz⃗ ⇝ ur⃗]と一致する．
よって ∈が counitだから 2つの射

DI × (A1)I × · · · × (An)I
J⟨s1,··· ,sk⟩Kx⃗−−−−−−−−→ DI × (C1)I × · · · × (Ck)I

J{y|φ}Kz⃗−−−−−→ DI × PDI

DI × (A1)I × · · · × (An)I
J{y|φ[z⃗⇝r⃗]}Kx⃗−−−−−−−−−→ DI × PDI

は等しくなる．即ち次の図式は可換である．
|x⃗|

|z⃗| BI

Jt[z⃗⇝r⃗]Kx⃗ = J{y|φ[z⃗⇝r⃗]}Kx⃗J⟨r1,··· ,rk⟩Kx⃗

JtKz⃗ = J{y|φ}Kz⃗
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(6-ii) y ≡ zi のとき，z⃗, r⃗ から zi, ri を除いたものを z⃗′, r⃗′ と書く．するとこの場合は
t[z⃗ ⇝ r⃗] ≡ {y | φ[z⃗′ ⇝ r⃗′]}である．J{y | φ[z⃗′ ⇝ r⃗′]}Kx⃗ の定義から

DI × |x⃗|

DI × PDI Ω

Jφ[z⃗′⇝r⃗′][y⇝u]Kux⃗
idCI

×J{y|φ[z⃗′⇝r⃗′]}Kx⃗

∈

が可換となる．φ[z⃗′ ⇝ r⃗′][y ⇝ u]は φ[y ⇝ u][uz⃗ ⇝ ur⃗]と一致するから，(6-i)と同様に
して

|x⃗|

|z⃗| BI

Jt[z⃗⇝r⃗]Kx⃗ = J{y|φ[z⃗′⇝r⃗′]}Kx⃗J⟨r1,··· ,rk⟩Kx⃗

JtKz⃗ = J{y|φ}Kz⃗

が可換となる．
(7) t ≡ s0 = s1 (s0, s1 は型 Dの項)の場合．定義から次の図式になり，帰納法の仮定
により可換である．

|x⃗|

|z⃗| DI × DI Ω

J⟨s0[z⃗⇝r⃗],s1[z⃗⇝r⃗]⟩Kx⃗
J⟨r1,··· ,rk⟩Kx⃗

J⟨s0,s1⟩Kz⃗
eq

Js0[z⃗⇝r⃗]=s1[z⃗⇝r⃗]Kx⃗

Js0=s1Kz⃗

(帰納法の仮定)

(定義)

(定義)

(8) t ≡ s0 ∈ s1 (s0, s1 は型 D, PDの項)の場合．定義から次の図式になり，帰納法の仮
定により可換である．

|x⃗|

|z⃗| DI × PDI Ω

J⟨s0[z⃗⇝r⃗],s1[z⃗⇝r⃗]⟩Kx⃗
J⟨r1,··· ,rk⟩Kx⃗

J⟨s0,s1⟩Kz⃗ ∈

Js0[z⃗⇝r⃗]∈s1[z⃗⇝r⃗]Kx⃗

Js0∈s1Kz⃗

(帰納法の仮定)

(定義)

(定義)
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系 6.3. y と z が異なる変数記号で，z /∈ Var(t)のとき

Jt[y ⇝ z]Kzx⃗ = JtKyx⃗

となる．

命題 6.4. Γ : φをシークエントとして Var(Γ, φ) ⊂ {x1, · · · , xn}であるとする．このと
き Γ |=I φならば JΓKx⃗ ≤ JφKx⃗ である．

証明. uを x⃗に含まれない変数記号として

JΓKx⃗ ≤ JφKx⃗ =⇒ JΓKux⃗ ≤ JφKux⃗ (6.5)

を示せば，nについての帰納法から分かる．
まず補題 6.1より次の図式は可換である．

|ux⃗|

|x⃗| Ω

JφKux⃗J⟨x1,··· ,xn⟩Kux⃗

JφKx⃗

即ち p := J⟨x1, · · · , xn⟩Kux⃗ と書けば JφKux⃗ = JφKx⃗ ◦ pとなる．
次に JΓKux⃗ についても，Γ = {φ1, · · · , φk}とすれば

JΓKux⃗ = Jφ1Kux⃗ ∧ · · · ∧ JφkKux⃗

= (Jφ1Kx⃗ ◦ p) ∧ · · · ∧ (JφkKx⃗ ◦ p)
= (Jφ1Kx⃗ ∧ · · · ∧ JφkKx⃗) ◦ p (命題 4.5)
= JΓKx⃗ ◦ p

である．従って命題 4.4より (6.5)が分かる．

命題 6.6. Var(Γ, φ) = {x1, · · · , xn}とするとき

Γ |=I φ ⇐⇒ JφKx⃗ ◦ JΓK′
x⃗ = true.

証明. 命題 4.1より明らか．

命題 6.7. Γ |=I t = s ⇐⇒ JtKx⃗ ◦ JΓK′
x⃗ = JsKx⃗ ◦ JΓK′

x⃗ である．
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証明. Jt = sKx⃗ = (|x⃗| ⟨JtKx⃗,JsKx⃗⟩−−−−−−−→ BI × BI
eq−→ Ω)だから

Γ |=I t = s ⇐⇒ (a JΓK′
x⃗−−−→ |x⃗| ⟨JtKx⃗,JsKx⃗⟩−−−−−−−→ BI × BI

eq−→ Ω) = true

⇐⇒ (a ⟨JtKx⃗◦JΓK′
x⃗,JsKx⃗◦JΓK′

x⃗⟩−−−−−−−−−−−−−−→ BI × BI
eq−→ Ω) = true

⇐⇒ JtKx⃗ ◦ JΓK′
x⃗ = JsKx⃗ ◦ JΓK′

x⃗ (命題 4.7)

となる．

6.3 健全性定理
命題 6.8. Γ : φを基本公理とするとき Γ |= φである．

証明. (Unity: |= xI = ∗)

JxI = ∗KxI = (|xI|
J⟨xI,∗⟩KxI−−−−−−→ 1 × 1 eq−→ Ω)

= (1 ⟨!,!⟩−−→ 1 × 1 eq−→ Ω)
= true (命題 4.7)

となるから |= xI = ∗である．
(Equality 0: |= x = x)

Jx = xKx = (|x| ⟨id,id⟩−−−−→ |x| × |x| eq−→ Ω)
= true (命題 4.7)

となるから |= x = xである．
(Equality 1: x = y, φ[z ⇝ x] |= φ[z ⇝ y])

z /∈ Var(φ)の場合は明らかなので Var(φ) = {z, u1, · · · , um}とする．
(i) x, y が u⃗に含まれない場合．f := Jx = yKxyu⃗ ∧ Jφ[z ⇝ x]Kxyu⃗ とする．命題 4.3よ
り f ≤ Jx = yKxyu⃗ かつ f ≤ Jφ[z ⇝ x]Kxyu⃗ である．このとき

f ≤ Jx = yKxyu⃗ = (|xyu⃗|
⟨JxKxyu⃗,JyKxyu⃗⟩
−−−−−−−−−−→ |xy| eq−→ Ω)

だから命題 4.1より

(a f ′

−→ |xyu⃗|
⟨JxKxyu⃗,JyKxyu⃗⟩
−−−−−−−−−−→ |xy| eq−→ Ω) = true
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となる．よって命題 4.7より

JxKxyu⃗ ◦ f ′ = JyKxyu⃗ ◦ f ′ (6.9)

である．次に f ≤ Jφ[z ⇝ x]Kxyu⃗ より

f ≤ Jφ[z ⇝ x]Kxyu⃗

= Jφ[z ⇝ x]Kxu⃗ ◦ J⟨x, u1, · · · , um⟩Kxyu⃗ (命題 6.1)
= JφKzu⃗ ◦ J⟨x, u1, · · · , um⟩Kxyu⃗ (系 6.3)

だから命題 4.2 より，ある k が存在して JφK′
zu⃗ ◦ k = J⟨x, u1, · · · , um⟩Kxyu⃗ ◦ f ′ となる．

このとき

J⟨x, u1, · · · , um⟩Kxyu⃗ ◦ f ′

= (a f ′

−→ |xyu⃗|
⟨JxKxyu⃗,Ju1Kxyu⃗,··· ,JumKxyu⃗⟩
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ |zu⃗|)

= (a
⟨JxKxyu⃗◦f ′,Ju1Kxyu⃗◦f ′,··· ,JumKxyu⃗◦f ′⟩
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ |zu⃗|)

= (a
⟨JyKxyu⃗◦f ′,Ju1Kxyu⃗◦f ′,··· ,JumKxyu⃗◦f ′⟩
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ |zu⃗|) (等式 6.9)

= (a f ′

−→ |xyu⃗|
⟨JyKxyu⃗,Ju1Kxyu⃗,··· ,JumKxyu⃗⟩
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ |zu⃗|)

= (a f ′

−→ |xyu⃗|
J⟨y,u1,··· ,um⟩Kxyu⃗−−−−−−−−−−−−→ |zu⃗|)

だから再び命題 4.2 より f ≤ JφKzu⃗ ◦ J⟨y, u1, · · · , um⟩Kxyu⃗ = Jφ[z ⇝ y]Kzyu⃗ が分かる．
よって x = y, φ[z ⇝ x] |= φ[z ⇝ y]である．

(ii) xが u⃗に含まれて y が含まれない場合．u1 = xとしてよい．v⃗ = ⟨u2, · · · , um⟩と
書く．f := Jx = yKxyv⃗ ∧ Jφ[z ⇝ x]Kxyv⃗ とすれば (i)と同様 JxKxyv⃗ ◦ f ′ = JyKxyv⃗ ◦ f ′ で
ある．このとき

|xyv⃗|

|xv⃗|

Ω

|zxv⃗|

Jφ[z⇝x]Kxyv⃗

JφKzxv⃗J⟨x,u2,··· ,um⟩Kxyv⃗ Jφ[z⇝x]Kxv⃗

J⟨x,x,u2,··· ,u2⟩Kxv⃗

J⟨x,x,u2,··· ,u2⟩Kxyv⃗

(6.1)
(6.2)

が可換だから

f ≤ Jφ[z ⇝ x]Kxyv⃗ = JφKzxv⃗ ◦ J⟨x, x, u2, · · · , um⟩Kxyv⃗
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である．よって命題 4.2より，ある kが存在して JφK′
zxv⃗ ◦k = J⟨x, x, u2, · · · , um⟩Kxyv⃗ ◦f ′

となる．このとき
J⟨x, x, u2, · · · , um⟩Kxyv⃗ ◦ f ′ = ⟨JxKxyv⃗ ◦ f ′, JxKxyv⃗ ◦ f ′, Ju2Kxyv⃗ ◦ f ′, · · · , JumKxyv⃗ ◦ f ′⟩

= ⟨JyKxyv⃗ ◦ f ′, JyKxyv⃗ ◦ f ′, Ju2Kxyv⃗ ◦ f ′, · · · , JumKxyv⃗ ◦ f ′⟩
= J⟨y, y, u2, · · · , um⟩Kxyv⃗ ◦ f ′

だから f ≤ JφKzxv⃗ ◦ J⟨y, y, u2, · · · , um⟩Kxyu⃗ = Jφ[z ⇝ y]Kzyu⃗ となる．
(iii) y が u⃗に含まれて xが含まれない場合は (ii)と同様．
(iv) x, y が u⃗ に含まれる場合．u1 = x，u2 = y としてよい．v⃗ = ⟨u3, · · · , um⟩ と書
く．f := Jx = yKxyv⃗ ∧ Jφ[z ⇝ x]Kxyv⃗ とすれば (i)と同様にして JxKxyv⃗ ◦ f ′ = JyKxyv⃗ ◦ f ′

だから
f ≤ Jφ[z ⇝ x]Kxyv⃗

= JφKzxyv⃗ ◦ J⟨x, x, y, u3, · · · , um⟩Kxyv⃗ (補題 6.2)

だから命題 4.2より，ある k が存在して JφK′
zxyv⃗ ◦ k = J⟨x, x, y, u3, · · · , um⟩Kxyv⃗ ◦ f ′ と

なる．このとき
J⟨x, x, y, u3, · · · , um⟩Kxyv⃗ ◦ f ′

= ⟨JxKxyv⃗ ◦ f ′, JxKxyv⃗ ◦ f ′, JyKxyv⃗ ◦ f ′, Ju3Kxyv⃗ ◦ f ′, · · · , JumKxyv⃗ ◦ f ′⟩
= ⟨JyKxyv⃗ ◦ f ′, JxKxyv⃗ ◦ f ′, JyKxyv⃗ ◦ f ′, Ju3Kxyv⃗ ◦ f ′, · · · , JumKxyv⃗ ◦ f ′⟩
= J⟨y, x, y, u2, · · · , um⟩Kxyv⃗ ◦ f ′

だから f ≤ JφKzxyv⃗ ◦ J⟨y, x, y, u3, · · · , um⟩Kxyu⃗ = Jφ[z ⇝ y]Kxyu⃗ となる．
(Products 0: |= qi(⟨x1, · · · , xn⟩) = xi)

x⃗ = {x1, · · · , xn}とすると

Jqi(⟨x1, · · · , xn⟩) = xiKx⃗ = (|x⃗| ⟨Jqi(⟨x1,··· ,xn⟩)Kx⃗,JxiKx⃗⟩−−−−−−−−−−−−−−−−→ |xi| × |xi|
eq−→ Ω)

= (|x⃗| ⟨pi,pi⟩−−−−→ |xi| × |xi|
eq−→ Ω)

= true

だから |= qi(⟨x1, · · · , xn⟩) = xi である．
(Products 1: |= x = ⟨q1(x), · · · , qn(x)⟩)

Jx = ⟨q1(x), · · · , qn(x)⟩Kx = (|x| ⟨JxKx,J⟨q1(x),··· ,qn(x)⟩Kx⟩−−−−−−−−−−−−−−−−−→ |x| × |x| eq−→ Ω)

= (|x| ⟨id,⟨p1,··· ,pn⟩⟩−−−−−−−−−→ |x| × |x| eq−→ Ω)
= true
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だから |= x = ⟨q1(x), · · · , qn(x)⟩である．
(Comprehension: |= x ∈ {x | φ} ↔ φ)

Var(φ) = {x, z1, · · · , zn}とする．↔の定義より Jx ∈ {x | φ} ↔ φKxz⃗ は

|xz⃗| ⟨Jx∈{x|φ}Kxz⃗,JφKxz⃗⟩−−−−−−−−−−−−−→ Ω × Ω eq−→ Ω

になるから Jx ∈ {x | φ}Kxz⃗ = JφKxz⃗ を示せばよい．そこで次の図式を考える．

|xz⃗|

|xz⃗| × |xz⃗|

AI × |xz⃗|

AI × PAI

AI × |z⃗|

Ω

∆

JxKxz⃗×id|xz⃗|

idAI
×J{x|φ}Kz⃗

⟨JxKxz⃗,J{x|φ}Kxz⃗⟩

JφKxz⃗

id

Jx∈{x|φ}Kxz⃗

J⟨u,z1,··· ,zn⟩Kuxz⃗

Jφ[x⇝u]Kuxz⃗

∈

(∆)
(∗)

(6.2)
(定義)

(定義)

この図式は可換である．よって Jx ∈ {x | φ}Kxz⃗ = JφKxz⃗ である．

命題 6.10. Γ1 : φ1 · · · Γn : φn

Γ : φ
が推論規則のとき，Γ1 |=I φ1, · · · , Γn |=I φn

ならば Γ |=I φである．

証明. (Thinning: Γ |=I φならば Γ, ψ |=I φ)
Var(Γ, φ, ψ) = {x1, · · · , xn} とする．Γ |=I φ とすると命題 6.4 より JΓKx⃗ ≤ JφKx⃗ であ
る．よって JΓ ∪ {ψ}Kx⃗ = JΓKx⃗ ∧ JψKx⃗ ≤ JΓKx⃗ ≤ JφKx⃗

となるから Γ, ψ |=I φである．
(Cut: Γ |=I φかつ Γ, φ |=I ψ ならば Γ |=I ψ)

Var(Γ, ψ) = {x1, · · · , xn}とする．Cutの条件により Var(Γ, φ, ψ) = {x1, · · · , xn}であ
る．よって Γ |=I φかつ Γ, φ |=I ψ とするとJΓKx⃗ = JΓKx⃗ ∧ JφKx⃗ = JΓ ∪ {φ}Kx⃗ ≤ JψKx⃗
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となるから Γ |=I ψ である．
(Substitution: Γ |=I φならば Γ[y ⇝ t] |=I φ[y ⇝ t])

y /∈ Var(Γ, φ)の場合は明らかだから Var(Γ, φ) = {y, x1, · · · , xn}とする．tに現れる新
しい自由変数を z1, · · · , zm とすると

Var(Γ[y ⇝ t], φ[y ⇝ t]) = {x1, · · · , xn, z1, · · · , zm}

である．よって補題 6.2より

JΓ[y ⇝ t]Kx⃗z⃗ = JΓKyx⃗ ◦ J⟨t, x1, · · · , xn⟩Kx⃗z⃗

≤ JφKyx⃗ ◦ J⟨t, x1, · · · , xn⟩Kx⃗z⃗ = Jφ[y ⇝ t]Kx⃗z⃗

である．
(Extensionality: Γ |=I y ∈ t ↔ y ∈ sならば Γ |=I t = s)

Var(Γ, t, s) = {x1, · · · , xn} とする．Extensionality の条件よりこの中に y は含まれな
い．よって補題 6.1により

|yx⃗|

|x⃗| Ω

JΓKyx⃗J⟨x1,··· ,xn⟩Kyx⃗

JΓKx⃗

は可換である．そこで a := dom(JΓK′
x⃗)，b := dom(JΓK′

yx⃗)と書くと次の図式が得られる．
(点線の射は pullbackの普遍性で得られる射．)

b a 1

|yx⃗| |x⃗| Ω

JΓK′
x⃗JΓK′

yx⃗

J⟨x1,··· ,xn⟩Kyx⃗

!

true

JΓKx⃗

JΓKyx⃗

右の四角と一番外側の四角が pullbackだから，左の四角も pullbackである．一方で次の
四角も pullbackである．

|y| × a a

|yx⃗| |x⃗|

p

JΓK′
x⃗id×JΓK′

x⃗

J⟨x1,··· ,xn⟩Kyx⃗
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よって部分対象として JΓK′
yx⃗

∼= id × JΓK′
x⃗ である．以下簡単のため JΓK′

yx⃗ = id × JΓK′
x⃗ と

する．
Γ |=I y ∈ t ↔ y ∈ sとすると，命題 6.7より

Jy ∈ tKyx⃗ ◦ JΓK′
yx⃗ = Jy ∈ sKyx⃗ ◦ JΓK′

yx⃗ (6.11)

となる．ここで Jy ∈ tKyx⃗ の定義を思い出すと次の可換図式が得られる．

|y| × a

|yx⃗|

CI × PCI Ω

JΓK′
yx⃗ = id×JΓK′

x⃗

Jy∈tKyx⃗
⟨JyKyx⃗,JtKyx⃗⟩

∈

|y| × a

|yx⃗|

CI × PCI Ω

JΓK′
yx⃗ = id×JΓK′

x⃗

Jy∈sKyx⃗
⟨JyKyx⃗,JsKyx⃗⟩

∈

よって

Jy ∈ tKyx⃗ ◦ JΓK′
yx⃗ = (|y| × a

id×JΓK′
x⃗−−−−−→ |yx⃗|

⟨JyKyx⃗,JtKyx⃗⟩
−−−−−−−−→ CI × PCI

∈−→ Ω)

= (|y| × a
id×(JtKx⃗◦JΓK′

x⃗)−−−−−−−−−→ CI × PCI
∈−→ Ω)

|y|

|y|

CI

|y| × a

|yx⃗|

CI × PCI

a

|x⃗|

PCI

id

id

JΓK′
yx⃗

⟨JyKyx⃗,JtKyx⃗⟩

JΓK′
x⃗

JtKx⃗

p1

JyKyx⃗

p1

p2

J⟨x1,··· ,xn⟩Kyx⃗

JtKyx⃗

p2

である．sについても同様だから等式 (6.11)により次の可換図式が得られる．

CI × PCI Ω

|y| × a Ω

CI × PCI Ω

∈

id

id

id×(JtKx⃗◦JΓK′
x⃗)

id×(JsKx⃗◦JΓK′
x⃗)

∈
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よって随伴により次の可換図式が得られる．

PCI PCI

a PCI

PCI PCI

id

id

id

JtKx⃗◦JΓK′
x⃗

JsKx⃗◦JΓK′
x⃗

id

即ち JtKx⃗ ◦ JΓK′
x⃗ = JsKx⃗ ◦ JΓK′

x⃗ である．故に再び命題 6.7により Γ |=I t = sとなる．
(Equivalence: Γ, φ |=I ψ かつ Γ, ψ |=I φならば Γ |=I φ ↔ ψ)

Var(Γ, φ, ψ) = {x1, · · · , xn}とする．Γ, φ |=I ψ かつ Γ, ψ |=I φとすると

JΓKx⃗ ∧ JφKx⃗ ≤ JψKx⃗, JΓKx⃗ ∧ JψKx⃗ ≤ JφKx⃗

である．よって JΓKx⃗ ∧ JφKx⃗ = JΓKx⃗ ∧ JψKx⃗ となる．従って

JφKx⃗ ◦ JΓK′
x⃗ = (JφKx⃗ ◦ JΓK′

x⃗) ∧ true
= (JφKx⃗ ◦ JΓK′

x⃗) ∧ (JΓKx⃗ ◦ JΓK′
x⃗)

= (JφKx⃗ ∧ JΓKx⃗) ◦ JΓK′
x⃗

= (JψKx⃗ ∧ JΓKx⃗) ◦ JΓK′
x⃗

= (JψKx⃗ ◦ JΓK′
x⃗) ∧ (JΓKx⃗ ◦ JΓK′

x⃗)
= (JψKx⃗ ◦ JΓK′

x⃗) ∧ true
= JψKx⃗ ◦ JΓK′

x⃗

となるから命題 6.7と↔の定義より Γ |=I φ ↔ ψ である．

以上により次の定理が得られた．

定理 6.12 (健全性定理). Γ ⊢T φならば Γ |=T φである．

定理 6.13. pure local set theoryは無矛盾である．

証明. まず準備として，有限集合がなす充満部分圏 FinSet ⊂ Setはトポスである．この
FinSetにおける局所言語 Lの解釈 I を以下により定める．

• II は 1元集合とする．
• ΩI := Ω = {0, 1}とする．
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• 型記号 A ∈ Lに対して AI は非空有限集合とする (なんでもよい)．
• 関数記号 f : A → Bに対して fI は写像 AI → BI とする (なんでもよい)．

さて pure local set theory が矛盾していると仮定する．即ち ⊢ ⊥ である．x, y を型
Ω の異なる変数記号として L-論理式 x = y を考えると，命題 2.39 より ⊢ x = y とな
る．よって健全性定理 (定理 6.12) により |=I x = y である．これは命題 6.7 によりJxKxy = JyKxy を意味する．定義より JxKxy = p1 : Ω × Ω → Ω，JyKxy = p2 : Ω × Ω → Ω
であるから p1 = p2 となるが，これは Ω = {0, 1}だから成り立たず矛盾である．

命題 6.14. I が S のモデルで ⊢S t = sのとき JtKx⃗ = JsKx⃗ である．

証明. ⊢S t = sとすると健全性定理 (定理 6.12)により |=S t = sである．よって命題 6.7
により JtKx⃗ = JsKx⃗ となる．

J{y | φ}Kx⃗ の定義において，x⃗に現れない変数記号 uを使って φ[y ⇝ u]を考えていた
が，命題 2.32によれば ⊢ {u | φ[y ⇝ u]} = {y | φ}である．よって命題 6.14により

J{u | φ[y ⇝ u]}Kx⃗ = J{y | φ}Kx⃗

となる．これにより初めから y は x⃗に現れないとしてよく，その場合

|y| × |x⃗|

|y| × P|y| Ω

JφKyx⃗idCI
×J{y|φ}Kx⃗

∈

となる．以下では J{y | φ}Kx⃗ を扱う場合には，特に断らなくても y は x⃗に現れないもの
とする．

6.4 完全性定理
local set theory S に対して，Lの C(S)における解釈 Cを次により定める．

• 型記号 Aに対して AC := UA とする．
• 関数記号 f : A → Bに対して fC := mapx

f(x) : UA → UB とする．

この解釈を S の canonicalな解釈という

命題 6.15. 項 tに対して JtKCx⃗ S= mapx⃗
t である．
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証明. tの構成についての帰納法．
(1) t ≡ ∗の場合． J∗Kx⃗ = (|x⃗| !−→ 1) = mapx⃗

∗ .

(2) t ≡ xi が変数記号の場合．

JxiKx⃗ = pi = mapx⃗
xi
.

(3) t ≡ f(s) (f : C → Bは関数記号で，sは型 Cの項)の場合．

Jf(s)Kx⃗ = (|x⃗| JsKx⃗−−−→ UC fC−→ UB)

= (|x⃗| mapx⃗
s−−−→ UC

mapy
f(y)−−−−−→ UB) (帰納法の仮定と I の定義)

= mapx⃗
f(s). (命題 5.2)

(4) t ≡ ⟨s1, · · · , sm⟩ (si は型 Ci の項)の場合．

J⟨s1, · · · , sm⟩Kx⃗ = ⟨Js1Kx⃗, · · · , JsmKx⃗⟩

= ⟨mapx⃗
s1
, · · · ,mapx⃗

sm
⟩ (帰納法の仮定)

であるから ⟨mapx⃗
s1
, · · · ,mapx⃗

sm
⟩ = mapx⃗

⟨s1,··· ,sm⟩ を示せばよい．そこで次の図式を考
える．

|x⃗|

UC1 × · · · × UCm

UC1 · · · UCm

mapx⃗
s1 mapx⃗

sm

p1
pm

mapx⃗
⟨s1,··· ,sm⟩

(2)で示した通り，y⃗ = {yC1
1 , · · · , yCm

m }とすれば pi = mapy⃗
yi
である．よって命題 5.2に

より
pi ◦ mapx⃗

⟨s1,··· ,sm⟩ = mapy⃗
yi

◦ mapx⃗
⟨s1,··· ,sm⟩ = mapx⃗

si

となるから，直積の普遍性により ⟨mapx⃗
s1
, · · · ,mapx⃗

sm
⟩ = mapx⃗

⟨s1,··· ,sm⟩ である．
(5) t ≡ qi(s) (sは型 C1 × · · · × Cm の項)の場合．まず y を型 C1 × · · · × Cm の変数記
号とすると y ∈ UC1×···×Cm ⊢S qi(y) ∈ UCi である．よって mapy

qi(y) : UC1×···×Cm → UCi

は S-写像であるが，定義より

mapy
qi(y) ≡ {⟨y, qi(y)⟩ | ⊤} S= {⟨⟨zC1

1 , · · · , zCm
m ⟩, zCi

i ⟩ | ⊤} S= pi
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である．よって

Jqi(s)Kx⃗ = (|x⃗| JsKx⃗−−−→ UC1 × · · · × UCm
pi−→ UCi)

= (|x⃗| mapx⃗
s−−−→ UC1 × · · · × UCm

mapy
qi(y)−−−−−→ UCi)

= mapx⃗
qi(s).

(6) t ≡ {y | φ} (y は型 C の変数記号) の場合．J{y | φ}Kx⃗ は JφKyx⃗ の随伴射である．
帰納法の仮定より

JφKyx⃗
S= mapyx⃗

φ ≡ {⟨⟨y, x1, · · · , xn⟩, φ⟩ | ⊤}

だから，この随伴射は
{⟨⟨x1, · · · , xn⟩, {y | φ}⟩ | ⊤} ≡ mapx⃗

{y|φ}

である．
(7) t ≡ s0 = s1 (s0, s1 は型 Cの項)の場合．

Js0 = s1Kx⃗ = (|x⃗| J⟨s0,s1⟩Kx⃗−−−−−−→ UC × UC eq−→ Ω)

= (|x⃗|
mapx⃗

⟨s0,s1⟩−−−−−−−→ UC × UC mapyz
y=z−−−−−→ Ω) (帰納法の仮定)

= mapx⃗
s0=s1

. (命題 5.2)

(8) t ≡ s0 ∈ s1 (s0, s1 は型 C, PCの項)の場合．

Js0 ∈ s1Kx⃗ = (|x⃗| J⟨s0,s1⟩Kx⃗−−−−−−→ UC × PUC ∈−→ Ω)

= (|x⃗|
mapx⃗

⟨s0,s1⟩−−−−−−−→ UC × PUC mapyz
y∈z−−−−−→ Ω) (帰納法の仮定)

= mapx⃗
s0∈s1

. (命題 5.2)

定理 6.16. local set theory S に対して Γ |=C φ ⇐⇒ Γ ⊢S φである．即ち Cは S のモ
デルである (このモデルを S の canonicalモデルと呼ぶ)．

証明. まず Γ = ∅の場合を考えると，Var(φ) = {x1, · · · , xn}とすれば

|=C φ ⇐⇒ JφKx⃗
S= true

⇐⇒ mapx⃗
φ

S= mapx⃗
⊤ (命題 5.7, 6.15)

⇐⇒ ⊢S φ = ⊤ (命題 5.3)
⇐⇒ ⊢S φ (命題 2.11, 2.12)
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である．よって一般の Γの場合は Γ = {φ1, · · · , φk}と書くと，まず命題 2.23, 2.24と健
全性定理の証明 (命題 6.8, 6.10)により

φ1 ∧ · · · ∧ φk |=C φ ⇐⇒ |=C φ1 ∧ · · · ∧ φk → φ

である．従って

Γ |=C φ ⇐⇒ φ1 ∧ · · · ∧ φk |=C φ

⇐⇒ |=C φ1 ∧ · · · ∧ φk → φ

⇐⇒ ⊢S φ1 ∧ · · · ∧ φk → φ

⇐⇒ φ1 ∧ · · · ∧ φk ⊢S φ

⇐⇒ Γ ⊢S φ

となる．

定理 6.17 (完全性定理). T をシークエントの集合とするとき，Γ |=T φならば Γ ⊢T φ

である．

証明. Γ |=T φとする．S を T で生成される local set theory とすれば，定理 6.16 より
Cは T のモデルである．よって Γ |=C φとなる．従って再び定理 6.16より Γ ⊢S φであ
る．故に S の定義より Γ ⊢T φとなる．

7 トポスが定める local set theory
トポス E に対して，局所言語 L(E)を以下により定める．

• 型記号は E の対象とする (但し 1と Ωは除く)．
• 関数記号は E の射とする．但し E の射として f : a → bのとき，関数記号 f のシ
グネチャは a → bとする．

以下では区別のため，E の対象や射が定める記号を下線を付けて区別することにする．
つまり a ∈ E が対象のとき aは L(E)の型記号であり，f : a → bが射のとき f は L(E)
の関数記号である．f のシグネチャは a → bとなる．但し便宜上 1 := I，Ω := Ωと定め
ておく．
このとき L(E)の E での解釈 J (これを自然な解釈という)を以下のようにして定める
ことができる．

• 型記号 aに対して aJ := aとする．
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• 関数記号 f に対して f
J

:= f とする．

これを使って Th(E) := {Γ : φ | Γ |=J φ}と定める．

定理 7.1. トポス E に対して Γ ⊢Th(E) φ ⇐⇒ Γ |=J φである．即ち Th(E)は local set
theoryである．

証明. (=⇒) Γ ⊢Th(E) φとすると健全性定理 (定理 6.12)より Γ |=Th(E) φである．J は
Th(E)のモデルだから Γ |=J φとなる．

(⇐=) 定義から明らか．

命題 7.2. f, g : a → bを E の射とするとき

f = g ⇐⇒ ⊢Th(E) f(x) = g(x).

証明. (=⇒) f = g のときは関数記号として f ≡ g だから明らか．
(⇐=) ⊢Th(E) f(x) = g(x)とすると定理 7.1より |=J f(x) = g(x)である．つまり命題

6.7より Jf(x)Kx = Jg(x)Kx となる．定義より

Jf(x)Kx = (|x| id−→ |x|
f

J−−→ b) = f

Jg(x)Kx = (|x| id−→ |x|
g

J−→ b) = g

となるから f = g である．

命題 7.3. f : a → b，g : b → cを E の射とするとき

⊢Th(E) g(f(x)) = g ◦ f(x).

証明. 定理 7.1と命題 6.7より Jg(f(x))Kx = Jg ◦ f(x)Kx を示せばよい．これは定義より

Jg(f(x))Kx = (|x| id−→ |x|
f

J−−→ b
g

J−→ b) = g ◦ f

Jg ◦ f(x)Kx = (|x| id−→ |x|
g◦f

J−−−→ c) = g ◦ f

となるから成り立つ．

命題 7.4. f : a → bを E の射とするとき

f がモノ射⇐⇒ f(x) = f(y) ⊢Th(E) x = y.
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証明. (=⇒) f をモノ射とする．命題 2.7より f(x) = f(y) ⊢Th(E) f(x) = f(y)なので，
定理 7.1より f(x) = f(y) |=Th(E) f(x) = f(y)である．Γ := {f(x) = g(x)}とすれば命
題 6.7より Jf(x)Kxy ◦ JΓK′

xy = Jf(y)Kxy ◦ JΓK′
xy

となる．即ち
f ◦ JxKxy ◦ JΓK′

xy = f ◦ JyKxy ◦ JΓK′
xy

である．今 f がモノ射だから

JxKxy ◦ JΓK′
xy = JyKxy ◦ JΓK′

xy

となる．従って f(x) = f(y) |=Th(E) x = y である．再び定理 7.1より

f(x) = f(y) ⊢Th(E) x = y

となる．
(⇐=) g, h : c → aが f ◦ g = f ◦ hを満たすとする．命題 7.2, 7.3より

⊢Th(E) f(g(x)) = f(h(x))

である．よって

上述: f(g(x)) = f(h(x))

仮定
f(u) = f(v) : u = v

S(u⇝ g(x), v ⇝ h(x))
f(g(x)) = f(h(x)) : g(x) = h(x)

C ⋆: g(x) = h(x)

により ⊢Th(E) g(x) = h(x)となる．よって再び命題 7.2により g = hである．

命題 7.5. tを型 Bの項とすると J{t}Kx⃗ = (|x⃗| JtKx⃗−−→ BI

{·}BI−−−→ PBI)である．特に型 Aの
変数記号 xに対して J{x}Kx = {·}AI

となる．

証明. {t} ≡ {y | y = t}だったから，定義より次の図式が可換となる．

BI × |x⃗|

BI × PBI Ω

Ju=tKux⃗idBI
×J{t}Kx⃗

∈
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このとき

Ju = tKux⃗ = (|ux⃗| ⟨JuKux⃗,JtKux⃗⟩−−−−−−−−→ BI × BI
eq−→ Ω)

= (BI × |x⃗| id×JtKx⃗−−−−−→ BI × BI
eq−→ Ω)

である．即ち次の図式が可換となる．

BI × BI Ω

BI × |x⃗| Ω

BI × PBI Ω

eq

id

id

id×JtKx⃗

id×J{t}Kx⃗

∈

よって随伴により次の可換図式を得る．

BI PBI

|x⃗| PBI

PBI PBI

{·}BI

id

id

JtKx⃗

J{t}Kx⃗

id

即ち (|x⃗| JtKx⃗−−→ BI

{·}BI−−−→ PBI) = J{t}Kx⃗ である．

命題 7.6. {·}a : a → Paはモノ射である．

証明. 命題 7.4より
{·}a(x) = {·}a(y) ⊢Th(E) x = y

を示せばよい．まず定義より J{·}a(x)Kx = (a id−→ a
{·}a

J−−−→ Pa) = {·}a である．一方で
命題 7.5より {·}a = J{x}Kx だから J{·}a(x)Kx = J{x}Kx となる．よって命題 6.7により
|=J {·}a(x) = {x}となる．即ち ⊢Th(E) {·}a(x) = {x}である．以上により

{x} = {y} ⊢Th(E) x = y

を示せばよいが，これは明らか．
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命題 7.7. f : a → cを E の射，m : b → cをモノ射として

⊢Th(E) ∃y [m(y) = f(x)]

とする．このとき g : a → bが一意に存在してm ◦ g = f となる．

証明. モノ射mに対応する射を k : c → Ωとする．即ち次の図式は pullbackである．

b 1

c Ω

!

truem

k

特に k ◦m = trueである．このとき次のようにして ⊢Th(E) k(f(x))となる．

仮定: ∃y [m(y) = f(x)]

命題 2.6
m(y) = f(x) : k(m(y)) = k(f(x))

命題 7.3
m(y) = f(x) : ⊤ = k(f(x))

命題 2.12
m(y) = f(x) : k(f(x))

命題 2.56 ⋆∃y [m(y) = f(x)] : k(f(x))
C ⋆: k(f(x))

故に定理 7.1により |=J k(f(x))である．即ち Jk(f(x))Kx = trueとなる．定義より

Jk(f(x))Kx = (a f−→ c
k−→ Ω)

だから pullbackの普遍性により次の点線の射 g が存在して可換となる．

a

b 1

c Ω

!

truem

k

!

f

g

即ちm ◦ g = f である．

命題 7.8. x, y を型 a, bの変数記号として，L(E)-論理式 φ(x, y)が

⊢Th(E) ∃!y φ(x, y)
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を満たすとする．このとき E の射 g : a → bが一意に存在して

⊢Th(E) φ(x, g(x))

となる．

証明. t ≡ {y | φ(x, y)} として f := JtKJ
x と定める．x の型が a で t の型が Pb だから，

f : a → Pbとなる．また

Jf(x)Kx = (a id−→ a
f

J−−→ Pb) = f = JtKx

となるから命題 6.7により |=J f(x) = t，即ち ⊢Th(E) f(x) = tである．よって uを新し
い変数記号とすると

基本公理
y = u, φ(x, y) : φ(x, u)

命題 2.62 ⋆∃!y φ(x, y), φ(x, y), φ(x, u) : u = y
仮定

φ(x, y), φ(x, u) : u = y
Eq

φ(x, y) : (u = y) ↔ φ(x, u)
定義

φ(x, y) : u ∈ {y} ↔ u ∈ t
Ex ⋆

φ(x, y) : {y} = t
上述，命題 7.6の証明

φ(x, y) : {·}b(y) = f(x)
命題 2.58 ⋆

φ(x, y) : ∃y [{·}b(y) = f(x)]
命題 2.56 ⋆∃y φ(x, y) : ∃y [{·}b(y) = f(x)]
仮定，命題 2.61 ⋆: ∃y [{·}b(y) = f(x)]

となる．従って命題 7.7 により，ある g : a → b が一意に存在して {·}b ◦ g = f と
なる．よって命題 7.2, 7.3 により ⊢Th(E) {·}b(g(x)) = f(x) となる．上で示した通り
⊢Th(E) f(x) = tで，また命題 7.6の証明で示した通り ⊢Th(E) {·}a(x) = {x}だから

⊢Th(E) {g(x)} = t

となる．即ち ⊢Th(E) g(x) ∈ t なので ⊢Th(E) φ(x, g(x))である．

定理 7.9. トポス E に対して C(Th(E)) ≃ E である．即ち任意のトポスは linguistic
toposと圏同値になる．

証明. 関手 F : E → C(Th(E))を以下により定める．

• a ∈ E に対して Fa := Ua とする．
• f : a → b に対して f : a → b である．よって x ∈ Fa ⊢Th(E) f(x) ∈ Fb となる．
そこで Ff := mapf(x) : Fa → Fbと定める．
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この F が圏同値であることを示す．
(本質的全射) X を Th(E)-集合とする．x ∈ X は L(E)-論理式である．そこで E での
自然な解釈 J を使って iX := Jx ∈ XK′

x，a := dom(iX)と定める．即ち次の図式は E に
おける pullbackである．

a 1

|x| Ω

!

trueiX

Jx∈XKx

iX は E の射だから L(E) の関数記号 iX : a → |x| を定める．よって u を型 a の変数記
号とすれば iX(u)は項である．従って自然な解釈 J により E の射 JiX(u)Ku が定まるが，
このとき補題 6.2により

a

|x| Ω

JiX (u)∈XKuJiX (u)Ku

Jx∈XKx

は可換である．ここで定義より

JiX(u)Ku = iX J
= iX = Jx ∈ XK′

x

である．よって Ji(u) ∈ XKu = trueとなるから |=J iX(u) ∈ X である．故に定理 7.1よ
り ⊢Th(E) iX(u) ∈ X が分かる．従って Th(E)-写像 fX := mapu

iX (u) : Fa = Ua → X

が定まる．iX がモノ射だから fX は単射である．よって fX が全射であることを示せば
よい．まず

命題 2.7: iX(v) = iX(v)
命題 2.58 ⋆: ∃u (iX(v) = iX(u))

より J∃u (iX(v) = iX(u))Kv = true が分かる．よって補題 6.2 により次の図式の一番外
側は可換である．

a

b 1

|x| Ω

!

trueJ∃u (x=iX (u))K′
x

J∃u (x=iX (u))Kx

!

JiX (v))Kv

h
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従って pullbackの普遍性により点線の hが得られる．ここで

JiX(v))Kv = iX = Jx ∈ XK′
x

だったから Jx ∈ XKx ≤ J∃u (x = iX(u))Kx となる．即ち

x ∈ X |=J ∃u (x = iX(u))

だから x ∈ X ⊢Th(E) ∃u (x = iX(u))である．よって

x ∈ X : ∃u (x = iX(u))
命題 2.24: x ∈ X → ∃u (x = iX(u))
命題 2.34 ⋆: ∀x ∈ X ∃u (x = iX(u))

となる．よって fX の定義より ⊢Th(E) ∀x ∈ X ∃u ∈ Fa (x = fX(u))である．
(忠実) f, g : a → bを E の射として Ff

Th(E)= Fg とする．つまり定義より

⊢Th(E) mapx
f(x) = mapx

g(x)

である．命題 5.3より ⊢Th(E) f(x) = g(x)となるから，命題 7.2より f = g である．
(充満) f : Fa → Fbを Th(E)-写像とする．即ち ⊢Th(E) ∀x ∈ Fa ∃!y ∈ Fb ⟨x, y⟩ ∈ f

である．Fa = Ua，Fb = U b だから ⊢Th(E) ∃!y ⟨x, y⟩ ∈ f となる．よって補題 7.8によ
り，E の射 g : a → bが一意に存在して

⊢Th(E) ⟨x, g(x)⟩ ∈ f

となる．よって Fg = mapx
g(x) = f である．

この定理により，トポスの色々な性質を Set の場合と同じように証明するということ
が可能になる．例えば次のような証明ができる (この命題は [4]ではモナドを使った圏論
的な証明がされている)．

命題 7.10. 任意のトポス E は有限余完備である．

証明. 有限余完備性は圏同値で保たれるから，local set theory S に対して C(S)が有限
余完備であることを示せばよい．
まず 0 := ∅I が C(S)の始対象であることが分かる．
次に S-集合 X,Y に対して項 ⟨{x}, 0⟩ は S-写像 mapx

⟨{x},0⟩ : X → X + Y を定める．
同様にして Y → X + Y も得られて，これにより X + Y は X と Y の余直積になること
が分かる．
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最後に f, g : X → Y を S-写像とするとき，Y 上の 2項関係 (即ち S-集合R ⊂ Y ×Y )を

R ≡
∩

{u | uは Y 上の同値関係 ∧ ∀x∀y ∀z (⟨x, y⟩ ∈ f ∧ ⟨x, z⟩ ∈ g → ⟨y, z⟩ ∈ u)}

と定義すると ⊢S (Rは同値関係 )となる．よって

t ≡ {x | ⟨x, y⟩ ∈ R}, Y/R ≡ {t | y ∈ Y }

と定義すると mapy
t : Y → Y/Rは S-写像であり，これが f と g の coequalizerを与える

ことが分かる．

命題 7.11. トポス E における射 f : a → 0は同型射である．

証明. E = C(S) の場合に証明すればよい．そこで f : X → 0 を C(S) の射とする．こ
の場合 0 = ∅I であり，f が S-写像だから ⊢S ∀x ∈ X ∃!y ∈ ∅I f(x) = y となる．故に
X = ∅であり，f は同型となる．

命題 7.12. トポス E における射 f : 0 → aはモノ射である．

証明. g, h : b → 0とすると，命題 7.11により g は同型射だから逆射 g−1 : 0 → bが存在
する．このとき 0が始対象だから h ◦ g−1 = id0 である．よって h = g となる．
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