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この PDFでは Hilbert空間がなす圏の特徴付けを紹介する．先に答えを書いてしまう
と，次を満たすダガーモノイダル圏 V はHilbR かHilbC と圏同値になる (定理 30)．

(1) I は simpleかつ generatorである．
(2) V は有限ダガー双積とダガー equalizerを持つ．
(3) 任意のダガーモノ射は，ある射のダガー核になる．(ダガー核条件)
(4) DM ⊂ V をダガーモノ射のなす部分圏とする．P が有向順序で T : P → DM が
関手ならば，T の余極限が存在する．

これらの条件は純粋に圏論的な条件であって，ノルムや距離のようなものは一切現れてい
ないところが不思議な点だと思う．
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1 半環について
まず最初に半環など使用する用語についてまとめる．
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定義. 半環 (semiring)とは R = 〈R,+, ·, 0, 1〉であって以下の条件を満たすものをいう．

(1) 〈R,+, 0〉は可換モノイドである．
(2) 〈R, ·, 1〉はモノイドである．
(3) α, β, γ ∈ Rに対して (α+ β)γ = αγ + βγ，α(β + γ) = αβ + αγ である．
(4) α ∈ Rに対して 0α = 0 = α0である．

定義. Rを半環とする．

(1) Rが可除半環 (division semiring)
⇐⇒任意の α ∈ Rに対して，ある y ∈ Rが存在して αβ = 1 = βαとなる．

(2) Rが zerosumfree
⇐⇒ α, β ∈ Rに対して「α+ β = 0ならば α = β = 0」である．

(3) Rが斜体 (skew field)
⇐⇒ R が可除半環かつ 0 6= 1で，任意の α ∈ R に対してある β ∈ R が存在して
α+ β = 0となる．

命題 1. Rが可除半環で zerosumfreeでないならば，Rは斜体である．

証明. zerosumfreeでないとすると，ある a, b ∈ R \ {0}により a+ b = 0となる．(従っ
て 0 6= 1である．) このとき任意の α ∈ Rに対して

α+ αa−1b = αa−1(a+ b) = 0

となるから Rは斜体である．

定義. 半環 R 上の対合 (involution)とは関数 (−)∗ : R → R であって，α, β ∈ R に対し
て以下が成り立つものをいう．

α∗∗ = α, (α+ β)∗ = α∗ + β∗, (αβ)∗ = β∗α∗, 0∗ = 0

定義. Rを半環とする．右 R-半加群 (right R-semimodule)とは，右作用の与えられた可
換モノイドM であって，α, β ∈ R，x, y ∈ M に対して以下が成り立つものをいう．

(x+ y)α = xα+ yα, x(α+ β) = xα+ xβ, (xα)β = x(αβ), x1 = x

定義. K を斜体とする．右K-半加群M が右K-線型空間⇐⇒ M がアーベル群である．

定義. K を斜体，∗を K 上の対合，Hを右 K-線型空間とする．H上の Hermite形式と
は写像 〈 · | · 〉 : H × H → K で以下の条件を満たすものをいう．
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(1) α, β ∈ K と x, y, z ∈ Hに対して 〈xα+ yβ|z〉 = 〈x|z〉α+ 〈y|z〉β である．
(2) x, y ∈ Hに対して 〈x|y〉∗ = 〈y|x〉である．
(3)「任意の x ∈ Hに対して 〈x|y〉 = 0」ならば y = 0である．

Hと 〈 · | · 〉の組を Hermite空間という．

定義. Hを Hermite空間とする．

(1) 部分集合 S ⊂ Hが正規直交系⇐⇒任意の x, y ∈ S に対して

〈x|y〉 =
{

0 (x = y のとき)
1 (x 6= y のとき)

(2) 部分集合 S ⊂ H に対して S⊥ := {x ∈ H | 任意の y ∈ S に対して 〈x|y〉 = 0} と
書く．

(3) 部分線型空間M ⊂ Hが閉部分空間⇔ M⊥⊥ = M である．
(4) Hが orthomodular ⇐⇒閉部分空間M ⊂ Hに対してM +M⊥ = Hである．
(5) Hが内積空間

⇐⇒任意の x ∈ Hに対して 〈x|x〉 ∈ R≥0 であり，更に「〈x|x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0」で
ある．

(6) Hが内積空間のとき，x ∈ Hに対して ‖x‖ :=
√

〈x|x〉を xのノルムという．
(7) K ∼= R,C,Hとする．Hが Hilbert空間

⇐⇒ Hは内積空間で，ノルムについて完備である．
(8) Hを Hilbert空間とする．B ⊂ Hが正規直交基底

⇐⇒ B は正規直交系で，任意の x ∈ Hに対して次が成り立つ．

「任意の b ∈ B に対して 〈b|x〉 = 0」ならば x = 0である．

定義. H,H′ を内積空間，T : H → H′ を線型写像とする．

(1) T が有界⇐⇒ ‖T‖ := sup{‖T (x)‖ | x ∈ H, ‖x‖ ≤ 1} < ∞である．
(2) T の随伴とは，線型写像 T † : H′ → Hであって

任意の x ∈ H′，y ∈ Hに対して 〈T †(x)|y〉 = 〈x|T (y)〉

となるものをいう．
(3) T がユニタリ写像

⇐⇒ T は全単射で，更に x, y ∈ Hに対して 〈T (x)|T (y)〉 = 〈x|y〉である．
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命題 2. K = R,C,Hとして T : H → H′ をK 上の Hilbert空間の間の線型写像とする．
このとき T が随伴を持てば T は有界である．

証明. [1] Theorem 2.3.9. を参照．

定理 3. K 上の Hermite空間 H が orthomodular で正規直交列 {fn}∞
n=0 が存在すると

する．このときK は R,C,Hのいずれかと同型でありHは Hilbert空間である．

証明. [2]を参照．

定理 4. K = R,C,Hとして HをK 上の無限次元 Hilbert空間とする．このとき有界線
型写像 T : H → H に対して，ユニタリ写像 U0, · · · , Un : H → H と α0, · · · , αn ∈ K が
存在して T = α0U0 + · · · + αnUn となる．

証明. [1] Appendixを参照．

2 ダガー圏について
定義. C を圏とする．以下の条件を満たす関手 (−)† : Cop → C をダガーという*1．

(1) 対象 a ∈ C に対して a† = aである．
(2) (−)†† = idC である．

ダガーが与えられた圏をダガー圏 (dagger category)という．

例 5. K = R,C,H に対して，K 上の Hilbert 空間と有界線型写像がなす圏を HilbK

と書く．任意の射 T ∈ HilbK に対して随伴 T † が存在することが分かる．これにより
HilbK はダガー圏となる．

定義. f : a → bをダガー圏 C の射とする．

(1) f : u → v がダガーモノ射⇐⇒ f† ◦ f = idu となる．
(2) f : u → v がダガーエピ射⇐⇒ f ◦ f† = idv となる．
(3) f : u → v がダガー同型⇐⇒ f がダガーモノ射かつダガーエピ射である．

次の性質は定義から明らかである．

*1 この PDFでは Kan拡張は登場しないため，†は常にダガーを表している．
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• ダガーモノ射はモノ射で，ダガーエピ射はエピ射である．
• ダガー同型は同型である．
• f がダガーモノ射ならば，f† はダガーエピ射である．
• f がダガーエピ射ならば，f† はダガーモノ射である．

定義. C を零対象を持つ圏とする．
C の射 f が零エピ射⇐⇒ g ◦ f = 0ならば g = 0である．

明らかにエピ射は零エピ射である．

定義. f, g : a → bをダガー圏 C の射とする．
e : c → aが f と g のダガー equializer ⇐⇒ eが f と g の equalizerであり，かつ eはダ
ガーモノ射である．

定義. C を零対象を持つダガー圏として f を C の射とする．f と 0 のダガー equalizer
を f のダガー核という．ここでは f のダガー核を単に ker(f)で表す．ダガー余核も同様
に定義する．

定義. ダガー圏 C がダガー equalizerを持つ
⇐⇒ C の任意の射 f, g : a → bに対して，f と g のダガー equalizerが存在する．

定義. ダガー圏 C がダガー核を持つ
⇐⇒ C は零対象を持ち，C の任意の射 f に対してダガー核 ker(f)が存在する．

ダガー coequalizerとダガー余核についても同様に定義する．

命題 6. C をダガー核を持つダガー圏とする．このとき f : a → bに対して coker(f) :=
ker(f†)† と定義すればこれはダガー余核になる．

証明. ダガー核がダガーモノ射なので coker(f)はダガーエピ射である．よって coker(f)
が余核であることを示せばよい．そこで g : b → cが g◦f = 0を満たすとする．f†◦g† = 0
だから ker(f†)の普遍性により，次の点線の射 hが得られる．

a b •

c

f† ker(f†)

g†
h
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これに †を適用すれば次の図式が得られる．

a b •

c

f coker(f)

g h†

一意性も容易に分かるから coker(f)は余核である．

命題 7. C をダガー核を持つダガー圏とする．このとき f : a → bに対してダガーモノ射
iと零エピ射 eが存在して f = i ◦ eとなる．

証明. i := ker(coker(f))とする．核の普遍性から

a

•

b •
f coker(f)

i = ker(coker(f))e

f = i ◦ e となる e が得られる．これが零エピ射であることを示せばよい．そこで g が
g ◦ e = 0を満たすとする．iがダガーモノ射だから i† ◦ f = i† ◦ i ◦ e = eである．この
とき

f† ◦ (i ◦ g†) = (g ◦ i† ◦ f)† = (g ◦ e)† = 0† = 0

となる．よって ker(f†)の普遍性により次の点線の射 k が得られる．

•

a

•

b •
f† ker(f†)

ie†

g†

k

ker(f†)はダガーモノ射だから

k = ker(f†)† ◦ ker(f†) ◦ k = ker(f†)† ◦ i ◦ g† = coker(f) ◦ i ◦ g† = 0

となる．故に i ◦ g† = ker(f†) ◦ k = 0が分かる．iがモノ射だから g† = 0，従って g = 0
である．

命題 8. C を零対象とダガー equalizerを持つダガー圏とする．このとき零エピ射はエピ
射である．
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証明. f : a → b を零エピ射とする．f がエピ射であることを示すため，g, h : b → c が
g ◦ f = h ◦ f を満たすとする．m : d → bを g と hのダガー equalizerとして coker(m)
を考える (命題 6によりこれは取れる)．

a b c

d

•

f

g

h

m

coker(m)

k

g ◦ f = h ◦ f より，点線の射 k が一意に存在して可換となる．このとき

coker(m) ◦ f = coker(m) ◦m ◦ k = 0

で e が零エピ射だから coker(m) = 0 が分かる．よって m は同型射であり g = h とな
る．

定義. C がダガー核条件を満たす
⇐⇒ C は零対象を持つダガー圏で，任意のダガーモノ射 f : a → b に対して，ある射
g : b → cが存在して，f は g のダガー核になる．

命題 9. C をダガー equalizerを持つダガー圏として，更にダガー核条件を満たすとする．
このとき f : a → bに対して次の条件は同値である．

(1) f はエピ射である．
(2) f は零エピ射である．
(3) coker(f) = ! : b → 0である．

証明. 1 ⇐⇒ 2は命題 8である．
(1 =⇒ 3) f : a → bをエピ射とすれば ! : b → 0は f の余核である．これは明らかにダ
ガーエピ射だから coker(f) = !である．

(3 =⇒ 1) coker(f) = !として，g, h : b → cが g ◦ f = h ◦ f を満たすとする．mを g

と hのダガー equalizerとすれば，普遍性により次の点線の射 k が得られる．

a b c

•

f

g

h

mk
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mがダガーモノ射だから，ダガー核条件によりある sを使ってm = ker(s)と書ける．こ
のとき s ◦ f = s ◦m ◦ k = 0となるから，coker(f) = !の普遍性により s = 0である．

a b c

•

•0

f

g

h

m = ker(s)

s

k

coker(f) = !

!

よってm = ker(s)は同型である．故に g = hとなる．

定義. ダガー圏 C の射 p : a → aが射影⇐⇒ p† ◦ p = pである．

命題 10. p : a → aが射影⇐⇒ p ◦ p = pかつ p† = pである．

証明. (=⇒) まず
p† = (p† ◦ p)† = p† ◦ p†† = p† ◦ p = p

である．よって p ◦ p = p† ◦ p = pとなる．
(⇐=) p† ◦ p = p ◦ p = pである．

命題 11. Proja := {p : a → a | pは射影 }は

p ≤ q ⇐⇒ q ◦ p = p

により順序集合になる．

証明. まず p ≤ pは命題 10より明らかである．
次に p ≤ q かつ q ≤ pとすると

p = q ◦ p = q† ◦ p† = (p ◦ q)† = q† = q

である．
最後に p ≤ q かつ q ≤ r とすると r ◦ p = r ◦ q ◦ p = q ◦ p = pである．

命題 12. 任意の部分集合 X ⊂ Proja は上限 supX ∈ Proja を持つ．

証明. [1]を参照．
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定義. C をダガー圏，a, b ∈ C を対象とする．aと bの双積*2

a a⊕ b b
i0

p0

i1

p1

がダガー双積⇐⇒ p†
0 = i0，p†

1 = i1 である．

定義. ダガー圏 C が有限ダガー双積を持つ
⇐⇒ C が零対象を持ち，更に任意の a, b ∈ C のダガー双積が存在する．

命題 13. f : a → a′，g : b → b′ をダガー圏 C の射として，ダガー双積 a ⊕ b と a′ ⊕ b′

が存在するとする．双積の性質により射 f ⊕ g : a ⊕ b → a′ ⊕ b′ が得られる．このとき
(f ⊕ g)† = f† ⊕ g† である．

証明. f ⊕ g は次の普遍性で得られる射である．

a a⊕ b b

a′ a′ ⊕ b′ b′

p0 p1

p0 p1

f gf⊕g

よってこの図式に †を適用すれば

a a⊕ b b

a′ a′ ⊕ b′ b′

i0 i1

i0 i1

f†
g†(f⊕g)†

となる．よって (f ⊕ g)† = f† ⊕ g† である．

3 体を得る方法
純粋に圏論的な条件から Rや Cが出てくるのが不思議な点であるが，この節ではこれ
がどのようにして出てくるか解説する．

命題 14. C を有限双積を持つ圏とする．

*2 双積については「双積・弱完全圏」の PDFを参照．
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(1) a ∈ C に対して HomC(a, a)は半環である．
(2) a, b ∈ C に対して HomC(a, b)は右 HomC(a, a)-半加群である．

証明. 有限双積を持つ圏は CMon-豊穣圏とみなせる．これにより HomC(a, a)は半環で
あり，更に HomC(a, b)は右 HomC(a, a)-半加群である．

命題 15. C が有限ダガー双積を持つダガー圏ならば HomC(a, a) は対合を持つ半環で
ある．

証明. まず命題 14 より HomC(a, a) は半環である．このときダガー (−)† : Cop → C は
関数 (−)† : HomC(a, a) → HomC(a, a)を与えるが，これは

f†† = f, (f + g)† = f† + g†, (g ◦ f)† = f† ◦ g†, 0† = 0

を満たす．よってダガーは HomC(a, a)上の対合になる．

定義. C を零対象を持つ圏とするとき，対象 a ∈ C が simpleとは次の条件を満たすこと
をいう．

(1) ida 6= 0である．
(2) モノ射 f : b → aは零射でなければ同型である．

命題 16. C を有限ダガー双積とダガー equalizer を持つダガー圏として，c0 ∈ C を
simpleとする．

(1) HomC(c0, c0)は対合を持つ可除半環である．
(2) 更に C がダガー核条件を満たすならば，HomC(c0, c0)は斜体である．

証明. (1) 命題 15より HomC(c0, c0)は対合を持つ半環である．よって可除性を示せばよ
い．そのためには任意の f ∈ HomC(c0, c0) \ {0}が同型射であることを示せばよい．
まず命題 7 からダガーモノ射 i : a → c0 と零エピ射 e : c0 → a を使って f = i ◦ e と
書ける．このとき c0 が simple だから i は零射か同型である．零射だとすると f = 0 に
なってしまうので，f 6= 0より iは同型と分かる．すると f も零エピ射である．命題 8よ
り f はエピ射である．このとき f† : c0 → c0 はモノ射であることが分かる．よって再び
simple性から f† 6= 0は同型射である．故に f = f†† は同型射である．

(2) 命題 1 により，HomC(c0, c0) が zerosumfree でないことを示せば斜体であること
が分かる．そこで zerosumfreeであると仮定する．∇ : c0 ⊕ c0 → c0 を余対角射として，
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fi で合成
a

ker(∇)−−−−→ c0 ⊕ c0
pi−→ s

を表すことにする．f0 + f1 = 0である．このとき

0 = (f0 + f1) ◦ f†
0 = f0 ◦ f†

0 + f1 ◦ f†
0

となるから，R が zerosumfreeであることより f0 ◦ f†
0 = 0が分かる．よって f0 = 0と

なるから f1 = 0であり，故に ker(∇) = 0となる．従って命題 9 (の双対)により ∇はモ
ノ射である．このとき∇の取り方から i0 = i1 となり矛盾する．

以下 C は命題 16の条件を満たすとする．即ち K := HomC(c0, c0)は対合を持つ斜体
である．更に追加で次の条件を仮定する．

(1) c0 は generatorである．
(2) 部分圏 DM ⊂ C を次により定める．

• Ob(DM) := Ob(C)とする．
• Mor(DM) := {f ∈ Mor(C) | f はダガーモノ射 }とする．
このとき P が有向順序で T : P → DM が関手ならば，余極限 colimT が存在
する．

a ∈ C に対してHa := HomC(c0, a)と書く．Ha はK 上の線型空間である．

命題 17. x, y ∈ Ha に対して 〈x|y〉 := y† ◦ x ∈ K と定義すれば Ha は Hermite空間に
なる．

証明. (1) α, β ∈ K と x, y, z ∈ Ha に対して

〈xα+ yβ|z〉 = z† ◦ (x ◦ α+ y ◦ β)

= z† ◦ x ◦ α+ z† ◦ y ◦ β
= 〈x|z〉α+ 〈y|z〉β

(2) x, y ∈ Ha に対して 〈x|y〉† = (y† ◦ x)† = x† ◦ y = 〈y|x〉である．
(3) y ∈ Ha が「任意の x ∈ Ha に対して 〈x|y〉 = 0」を満たすとする．即ち y† ◦ x = 0
となるから，sが generatorであることにより y† = 0である．従って y = 0である．

定義. 射影 p : a → aに対して p ◦ Ha := {p ◦ x | x ∈ Ha} ⊂ Ha と定める．これは明ら
かに部分線型空間である．
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命題 18. x ∈ p ◦ Ha ⇐⇒ p ◦ x = xである．

証明. (=⇒) x ∈ p ◦ Ha とすると，ある y ∈ Ha により x = p ◦ y と書ける．このとき

p ◦ x = p ◦ (p ◦ y) = (p ◦ p) ◦ y = p ◦ y = x

である．
(⇐=) 明らか．

命題 19. p ◦ Hx ⊂ Ha は閉部分空間である．

証明. まず任意の x ∈ Ha に対して

x ∈ (p ◦ Ha)⊥ ⇐⇒任意の y ∈ p ◦ Haに対して 〈x|y〉 = 0
⇐⇒任意の z ∈ Haに対して 〈x|p ◦ z〉 = 0

であり 〈x|p ◦ z〉 = (p ◦ z)† ◦ x = z† ◦ p ◦ x = 〈p ◦ x|z〉となるから

x ∈ (p ◦ Ha)⊥ ⇐⇒任意の z ∈ Haに対して 〈p ◦ x|z〉 = 0
⇐⇒ p ◦ x = 0
⇐⇒ (1 − p) ◦ x = x

となる．ここで

(1 − p)2 = 1 − 2p+ p2 = 1 − 2p+ p = 1 − p

(1 − p)† = 1† − p† = 1 − p

となるから 1 − pは射影である．よって命題 18より

x ∈ (p ◦ Ha)⊥ ⇐⇒ x ∈ (1 − p) ◦ Ha

が分かる．即ち (p ◦ Ha)⊥ = (1 − p) ◦ Ha である．よって (p ◦ Ha)⊥⊥ = p ◦ Ha となる
ので p ◦ Ha ⊂ Ha は閉部分空間である．

命題 20. Ca := {M ⊂ Ha | M は閉部分空間 }とすると Proja 3 p 7→ p ◦ Ha ∈ Ca は順
序同型である．

証明. まず p ≤ q とすると q ◦ p = pだから

p ◦ Ha = {p ◦ x | x ∈ Ha} = {q ◦ p ◦ x | x ∈ Ha} ⊂ q ◦ Ha

である．逆に p◦Ha ⊂ q ◦Haとすると，p ∈ p◦Ha ⊂ q ◦Haだから命題 18より q ◦p = p

である．
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後は p 7→ p ◦ Ha が全射であることを示せばよい．そのためにM ⊂ Ha を閉部分空間
とする．X := {p ∈ Proja | p ◦ Ha ⊂ M}とすると，命題 12により上限 pM := supX が
存在する．このとき pM ◦ Ha = M を示す．
まず x ∈ M とする．命題 7によりダガーモノ射 iと零エピ射 eにより x = i ◦ eと書け
る．このとき px := i ◦ i† とすれば px ◦ Ha ⊂ M である．

. . . ) y ∈ Ha とする．M が閉部分空間だから px ◦ y ∈ M⊥⊥ を示せばよい．そこで
z ∈ M⊥ とする．〈z|x〉 = 0より 0 = x† ◦ z = e† ◦ i† ◦ z である．eが零エピ射 (即ち
e† が零モノ射)だから i† ◦ z = 0が分かる．よって

〈z|px ◦ y〉 = y† ◦ p†
x ◦ z = y† ◦ i ◦ i† ◦ z = 0

となる．z は任意だったから px ◦ y ∈ M⊥⊥ である．

よって px ≤ pM となる．よって iがダガーモノ射より

x = i ◦ e = i ◦ i† ◦ i ◦ e = px ◦ x ∈ px ◦ Ha ⊂ pM ◦ Ha

となるからM ⊂ pM ◦ Ha が分かった．
pM ◦ Ha ⊂ M を示すため x ∈ Ha とする．M は閉部分空間だから pM ◦ x ∈ M⊥⊥ を
示せばよい．そこで任意の y ∈ M⊥ を取る．命題 7 によりダガーモノ射 i と零エピ射 e

により y = i ◦ eと書ける．このとき i† ◦ pM = 0である．
. . . ) p ∈ X とすると y† ◦ p = 0である．

. . . ) z ∈ Ha とすると p ◦ z ∈ p ◦ Ha ⊂ M だから 〈p ◦ z|y〉 = 0 である．つま
り y† ◦ p ◦ z = 0 となる．z は任意だったから，s が generator であることより
y† ◦ p = 0である．

このとき e† ◦ i† ◦ p = 0で eが零エピ射 (即ち e† が零モノ射)だから i† ◦ p = 0であ
る．よって ker(i†)の普遍性により，次の点線の射 hが得られる．

a

•

a •
p

i†

ker(i†)h

q := ker(i†) ◦ (ker(i†))† と定めると，ker(i†)がダガーモノ射であることより

q ◦ p = ker(i†) ◦ (ker(i†))† ◦ ker(i†) ◦ h = ker(i†) ◦ h = p
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となるから p ≤ q である．
p ∈ X は任意だったから pM ≤ q が分かる．即ち q ◦ pM = pM である．故に

i† ◦ pM = i† ◦ q ◦ pM = i† ◦ ker(i†) ◦ (ker(i†))† ◦ pM = 0

である．

よって 〈pM ◦ x|y〉 = y† ◦ pM ◦ x = e† ◦ i† ◦ pM ◦ x = 0となる．故に pM ◦ x ∈ M⊥⊥ で
ある．

命題 21. Ha は orthomodularである．

証明. M ⊂ Ha を閉部分空間とする．命題 20よりある射影 pを使ってM = p ◦ Ha と書
ける．このとき命題 19の証明によりM⊥ = (1 − p) ◦ Ha である．よって任意の x ∈ Ha

に対して x = (p ◦ x) + ((1 − p) ◦ x) ∈ M +M⊥ だからHa = M +M⊥ となる．

命題 22. Hu が正規直交列を持つような u ∈ C が存在する．

証明. まず X を集合，Pfin(X) := {F ⊂ X | |F | < ∞} とする．F ∈ Pfin(X) に対し
て cF

0 で c0 の |F | 個のダガー双積を表す (|F | = 1 のときは cF
0 := c0 とする)．Pfin(X)

を包含関係で順序集合とみなして，F ⊂ G のとき普遍性で定まる射を iF G : cF
0 → cG

0

とする．これは関手 T : Pfin(X) → DM を定める．よって cX
0 := colimT が存在する．

標準的な射を µF : cF
0 → cX

0 と書く．µF は DM の射だからダガーモノ射である (即ち
µ†

F ◦ µF = idとなる)．
ここで X として Nを取り，xn := µ{n} : c0 = c

{n}
0 → cN0 とすれば xn ∈ HcN0

である．
このとき n 6= mに対して

〈xn, xn〉 = x†
n ◦ xn = idI = 1

〈xn, xm〉 = x†
m ◦ xn

= (µ{n,m} ◦ i{m}{n,m})† ◦ (µ{n,m} ◦ i{n}{n,m})

= i†{m}{n,m} ◦ µ†
{n,m} ◦ µ{n,m} ◦ i{n}{n,m}

= i†{m}{n,m} ◦ i{n}{n,m} = 0

となるから {xn}∞
n=0 が正規直交列である．

定理 23. K は R,C,Hのいずれかと同型である．

証明. 定理 22よりHcN0
は orthomodularかつ正規直交列 {xn}∞

n=0 を持つ．よって定理 3
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を使えばよい．

定理 24. a ∈ C に対してHa はK 上の Hilbert空間である．

証明. ダガー双積 a⊕ cN0 を考える．i1 : cN0 → a⊕ cN0 により単射

Ha = HomC(c0, a) i1◦−−−−→ HomC(c0, a⊕ cN0 ) = Ha⊕cN0

が得られる．これによりHcN0
⊂ Ha⊕cN0

を部分空間とみなせば，Ha⊕cN0
も正規直交列を持

つことになるので定理 3によりHa⊕cN0
は Hilbert空間である．

次に i0 : a → a ⊕ cN0 を考えれば，これにより Ha ⊂ Ha⊕cN0
となる．Ha が正規直交列

を持てば，再び定理 3 により Ha は Hilbert 空間である．もし正規直交列を持たないな
らば，Ha は Hilbert空間の有限次元部分空間ということになるので，この場合も Ha は
Hilbert空間である．

命題 25. HomC(c0,−)は関手 C → HilbK を定める．

証明. C の射 f : a → bに対して f ◦ − : Ha → Hb がHilbK の射であることを示せばよ
い．f ◦ −の線型性は明らかだから有界性を示す．x ∈ Hb，y ∈ Ha に対して

〈f† ◦ x|y〉 = y† ◦ f† ◦ x = (f ◦ y)† ◦ x = 〈x|f ◦ y〉

だから f† ◦ −は f ◦ −の随伴である．よって命題 2により f ◦ −は有界である．

命題 26. HomC(c0,−) : C → HilbK はダガーと交換する．

証明. 命題 25の証明から明らか．

定理 27. HomC(c0,−) : C → HilbK は圏同値である．

証明. (忠実) c0 が generatorだから明らか．
(本質的全射) Hを Hilbert空間として，B ⊂ Hを正規直交基底とする．このときHcB

0

において {µ{u} | u ∈ B} ⊂ HcB
0
は命題 22の証明と同様にして正規直交系である．これ

がHcB
0
の正規直交基底になることを示せばHcB

0
∼= Hが分かる．そこで f ∈ HcB

0
が「任

意の u ∈ B に対して 〈µ{u}|f〉 = 0」を満たすとする．F ⊂ B を有限部分集合とする．任
意の u ∈ F に対して

f† ◦ µF ◦ i{u}F = f† ◦ µ{u} = 〈µ{u}|f〉 = 0

である．よって普遍性により f† ◦ µF = 0が分かる．よってダガー核 ker(f†)の普遍性に
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より次の点線の射 hF が取れる．
s

cF
0 cB

0 c0
µF f†

ker(f†)hF

このとき F ⊂ Gに対して hG ◦ iF G = hF である．
. . . ) ker(f†) ◦ hG ◦ iF G = µG ◦ iF G = µF = ker(f†) ◦ hF である．

cG
0

s cB
0

cF
0

iF G

hG

hF

µG

µF

ker(f†)

よって ker(f†)がモノ射だから hG ◦ iF G = hF である．

従って次の点線の射 h : cB
0 → aが存在して可換となる．

cG
0

cB
0 s cB

0

cF
0

µF

iF G

µG
hG

hF

h

µG

µF

ker(f†)

このとき ker(f†) ◦ h = idcB
0
となるから ker(f†)はエピ射である．よって ker(f†)は同型

となり f† = 0となる．即ち f = 0である．
(充満) HomC(c0,−) : HomC(a, b) → HomHilbK

(Ha,Hb) が全射であることを示す．
まず本質的全射の証明により，B ⊂ Ha を正規直交基底とすれば HcB

0
∼= Ha である．こ

のとき cB
0

∼= aとなる．
. . . ) u ∈ B とすると u : c0 → a である．これにより有限部分集合 F ⊂ B に対して
cF

0 → aが定まる．よって cB
0 の普遍性により，ダガーモノ射 h : cB

0 → aが一意に存
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在して
cG

0

cB
0 a

cF
0

h

µF

iF G

µG

が可換となる．即ち h ◦ µ{u} = u である．このとき T := HomC(c0, h ◦ h†) とする
と，任意の u ∈ B に対して

T (u) = h ◦ h† ◦ u = h ◦ h† ◦ h ◦ µ{u} = h ◦ µ{u} = u

となるから T = idHa である．HomC(c0, )が忠実だから h ◦ h† = ida，即ち hがダ
ガーエピ射と分かる．よって h : cB

0 → aは同型である．

よって a = cB
0 としてよい．同様にして b = cB′

0 としておく．T : Ha → Hb を有界線型関
数とする．

(i) a = b の場合．定理 4 により T はユニタリ写像としてよい．このとき u ∈ B に対
して

T (µ{u})† ◦ T (µ{u}) = 〈T (µ{u})|T (µ{u})〉 = 〈µ{u}|µ{u}〉 = id

となるから T (µ{u})はダガーモノ射である．よってこれから普遍性により h : cB
0 → aが

得られる．
cG

0

cB
0 a

cF
0

h

µF

iF G

µG

即ち任意の u ∈ B に対して h ◦ µ{u} = T (µ{u})である．よって HomC(c0, h) = T が分
かる．即ち HomC(c0,−) : HomV (a, a) → HomHilbK

(Ha,Ha)は全射である．
(ii) |B| ≤ |B′| の場合．単射 B → B′ を取れば，ここから普遍性により h : cB

0 → cB′

0

が得られる．このとき T ◦ HomC(c0, h
†) : Hb → Hb である．よって (i) により，ある
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k : b → bが存在して T ◦ HomC(I, h†) = HomC(c0, k)となる．このとき

Ha Ha

Hb Hb

HomC(c0,id)

T

HomC(c0,h)

HomC(c0,k)

HomC(c0,h†)

が可換だから T = HomC(c0, k ◦ h)である．
(iii) |B| > |B′| の場合．T † : Hb → Ha だから，(ii) によりある k : b → a が存在して

T † = HomC(c0, k)となる．このとき HomC(c0, k
†) = HomC(c0, k)† = T である．

4 モノイダル構造について
定義. V がダガーモノイダル圏
⇐⇒ V はダガー圏かつモノイダル圏で，次の条件が成り立つ．

(1) α, λ, ρの成分が全てダガー同型である．
(2) V の射 f, g に対して (f ⊗ g)† = f† ⊗ g† である．

定義. V が対称ダガーモノイダル圏
⇐⇒ V はダガーモノイダル圏で，そのモノイダル構造が対称モノイダル圏である．

命題 28. V がモノイダル圏のとき HomV (I, I)は可換モノイドである．

証明. f, g : I → I に対して次の図式は可換である．

I

I ⊗ I

I

I

I ⊗ I

I ⊗ I

I

I

I ⊗ I

I

λ

ρ

λ=ρ

λ=ρ

ρ

λ

f

idI ⊗f

g⊗f

g⊗idI

g

g

g⊗idI

idI ⊗f

f

従って g ◦ f = f ◦ g である．
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命題 29. V がモノイダル圏で有限双積を持つとき，HomV (I, I)は可換半環である．

証明. 命題 14より HomV (I, I)は半環である．命題 28よりこれは可換である．

定理 30. V をダガーモノイダル圏として，以下の条件を満たすとする．

(1) I は simpleかつ generatorである．
(2) V は有限ダガー双積とダガー equalizerを持つ．
(3) V はダガー核条件を満たす．
(4) P が有向順序で T : P → DM が関手ならば，余極限 colimT が存在する．

このとき V ' HilbR または V ' HilbC である．

証明. 定理 27により V ' HilbK，K = HomV (I, I)で K は R,C,Hのいずれかである
が，命題 29より R,Cのどちらかである．

定理 31. 定理 30の圏同値 HomV (I,−) : V → HilbK は strongモノイダル関手である．
更に u, v ∈ V に対して同型 φ : Hu ⊗ Hv → Hu⊗v はダガー同型である．

証明. x ∈ Hu，y ∈ Hv に対して T (x, y)を合成

I ∼= I ⊗ I
x⊗y−−−→ u⊗ v

で定義すれば，T : Hu × Hv → Hu⊗v となる．これは明らかに双線型である．また

‖T (x, y)‖2 = 〈T (x, y)|T (x, y)〉 = T (x, y)† ◦ T (x, y)

= (I ∼= I ⊗ I
x⊗y−−−→ u⊗ v

x†⊗y†

−−−−→ I ⊗ I ∼= I)

= (I ∼= I ⊗ I
(x†◦x)⊗(y†◦y)−−−−−−−−−→ I ⊗ I ∼= I)

= 〈x|x〉〈y|y〉 = ‖x‖2‖y‖2

となるから T は有界である．よって有界線型写像 φuv : Hu ⊗ Hv → Hu⊗v が得られる．
また定義から HomV (I, I) = K である．よって ψ := idK : K → HI とすれば，φ,ψ に
より HomV (I,−)が strongモノイダル関手になることが分かる．φuv がダガー同型であ
ることも分かる．
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