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この PDFでは，任意の a0
f−→ b

g←− a1 に対してコンマ対象 f ↓ gが存在すると仮定して
おく．すると通常の圏論の場合に倣って，2-category C における各点 Kan拡張を次のよ
うに定義することができる．(後の区別のため，これを c-各点 Kan拡張と呼ぶ．)

定義. a, b, c ∈ Cを対象，f : a→ b，g : a→ c，l : b→ cを 1-morphism，η : g ⇒ l◦f を 2-
morphismとする．〈l, η〉が f に沿った gの c-各点左 Kan拡張とは，任意の 1-morphism
j : x→ bに対して，コンマ対象 f ↓ j を考えたとき合成

x b

f ↓ j a c

=⇒

η
=⇒f

g

l

j

が左 Kan拡張になることをいう．

この c-各点 Kan拡張について説明するのがこの PDFの目的である．

1 復習
以下の命題については「2-categoryでの随伴・Kan拡張・忠実充満」の PDFを参照．
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系 1. f : a0 → b，g : a1 → bを 1-morphismとしてコンマ対象 f ↓ g が存在するとする．

a1 b

f ↓ g a0

=⇒
θ

f

g

p0

p1

このとき f が右随伴を持つならば p1 も右随伴を持ち，g が左随伴を持つならば p0 も左随
伴を持つ．

命題 2. f : a→ bを 1-morphismとして，コンマ対象 f ↓ f，ida ↓ ida が存在するとする．

a b

f ↓ f a

=⇒κ
f

f

p0

p1

a a

ida ↓ ida a

=⇒β
ida

ida

q0

q1

このとき

f が忠実充満⇐⇒ 1次元的普遍性で得られる h : ida ↓ ida → f ↓ f が同型．

ba

f ↓ f a

ida ↓ ida

=⇒α

=
=

f

f

p0

p1

q0

q1

h

=

a a b

a

ida ↓ ida

=⇒
β

ida

ida

q0

q1

f

f

=⇒

idf

2 c-各点 Kan拡張
命題 3. CATにおける c-各点左 Kan 拡張は (通常の圏論における) 各点 Kan 拡張と一
致する．

証明.「ココンマ圏と profunctor」の PDFを参照．

c-各点左 Kan 拡張は (通常の圏論における) 各点左 Kan 拡張と同様の性質を持ってい
るので，まずはそれを示していこう．
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そのために f : a→ bとして，コンマ対象 〈f ↓ idb, p0, p1, θ〉を考える．コンマ対象の 1
次元的普遍性により，次の 1-morphism if : a→ f ↓ idb が得られる．

b b

f ↓ idb a

x

=⇒κ=

=

idb

fp1

p0

ida

f

if

=

b b

a

x

=⇒idf

idb

f

ida

f

補題 4. a
j−→ x

k←− b のコンマ対象を 〈j ↓ k, q0, q1, κ′〉 として，次の図式が可換であると
する．

b

j ↓ k a

a

q0

q1

ida

f

s

このとき
b

j ↓ k a

f ↓ idb

q0

q1

p0

p1

t

を可換にする t : f ↓ idb → j ↓ k が一意に存在して t ◦ if = sを満たす．

b

j ↓ k a

f ↓ idb

=
=

q0

q1

p0

p1

t

a
ida

f

if

=

=

b

j ↓ k a

a

=
=

q0

q1

ida

f

s
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証明. j ↓ k の 1 次元的普遍性から，次の等式を満たす t : f ↓ idb → j ↓ k が一意に存在
する．

b b x

j ↓ k a

f ↓ idb a

=⇒
κ′=

=

j

k

q0

q1

ida

p1

idb

p0

t

=

b b x

j ↓ k a

f ↓ idb a

=⇒
κ′

=
=

j

k

q0

q1

ida

f

s

p1

idb

p0

=⇒κ

このとき

b b x

j ↓ k a

f ↓ idb a

a

=⇒ρ=

=
=

=

j

k

q0

q1

ida

p1

idb

p0

t

ida

f

if

=

b b x

j ↓ k a

f ↓ idb a

a

=⇒
κ′

=
=

=
=

j

k

q0

q1

ida

f

s

p1

idb

p0

=⇒κ

ida

f

if

=

b b x

j ↓ k a

a

a

=⇒
κ′

=
=

j

k

q0

q1

ida

f

s

idb

=⇒idf

ida

f

より t ◦ if = sが分かる．

例 5. C = Cat で a = 1 の場合の補題 4 を考える．つまり 1
x−→ X

K←− B のコンマ圏
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x ↓K を取って可換図式
B

x ↓K 1

1

Q0

Q1

id1

b

S

を考える．コンマ圏により得られる span なので B
Q1←−− x ↓ K

Q0−−→ 1 は two-sided
discrete fibration である*1．よって Q1 : x ↓ K → B は discrete opfibration になる．
従って B

Q1←−− x ↓K
Q0−−→ 1は関手 F : B → Setと同一視できる．これは a ∈ B に対し

て Fa := {u ∈ x ↓K | Q1u = a}で与えられる．故にこの場合の関手 S は Fbの元と同
一視できる．
このとき補題 4により得られる

B

x ↓K 1

b ↓ idB

Q0

Q1

P0

P1

T

を考える．先程と同様に B
P1←− b ↓ idB

P0−→ 1も関手 B → Setと同一視できるが，これ
は Hom関手 HomB(−, b) : B → Setである．従って T は自然変換 HomB(−, b)⇒ F と
同一視できる．
補題 4が言っているのは S と T が 1対 1に対応するということだから，つまり全単射

HomSetB (HomB(−, b), F ) ∼= Fb

が得られる．即ち補題 4は米田の補題の一般化になっている．

補題 6. j : a → x，k : b → x とする．このとき，任意の θ : j ⇒ k ◦ f に対して，ある

*1 fibrationについては詳しくは「fibration」の PDFを参照．
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ζ : j ◦ p0 ⇒ k ◦ p1 が一意に存在して，次の等式が成り立つ．

b x

f ↓ idb a

x

=⇒ζ=

=

k

jp1

p0

ida

f

if

=

b x

a

x

=⇒
θ

k

j

ida

f

更にこのとき f†j = 〈k, θ〉 ⇐⇒ p†
1(j ◦ p0) = 〈k, ζ〉である．

証明. κ : j ⇒ k ◦ f として 〈j ↓ k, q0, q1, κ′〉をコンマ対象とする．j ↓ kの 1次元的普遍性
により，次の等式を満たす s : a→ j ↓ k が一意に存在する．

b x

j ↓ k a

a

=⇒
κ′

=

=

k

jq1

q0

ida

f

s

=

b x

a

a

=⇒
θ

k

j

ida

f

よって補題 4により t : f ↓ idb → j ↓ k が一意に存在して次の等式が成り立つ．

b x

j ↓ k a

f ↓ idb

=⇒
κ′

=
=

j

k

q0

q1

p0

p1

t

a
ida

f

if

=

=

=

b x

j ↓ k a

a

=⇒
κ′

=
=

j

k

q0

q1

ida

f

s

よって ζ := κ′ • tとすれば

b x

f ↓ idb a

a

=⇒ζ=

=

k

jp1

p0

ida

f

if

=

b x

a

a

=⇒
θ

k

j

ida

f
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を満たす．このような ζ は明らかに一意である．
次に f†j = 〈k, θ〉として，任意の σ : j ◦ p0 ⇒ r ◦ p1 を取る．

b x

f ↓ idb a

=⇒α
j

r

p0

p1

すると f†j = 〈k, θ〉の普遍性により，ある τ : k ⇒ r が一意に存在して

b x

a

a

=⇒
θ

j

k

ida

f

r

⇒ τ

=

b x

f ↓ idb a

a

=⇒σ

=
=

j

r

p0

p1

ida

f

if

となる．このとき

b x

f ↓ idb a

a

=⇒σ

=
=

j

r

p0

p1

ida

f

if

b x

a

a

=⇒
θ

j

k

ida

f

r

⇒ τ

=

b x

f ↓ idb a

a

=⇒ζ

=
=

j

k

p0

p1

ida

f

if

r

⇒ τ

となるから，前半で示した ζ の一意性と同様の議論を j, r に対して行えば

b x

f ↓ idb a

=⇒ζ
j

k

p0

p1

r

⇒ τ

=
b x

f ↓ idb a

=⇒σ
j

r

p0

p1

が分かる．このような τ の一意性も f†j の普遍性より分かるから，p†
1(j ◦ p0) = 〈k, ζ〉が

分かった．
逆向きも同様にわかる．
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定理 7. c-各点左 Kan拡張は左 Kan拡張である．

証明. f : a→ b，g : a→ c，l : b→ cを 1-morphism，η : g ⇒ l ◦ f を 2-morphismとし
て，〈l, η〉を f に沿った g の c-各点左 Kan拡張とする．このとき

b b

f ↓ idb a c

=⇒

η
=⇒

θ
f

g

l

idb

p1

p0

は左 Kan拡張である．よって補題 6を

b c

j ↓ idb a

a

=⇒ζ

=
=

g

l

p0

p1

ida

f

ij

=

b c

a

a

=⇒
η

g

l

ida

f

に適用すれば f†g = 〈l, η〉である．

命題 8. f : a→ b，g : a→ cを 1-morphismとして f は右随伴を持つとする．このとき
左 Kan拡張 〈f†g, η〉が存在する (「2-category」の PDFを参照)が，この左 Kan拡張は
c-各点左 Kan拡張である．

b

a c

=⇒

η
f

g

f†g

証明. j : x→ bに対してコンマ対象 f ↓ j を考えたとき，命題 1より p1 は右随伴を持つ．

x b

f ↓ j a c

=⇒

η
=⇒f

g

f†g

j

p1

p0

故に p1 に沿った g ◦ p0 の左Kan拡張は存在する．p1 a vとすれば p†
1(g ◦ p0) = g ◦ p0 ◦ v

である．f a uとすれば，命題 1の証明から u ◦ j = p0 ◦ vとなる．また f†g = g ◦ uだっ
たから (f†g) ◦ j = g ◦ u ◦ j = g ◦ p0 ◦ v = p†

1(g ◦ p0)となる．
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命題 9. f : a→ b，g : a→ cを 1-morphismとして c-各点左 Kan拡張 〈f†g, η〉が存在す
るとする．

b

a c

=⇒

η
f

g

f†g

f が忠実充満ならば η は同型である．

証明. f†g が c-各点左 Kan拡張だから，次の図式は左 Kan拡張である．

a b

f ↓ f a c

=⇒

η
=⇒f

g

f†g

f

f が忠実充満だから命題 2より f ↓ f ∼= ida ↓ ida となり，次の図式も左 Kan拡張である．

a b

ida ↓ ida a c

=⇒

η
=⇒f

g

f†g

f

よって補題 6により id†
ag = 〈f†g ◦ f, η〉である．一方 id†

ag = 〈g, idg〉だから，ηは同型で
なければならない．

以上のようにコンマ対象を使って各点 Kan拡張を定義したが，実はこの定義には問題
がある．「豊穣圏」の PDFで各点 Kan拡張を定義したが，この各点 Kan拡張は V -豊穣
圏がなす 2-category V -Catにおける c-各点 Kan拡張と一致しない場合があるのである．
それは次の例から分かる．

例 10. Cat-豊穣圏 (即ち strict 2-category) A,B を次の図式で定義する．

A := i j

k

l

⇐ , B := a b

f

g

.
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Cat-関手 A → B は次の 4つである．

Ga : i j

k

l

⇐ 7−→ a a

ida

ida

⇐ id

Gb : i j

k

l
⇐ 7−→ b b

idb

idb

⇐ id

Gf : i j

k

l

⇐ 7−→ a b

f

f

⇐ id

Gg : i j

k

l

⇐ 7−→ a b

g

g
⇐ id

これらの間のCat-自然変換は，Ga ⇒ Gf , Gg と Gf , Gg ⇒ Gb の 4つと，その合成であ
る．1 := {∗}として Cat-関手 F : 1 → A，E : 1 → B を F (∗) := i，E(∗) := aで定め
る．このとき左 Kan拡張 F †E が存在して F †E = Ga である．また

Cat(A(i, i),B(a, a)) ∼= Cat(1, 1) ∼= 1

Cat(A(i, i),B(a, b)) ∼= Cat(1, {f, g}) ∼= {f, g}
Cat(A(i, j),B(a, a)) ∼= Cat(2, 1) ∼= 1

Cat(A(i, j),B(a, b)) ∼= Cat(2, {f, g}) ∼= {f, g}

だから

1̂(A(F−, d),B(E−, u)) ∼= Cat(A(i, d),B(a, u))
∼= B(a, u)
∼= B(F †E(d), u)

となり F †E は (Cat-関手の意味で)各点左 Kan拡張である．
一方，K : 1→ AをK(∗) := bで定める．

1 A

F ↓K 1 B=⇒

η
=⇒F

E

F †E

K

P1

P0
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ここで F ↓K は次で定まる 2-categoryである．

• Ob(F ↓K) = {k, l}である．
• 1-morphismは k ⇒ lと idのみである．
• 2-morphismは idのみである．

S : 1→ Bを S(∗) := bで定める．Cat-自然変換 θ : E ◦P0 ⇒ S ◦P1 を θk := f，θl := g

で定めれば，この図式が左 Kan拡張でないことが分かる．即ち F †E は c-各点 Kan拡張
ではない．

そこで豊穣圏論での各点 Kan拡張を一般化するような各点 Kan拡張を 2-categoryに
おいて定義することが以降の目標である．
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