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1 はじめに
この PDFでは数学基礎論 (数理論理学)の入門解説を行う．数学基礎論とは，一言で言
えば「数学を数学的に考える」ものである．つまり，数学に出てくる〈命題〉や〈証明〉な
どを数学的にキチンと定義して，これらが持つ性質について考えようというのが数学基礎
論になる．なぜこのようなことを考えるのか，というのは歴史的には数学の基礎がどうと
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かいう話があるのだが (なので数学基礎論と呼ばれている*1)，その話はここではしない．
というのも当サイトの読者であれば数学基礎論を学ぶ大きなモチベーションがあるはずだ
からである．そのモチベーションとは

(ある定理が)選択公理なしでは証明できないことを証明する (1)

ということだ．数学をやっていると例えば

• 可算和定理*2は選択公理なしには証明できない
• Hahn-Banachの定理は選択公理なしには証明できない
• Lebesgue非可測集合の存在は選択公理なしには証明できない

のような主張がしばしば現れる．これらは「選択公理なしの証明は知られていないし，見
た感じ選択公理は避けられなさそうだから，選択公理なしには証明できないだろう」とい
うふわっとした主張ではなく，数学的にちゃんとした定理である．つまり，例えば「可算
和定理は選択公理なしには証明できない」ことは数学的に証明されている．「命題とは何
か」「選択公理なしとは何か」「証明できるとは何か」というようなことが数学的に厳密に
定義されていなければ，このような主張は証明できないので，数学基礎論という話が重要
になるわけである．
ところでこの PDFの最終的な目標は (1)である*3が，「選択公理なし」というのは，逆
に言えば何なら使っていいのかという話になる．そこで通常使われるのが ZFと呼ばれる
公理系である．これは Zermeloと Fraenkelという数学者によって導入された「集合論の
公理系」で，これに含まれる公理のみを使ってよいとするのである．つまり (1)を正確に
書くと

(ある定理が) ZFでは証明できないことを証明する

となる．そこでこの PDFでは，まずは第 2節で ZFと ZFにおける〈証明〉の定義を説
明する．
実は数学基礎論ではより一般に，ZFという集合論の公理系だけでなく，例えば群論や
自然数論などの様々な理論やそこでの〈証明〉を定義することもできるが，最初は簡単の

*1 歴史的にはそうなのだが，現在では「数学の基礎」という話とは関係なく研究されている話題も多く数学
基礎論という名称は実態と乖離している，ということもあり数理論理学と呼ばれることも多い．

*2 Xn が可算集合ならば
∪

n∈NXn も可算集合，という定理．
*3 ただしこれは非常に難しいのでこの PDFではそこまでたどり着けない．この PDFでは「証明できない
ことを証明する方法」のアイデアを説明するところまでになる．

2



ためとりあえず ZFに絞って説明をすることにする．このようなより一般の場合について
は第 4節で説明する．

2 基本的な定義
〈証明〉とはざっくり言えば〈命題〉の有限列で「良い条件」を満たすもののことであ
る．〈命題〉とは有限文字列で〈文法〉を満たすものである．そこでまずは〈命題〉に使
うことができる〈文字〉から定義していく．

定義. 以下に挙げるものをこの PDFでは使用可能文字と呼ぶことにする*4．

(1) v0, v1, v2, · · · (これらを変数記号という)
(2) ∈ (これを関係記号という)
(3) ¬,→,∀,= (これらを論理記号という)
(4) (, ) (これらを括弧という)

変数記号のところで · · · と書いてあるのは，変数記号は可算無限個存在するという意味
である．これは要するに「数学をしているときは常に変数記号を新しく取ることができ
る」くらいの意味である．

注意 2. 読者の中には，もしかしたら「今から ZFという集合論を定義しようとして
いるのに，その前に可算無限という言葉を使っていいのか？」と思った人もいるかも
しれない．つまりこれは循環論法ではないのか？ という疑問である．答えはもちろ
ん循環論法ではないのだが，これについてはもう少し後で説明する (注意 8)．

後で定義するが，これらの使用可能文字を使うことで例えば

∀v0 (¬(v0 ∈ v1)) (3)

のような〈命題〉(論理式と呼ぶ)を記述することができるようになる．ここでの変数記号
は，何らかの集合を表していると思ってほしい．というのも，ZFでは集合しか考えない
ためである．つまり何の断りもなくいきなり v0 のような変数記号が現れたら，これは必
ず集合である．「集合しか考えないということは，自然数や実数のようなものは考えない
のか？ それでは問題があるのでは？」と思うかもしれないが，実はこれは問題ないこと
が後で分かる．

*4 これを言語と呼んでいる文献もあるが，言語は第 4節で定義する意味で使用することが多いため，ここで
は「使用可能文字」という独自の呼び方を採用した．
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他の記号については

• ∈は「集合に元として属する」(つまり x ∈ y と書いたら「xは y の元である」)
• ¬は「否定」(つまり ¬φと書いたら「φでない」)
• →は「ならば」(つまり φ→ ψ と書いたら「φならば ψ である」)*5

• ∀は「任意の」(つまり ∀xφと書いたら「任意の xに対して φである」)
• =は「等しい」(つまり x = y と書いたら「xと y は等しい」)
• ( )は普段通り結合の順番を表すための記号

と思えばよい．つまり例えば (3)は「集合 v1 は元を持たない (つまり空集合である)」と
いう意味だと思えば良い．

注意 4. もしかしたら「論理記号に ∧ (かつ)や ∨ (または)や ∃ (存在)が足りないの
では？」と思った人もいるかもしれない．これについても後で説明する．

注意 5. 集合の定義は？ と思った人もいるかもしれない．これは実際には逆で，変数
記号が表す対象のことを集合と呼ぶのである．ベクトル空間の元をベクトルと呼ぶと
いうのと似ているかもしれない．

注意 6. ここで長々と記号の意味を説明したが，実はこれは非公式なものである．つ
まり，実際には各記号には意味なんてものは無く，ここには (可算無限+ 7)個の相異
なる文字がただ存在するだけだ．ただそれだと初学者はこの後の説明をどういう気持
ちで読めばよいか分からないと思うので非公式な説明をしたのである．(ただ実際に
は，多くの数学者もこの非公式な意味を元にこれらの文字を読んでいるはずである．)
これについては注意 15で追加の説明をする．
使用可能文字の有限列で〈文法〉を満たしているものが〈命題〉となる．数学基礎論で
はこの〈命題〉にあたるものを論理式といい，次のように定義する．

定義. 使用可能文字の有限列であって，以下により定まるものを論理式という．

(1) x と y が変数記号のとき x ∈ y と x = y は論理式である (これらを原子論理式と
いう)．

*5 普段の数学では「ならば」は⇒と書くことが多いと思うが，数学基礎論における論理記号としては→を
使うことが多い．
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(2) φが論理式のとき ¬(φ)も論理式である*6．
(3) φと ψ が論理式のとき (φ)→ (ψ)も論理式である．
(4) φが論理式で xが変数記号のとき ∀x (φ)も論理式である．
(5) 以上により得られるもののみが論理式である．

注意 7. ここでは括弧を使う定義を採用したが，ポーランド記法や逆ポーランド記法
と呼ばれる方法を使って，括弧を使わずに論理式を定義する方法もある．例えば [4]
ではポーランド記法が使われている．

練習問題. 次のうち論理式であるものを全て選べ．

(1) ¬v0=→v1

(2) y ∈ x
(3) ∀v0 (v0 ∈ v1)→ ∀v2 (v2 = v1)

解答. まず (1)は明らかに論理式の定義を満たしていないので，これは論理式ではない．
次に (2)であるが，これも論理式ではない．というのも論理式の定義によれば，xと y

が変数記号のときに限り y ∈ x は論理式となるのである．変数記号とは v0, v1, v2, · · · の
ことであり xや y は変数記号ではない (そもそも使用可能文字ではない)ので，この問題
の y ∈ xは論理式ではない*7．要するに引っ掛け問題である．

(3)も同じく引っ掛け問題である．論理式の定義によれば，論理式になるのは (∀v0 (v0 ∈
v1))→ (∀v2 (v2 = v3))である．この問題の ∀v0 (v0 ∈ v1)→ ∀v2 (v2 = v3)は括弧が足り
ないため論理式の定義に当てはまらない．

注意 8. この問題で言いたいのは，v0, v1 や x, y はどちらも「変数」であるが，これ
らは役割が異なるということだ．v0, v1 というのは今定義しようとしている ZFとい
う体系の中に出てくる，単なる記号である．一方で x, y というのは「我々が普段やっ
てる数学」に出てくる変数となる．つまり重要なのは，ここでは〈数学〉が 2種類あ
るということである (1 つは「我々が普段やってる数学」でもう 1 つは ZF というこ
れから定義する体系)．このように数学には 2 種類あるので，これを区別するために
「我々が普段やってる数学」のことをメタ数学と呼ぶ．このメタ数学という考え方は

*6 ここでの ( )は使用可能文字としての括弧である．今 φが論理式，つまり使用可能文字の有限列だから，
¬(φ)も使用可能文字の有限列となる．これが論理式であるというのがこの定義である．

*7 原子論理式の定義には「xと y が変数記号のとき」という宣言がわざわざ書かれている．
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普段の数学では出てこないので慣れないと難しいが，数学基礎論においてはこれを区
別することが非常に重要である．
先程の使用可能文字の定義に戻ると，ここで使った無限という言葉はメタ数学での

無限であり，ZF において定義する無限ではない．だから使用可能文字の定義で無限
という言葉を使ってもこれは循環論法にはならない．但しメタ数学において無限に関
する性質をどのくらい使って良いかは議論の余地があるところであり，時と場合や人
によって異なる (これについては第 5節で少し説明する)．例えばメタ数学において非
可算な順序数 ω1 を使った場合，これについて否定的な意見を持つ人もいるかもしれ
ない．ただ今回の場合の「常に変数記号を新しく取ることができる」という意味での
「変数記号は無限個存在する」という仮定は多くの人が問題ないと考えるであろうか
ら，ここでのメタ数学ではこの仮定を認めている．
元の問題の話に戻ると，確かに y ∈ x は論理式ではないものの，実際には x や y を
変数記号として使うのは見慣れていて分かりやすい．そこで以下では特に断らなくても
x, y, x1, x2 などの文字も変数記号として使っていくことにする．つまり xが出てきたら，
それは何らかの vi を表していると思えばよいわけである．但し異なる文字は異なる変数
記号を表しているものとする．例えば ∀x (∀y (x ∈ y))というのは ∀v0 (∀v1 (v0 ∈ v1))と
いうことであり ∀v0 (∀v0 (v0 ∈ v0))ではない．

注意 9. この約束事には一見問題がある．というのも，xや y としてどの変数記号を
使うのかに決まりが無いので，例えば今の例 ∀x (∀y (x ∈ y)) の場合，人によっては
∀v1 (∀v0 (v1 ∈ v0))だと思うかもしれないし，もしくは ∀v573 (∀v765 (v573 ∈ v765))だ
と思うかもしれない．実はこれはどの変数記号を使ったとしても本質的に変わりがな
いことが分かるので，このような約束事をしても問題は起きないのである．
また異なる文字は異なる変数記号を表すという約束は，例えば後で対の公理という

公理 (∀x ∀y ∃z (x ∈ z ∧ y ∈ z))が登場するが，ここでの x, y, z は異なる変数記号で
あり例えば ∀v0 ∀v0 ∃v0 (v0 ∈ v0 ∧ v0 ∈ v0)は公理ではないということである．

また括弧についても，定義に従って全部付けると逆に分かりにくくなるので，混乱しない
範囲で省略して書くことにする．また読みやすくするため ( )の代わりに [ ] も使うこと
にする．
ここで次の略記を導入しておく．

• (¬φ)→ ψ を φ ∨ ψ と略記する．
• ¬(¬φ ∨ ¬ψ)を φ ∧ ψ と略記する．
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• (φ→ ψ) ∧ (ψ → φ)を φ↔ ψ と略記する．
• ¬∀x¬φを ∃xφと略記する．
• ¬(x = y)を x 6= y と略記する．
• ¬(x ∈ y)を x /∈ y と略記する．
• ∀x (x ∈ y → φ)を ∀x ∈ y (φ)と略記する．
• ∃x (x ∈ y ∧ φ)を ∃x ∈ y (φ)と略記する．

このように定義するから使用可能文字の定義には ∨,∧,∃ などを含めなかったのである．
もちろん，使用可能文字に ∨,∧,∃を含める定義も可能であるが，その場合は例えば「φ ∧ ψ
が ¬(¬φ ∨ ¬ψ)と同値であることを確かめる」などの手間が発生するので通常は使用可
能文字は必要最小限にすることが多い*8．
また論理式の中に現れる変数記号のうち，∀が付いている変数を束縛変数という．そう
でないものは自由変数という．例えば論理式 (∀x (x ∈ y)) ∧ (x = z)においては，x ∈ y
の xは束縛変数で，x = z の xは自由変数である．また y と z は自由変数である．自由
変数が現れない論理式のことを閉論理式 (もしくは文)という．

注意 10. ここでした束縛変数の説明はかなりテキトーであり，本当はもっと丁寧に束
縛の定義をすべきではあるが，実はこれを厳密に扱うのは結構大変で，話が長くなっ
てしまい中々本題に入れなくなってしまう．入門の段階ではとりあえずこのくらいの
理解で十分だと思うため，ここではこれ以上束縛の話はしない．詳しくは例えば [4]
や [5]を参照して欲しい．また変数の束縛については，そもそも自由変数と束縛変数
で記号を分けて用意する流儀もある．例えば [7]を参照．

定義. 閉論理式のメタ集合*9を公理系という．また公理系が与えられたとき，その元を公
理と呼ぶ．

ここで一旦 ZFを定義するが，ここで挙げる論理式は上で定義した意味での論理式には
なっていないものがある．どういうことかは第 3節で説明する．また各公理の意味も第 3
節で説明する．

定義. φを論理式として，φに現れる自由変数全体を x1, · · · , xn とする．このとき φ∀ で

*8 この必要最小限の論理記号として何を採用するかは文献によって異なる．この PDF では [2] を参考に
¬,→, ∃ とした．またこのようなことができるのはこの PDF で説明しているのが古典論理 (排中律を認
める体系)だからであり，排中律を認めない場合は少し様子が異なる．

*9 ここで考えているのはメタ数学における集合なので，それを区別するためにここではメタ集合と呼んでい
る．以下同様に，メタ数学における○○のことをメタ○○と呼ぶ．
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∀x1 · · · ∀xn φを表す．φ∀ は閉論理式である．これを φの全称閉包という．

定義. 以下の閉論理式からなる公理系を ZFCという*10．

(0) (集合の存在) ∃x (x = x)
(1) (外延性公理) ∀x∀y (∀z (z ∈ x↔ z ∈ y)→ x = y)
(2) (基礎の公理*11) ∀x [∃y (y ∈ x)→ ∃y (y ∈ x ∧ ¬∃z (z ∈ x ∧ z ∈ y))]
(3) (内包性公理図式) φが論理式で y を自由変数として含まないとき

∀z ∃y ∀x (x ∈ y ↔ x ∈ z ∧ φ)

の全称閉包を公理とする．
(4) (対の公理) ∀x ∀y ∃z (x ∈ z ∧ y ∈ z)
(5) (和集合公理) ∀F ∃A∀Y ∀x (x ∈ Y ∧ Y ∈ F → x ∈ A)
(6) (置換公理図式) φが論理式で Y を自由変数として含まないとき

∀A (∀x ∈ A∃!y φ→ ∃Y ∀x ∈ A ∃y ∈ Y φ)

の全称閉包を公理とする．
(7) (無限公理) ∃x (0 ∈ x ∧ ∀y ∈ x (S(y) ∈ x))
(8) (冪集合公理) ∀x∃y ∀z (z ⊂ x→ z ∈ y)
(9) (選択公理) ∀A ∃R (Rは Aを整列順序づけする )

また ZFCから選択公理を除いたものを ZFと書く．また ZFから基礎の公理を除いたもの
を ZF− と書く．

さて，次は〈証明〉を定義する．
まず φを論理式とするとき，φに現れる自由変数 xを別の変数記号 y に置き換えてで
きる論理式をここでは φ[x⇝ y]と書く．例えば φが先に挙げた (∀x (x ∈ y)) ∧ (x = z)
のときは φ[x⇝ y]は (∀x (x ∈ y)) ∧ (y = z)になる．

注意 11. この φ[x⇝ y]という操作を代入という．この代入という操作は普段の数学
でもよくするので親しみがあるかもしれないが，実は結構難しいものである．という
のも再び φが (∀x (x ∈ y)) ∧ (x = z)の場合を考えたとき，φ[y ⇝ x]という論理式
を考えるとこれは (∀x (x ∈ x)) ∧ (x = z)となってしまい，元の論理式と意味が全く

*10 ここでは [3]に載っているものを採用した．
*11 基礎の公理を正則性公理と呼ぶこともある．
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異なるものになってしまう．元々 y は自由変数だったはずなのに，xを代入したせい
で束縛されてしまうからである．そこでこの PDFでは，束縛変数が増えてしまうよ
うな代入はしてはいけないものとする．この条件を代入条件と呼ぶことにする．(こ
の代入も，変数の束縛と同じで厳密にはもっと丁寧に扱う必要があるが，ここではこ
のくらいの説明で先に進むことにする．)
なお代入の記号は文献によって異なる．ここで使っている φ[x ⇝ y] は [4] の記法

である．これは [2]では Substφ
(
x

y

)
，[5]では φ[x := y]と書かれている．

また論理式 φにおいて自由変数 xを強調したい場合には，この φのことを φ(x)のよう
に書くことがある．この記法を使う場合は，例えば φ(x)の xに y を代入してできる論理
式 φ(x)[x ⇝ y]を φ(y)で表す．例えば先の例 (∀x (x ∈ y)) ∧ (x = z)を φ(x)で表した
場合には φ(y)は (∀x (x ∈ y)) ∧ (y = z)である．

注意 12. より一般に自由変数 x1, · · · , xn を強調する場合は φ(x1, · · · , xn)のように
書くが，特に断らない限りこの φ(x1, · · · , xn)には x1, · · · , xn 以外の自由変数が現れ
てもよいし，また x1, · · · , xn が現れなくてもよい．

定義. 以下の論理式を基本公理と呼ぶことにする．

(1) φと ψ が論理式のとき φ→ (ψ → φ)は基本公理である．
(2) φと ψ と χが論理式のとき [φ→ (ψ → χ)]→ [(φ→ ψ)→ (φ→ χ)]は基本公理
である．

(3) φと ψ が論理式のとき (¬ψ → ¬φ)→ (φ→ ψ)は基本公理である．
(4) φが論理式，x, y が変数記号で代入条件を満たしているとき ∀xφ → φ[x ⇝ y]は
基本公理である．

(5) φと ψ が論理式で xが変数記号，φが xを自由変数として含まないとする．この
とき ∀x (φ→ ψ)→ (φ→ ∀xψ)は基本公理である．

(6) ∀x (x = x)は基本公理である．
(7) ∀x ∀y (x = y → y = x)は基本公理である．
(8) ∀x ∀y ∀z (x = y → (y = z → x = z))は基本公理である．
(9) ∀x0 ∀x1 ∀y0 ∀y1 (x0 = y0 → (x1 = y1 → (x0 ∈ x1 → y0 ∈ y1))) は基本公理で
ある．

(6)から (9)は等号についての公理であり，これらをまとめて等号公理と呼ぶ．
論理式 φと ψ が文字列として等しいことを φ ≡ ψ で表すことにする (=は論理記号と
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紛らわしいため使わず ≡を使う)．

定義. φ,ψ, χを論理式とする．

(1) φが ψ から直ちに導かれる⇐⇒ある変数記号 xが存在して φ ≡ ∀xψ となる．
(2) φが ψ と χから直ちに導かれる⇐⇒ χ ≡ ψ → φとなる．

定義. T を論理式のメタ集合，φを論理式とする．φの T における形式的証明とは，次の
条件を満たす有限列 φ0, · · · , φn のことをいう．

(1) 各番号 i = 0, · · · , nに対して φi は論理式である．
(2) φn ≡ φである．
(3) 各番号 i = 0, · · · , nに対して，次のいずれかが成り立つ．

• φi は基本公理である．
• φi は T の元である．
• ある番号 j < iが存在して，φi は φj から直ちに導かれる．
• ある番号 j, k < iが存在して，φi は φj と φk から直ちに導かれる．

φ の T における形式的証明が存在することを T ` φ で表し*12，T で φ が証明可能と
いう言い方をする．また T が {ψ1, · · · , ψn} というメタ集合のときは T ` φ のことを
ψ1, · · · , ψn ` φと書く．また T が空集合のときは T ` φのことを ` φと書く．

つまり「直ちに導かれる」ことは自明であるとして認めた上で，公理から直ちに導かれ
ることだけを繋げて φが得られたらそれを形式的証明という，というわけである．

注意 13. 基本公理と公理系を分けて導入しているのは，基本公理はこの PDFにおい
ては公理系によらず常に仮定する公理となるからである．この基本公理の中には本質
的に排中律が含まれているので，これはいわゆる古典論理と呼ばれるものになる．も
ちろんこの PDFではこの基本公理を仮定するというだけの話であって，基本公理を
もっと弱くすることなども考えることができる．

注意 14. この PDFの最終的な目標である (1)は、結局は「ZFにおける形式的証明は
存在しないことを証明する」ということである．つまり言い換えると，数学基礎論が
言っているのはあくまで「形式的証明が存在しないことが分かる」ということだけで

*12 記号 ` はターンスタイルと呼ばれる．ターンスタイルというのは 1 人ずつでないと入出場できないゲー
トに使われている棒のことである．また後に出てくる |=はダブルターンスタイルと呼ばれる．
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あり，もしかしたら形式的証明にはなっていないような「天才的な証明」は存在する
かもしれないということでもある．ところが多くの人は「普段の数学における証明」
はここで定義した意味の形式的証明になっていると考えているようで，「ZFにおける
形式的証明は存在しない」ことを持って「選択公理なしには証明できない」と言って
いる人が多いと思う．
これで〈証明〉が定義できた．例として ZF ` ∃y ∀x (x /∈ y)であることを確かめてみよ
う (定理 47)．

注意 15. ここで，この ∃y ∀x (x /∈ y)という論理式は気持ちとしては「ある集合 y が
存在して，任意の xに対して xは yの元ではない」という意味となる．つまりこれは
「空集合が存在する」という意味であり，ZFでは〈真〉である．ところがこれは注意
6で書いた通り非公式な説明であり，実際には論理式はただの文字列である．すると
何故この ∃y ∀x (x /∈ y)という「ただの文字列」が ZFにおいて〈真〉ということにな
るかというと，(定理 47 で証明するように) ZF における形式的証明が構成できるか
らだ．このように ZFにおいては「φが証明可能である」ということを「φが成り立
つ」「φは真である」ということが多い．但し形式的証明というのは上の定義の通り，
文字列の有限列で条件を満たしているものが存在するというだけであり，ここに〈意
味〉は一切関わっていない．
〈意味〉に関する議論は第 4節で〈モデル〉というものを使って行う．

そのために，まずは形式的証明に関する基本的なことを示していく．以下では φ,ψ, χは
論理式を表すメタ変数とする．

命題 16. 公理は証明可能である．即ち φが T の元のとき T ` φとなる．

証明. φだけからなる長さ 1の有限列が明らかにその形式的証明となる．

命題 17. φ ` ψ → φである．

証明.「φ，φ→ (ψ → φ)，ψ → φ」がその形式的証明である．実際

• φはこの場合公理である．
• φ→ (ψ → φ)は基本公理である．
• ψ → φは φと φ→ (ψ → φ)から直ちに導かれる．

となり形式的証明の定義を満たす．

11



命題 18. ¬φ ` φ→ ψ である．

証明. 命題 17と同様に

¬φ, ¬φ→ (¬ψ → ¬φ), ¬ψ → ¬φ, (¬ψ → ¬φ)→ (φ→ ψ), φ→ ψ (19)

がその形式的証明である．実際 (19)の論理式を前から順に φ0, · · · , φ4 とすると

• φ0 は公理である．
• φ1 は基本公理である．
• φ2 は φ0 と φ1 から直ちに導かれる．
• φ3 は基本公理である．
• φ4 は φ2 と φ3 から直ちに導かれる．

となり形式的証明の定義を満たす．

このように形式的証明であることを文章で説明すると分かりづらいため，形式的証明で
あることを表す記法を導入する．まず「φが ψ から直ちに導かれること」を

ψ
∀φ

と表す．また「φが ψ と χから直ちに導かれること」を

ψ χ
MPφ

と表す*13．この記法に従って ¬φ ` ψ → φの形式的証明である (19)を配置すると

¬φ ¬φ→ (¬ψ → ¬φ)
MP¬ψ → ¬φ (¬ψ → ¬φ)→ (φ→ ψ)

MP
φ→ ψ

となり，形式的証明の定義を満たしていることが一目瞭然になる．このような表示を証明
図という．つまり一般に T ` φを示すには，証明図であって

• 一番下が φになっている．
• 一番上の部分は全て公理 (基本公理か T の元)になっている．

*13 MPはModus Ponensの略．φと φ → ψ から ψ を導くことをラテン語でModus Ponensというらし
い．
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となるものを構成すればよいわけである．ただ形式的証明がある程度複雑になると，証明
図は大きくなるので紙に書くのが困難になる．そこでより一般に φ1, · · · , φn ` φが成り
立つことを

φ1 · · · φn

φ

と表すことにする．これにより，例えば φ1, φ2, φ3 ` ψ の形式的証明と φ1, ψ ` χの形式
的証明が得られていたら，φ1, φ2, φ3 ` χの証明図を

φ1

φ1 φ2 φ3
ψ

χ

と書くことができる．これは厳密な意味では証明図にはなっていないが，ここから厳密な
意味での証明図が得られることは明らかであるから，これにより φ1, φ2, φ3 ` χの形式的
証明が得られたとしてよい．

命題 20. φ→ (ψ → χ) ` (φ→ ψ)→ (φ→ χ)である．

証明. [φ→ (ψ → χ)]→ [(φ→ ψ)→ (φ→ χ)]が基本公理だから

φ→ (ψ → χ) [φ→ (ψ → χ)]→ [(φ→ ψ)→ (φ→ χ)]
MP(φ→ ψ)→ (φ→ χ)

となる．

命題 21. ¬ψ → ¬φ ` φ→ ψ である．

証明. (¬ψ → ¬φ)→ (φ→ ψ)が基本公理だから

¬ψ → ¬φ (¬ψ → ¬φ)→ (φ→ ψ)
MP

φ→ ψ

となる．

命題 22. ∀xφ ` φである．

証明. φに自由変数としても束縛変数としても現れない変数記号を z とする*14と，明らか
に φ[x⇝ z]という代入は代入条件 (注意 11)を満たしている．よって ∀xφ→ φ[x⇝ z]
は基本公理である．また明らかに (φ[x⇝ z])[z ⇝ x]も代入条件を満たしていて，この代

*14 φは有限列であり変数記号は無限個あるからこのような z は必ず取ることができる．
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入は元に戻るだけだから (φ[x ⇝ z])[z ⇝ x] ≡ φとなる．つまり ∀z (φ[x ⇝ z]) → φも
基本公理であり

∀xφ ∀xφ→ φ[x⇝ z]
MP

φ[x⇝ z]
∀∀z (φ[x⇝ z]) ∀z (φ[x⇝ z])→ φ

MPφ

となる．*15

命題 23. φ→ ψ,ψ → χ ` φ→ χである．

証明. 次により成り立つ．

φ→ ψ

ψ → χ 命題 17
φ→ (ψ → χ)

命題 20(φ→ ψ)→ (φ→ χ)
MP

φ→ χ

(注: 他の命題などを使ったことを明示するときは，このように横線の右側に書くことにす
る．)

命題 24. ` φ→ φである．

証明. 基本公理 φ→ (ψ → φ)で ψ として φを取れば φ→ (φ→ φ)も基本公理である．
同様に φ→ φを取れば φ→ ((φ→ φ)→ φ) も基本公理である．故に

φ→ (φ→ φ)
φ→ ((φ→ φ)→ φ)

命題 20(φ→ (φ→ φ))→ (φ→ φ)
MP

φ→ φ

となる．

命題 25. ` φ ∨ ¬φである．

証明. ∨の定義より ` ¬φ→ ¬φを示せばよいが，それは命題 24から分かる．

命題 26. φ→ (φ→ ψ) ` φ→ ψ である．

証明. 次により成り立つ．

*15 ここでは異なる文字 x, y は異なる変数記号を表すと約束していたから ∀xφ → φ[x ⇝ x] は基本公理で
はないので，少し遠回りな証明になっている．初めから ∀xφ → φ[x⇝ x]を基本公理として認めてもよ
いがこのように z を介せば証明できるからここではそうした．
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命題 24
φ→ φ

φ→ (φ→ ψ)
命題 20(φ→ φ)→ (φ→ ψ)
MP

φ→ ψ

命題 27. φ→ (ψ → χ) ` ψ → (φ→ χ)である．

証明. 次により成り立つ．
基本公理

ψ → (φ→ ψ)
φ→ (ψ → χ)

命題 20(φ→ ψ)→ (φ→ χ)
命題 23

ψ → (φ→ χ)

(注: 基本公理であることを明示するときは上に書くことにする．)

命題 28. φが閉論理式のとき，T ∪ {φ} ` ψ ならば T ` φ→ ψ である．

証明. T ∪ {φ} ` ψ が成り立つとして，その証明図を
φ1
...

φn

...
ψ

とする．この証明図の途中の部分
χ1 · · · χk

χ
(29)

について考える．ここに現れる各論理式に φ→を付けて得られる
φ→ χ1 · · · φ→ χk

φ→ χ

は証明図である．
. . . ) この (29)は「直ちに導かれる」を表すとしてよい．

(i) (29)が
χ

∀∀xχ
のとき．φ→を付けると

φ→ χ

φ→ ∀xχ
となる．これは
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φ→ χ

∀x (φ→ χ) ∀x (φ→ χ)→ (φ→ ∀xχ)
MP

φ→ ∀xχ
により証明図となる (φ が閉論理式だから φ には x が自由変数として含まれないの
で，∀x (φ→ χ)→ (φ→ ∀xχ)が基本公理になることに注意)．

(ii) (29)が

χ χ→ χ′
MP

χ′

のとき．φ→を付けると
φ→ χ φ→ (χ→ χ′)

φ→ χ′

となる．これは

φ→ χ

φ→ (χ→ χ′)
命題 20(φ→ χ)→ (φ→ χ′)
MP

φ→ χ′

により証明図となる．

従って
φ→ φ1

...

φ→ φn

...
φ→ ψ

は証明図である．一番上の φ→ φi について考える．
(a) φi = φのとき．この場合，命題 24より ` φ→ φi である．
(b) φi が T の元，または基本公理のとき．この場合，命題 17より

φi

φ→ φi

となる．
(a)(b)を組み合わせれば T ` φ→ ψ の証明図が得られる．

命題 30. T ∪ {φ} ` ψ として，その証明図の途中に χ
∀∀xχ が現れないとする．このと

き T ` φ→ ψ である．

証明. 命題 28の (i)の部分が無くなるから証明がそのまま適用できる．

命題 31. ` ¬φ→ (φ→ ψ)である．
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証明. 命題 18, 30から明らか．

命題 32. ` φ→ φ ∨ ψ である．

証明. ∨の定義より ` φ→ (¬φ→ ψ)を示せばよい．それは
命題 31¬φ→ (φ→ ψ)
命題 27

φ→ (¬φ→ ψ)

から分かる．

命題 33. ` ψ → φ ∨ ψ である．

証明. ∨の定義より ψ → (¬φ→ ψ)となるが，これは基本公理である．

命題 34. ` ¬¬φ→ φである．

証明. 命題 30と

命題 24
φ→ φ

¬¬φ 命題 18¬φ→ ¬(φ→ φ)
命題 21(φ→ φ)→ φ

MP
φ

から ` ¬¬φ→ φである．

命題 35. ` φ→ ¬¬φである．

証明. ¬φに命題 34を適用することで，次のように証明できる．
命題 34¬¬¬φ→ ¬φ
命題 21

φ→ ¬¬φ

命題 36. φ→ ψ ` ¬ψ → ¬φである．

証明. 次により成り立つ．
命題 34¬¬φ→ φ φ→ ψ 命題 23¬¬φ→ ψ

命題 35
ψ → ¬¬ψ 命題 23¬¬φ→ ¬¬ψ 命題 21¬ψ → ¬φ
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命題 37. ` φ ∧ ψ → φである．

証明. ∧の定義より ` ¬(¬φ ∨ ¬ψ)→ φを示せばよい．それは
命題 32¬φ→ ¬φ ∨ ¬ψ 命題 21¬(¬φ ∨ ¬ψ)→ ¬¬φ 命題 34¬¬φ→ φ

命題 23¬(¬φ ∨ ¬ψ)→ φ

から分かる．

命題 38. ` φ ∧ ψ → ψ である．

証明. 命題 37と同様で次のようにできる．
命題 33¬ψ → ¬φ ∨ ¬ψ 命題 21¬(¬φ ∨ ¬ψ)→ ¬¬ψ 命題 34¬¬ψ → ψ

命題 23¬(¬φ ∨ ¬ψ)→ ψ

命題 39. ` (φ→ ¬φ)→ ¬φである．

証明. 証明可能な閉論理式 ψ を 1つ取る．

ψ

命題 34¬¬φ→ φ

φ→ ¬φ 命題 31¬φ→ (φ→ ¬ψ)
命題 23

φ→ (φ→ ¬ψ)
命題 26

φ→ ¬ψ 命題 23¬¬φ→ ¬ψ 命題 21
ψ → ¬φ

MP¬φ
だから命題 30より ψ ` (φ → ¬φ) → ¬φである．今 ` ψ だから ` (φ → ¬φ) → ¬φを
得る．

命題 40. φ→ χ, ψ → χ ` φ ∨ ψ → χである．

証明. まず

¬χ→ ¬¬χ 命題 39(¬χ→ ¬¬χ)→ ¬¬χ
MP¬¬χ 命題 34¬¬χ→ χ

MPχ

より ¬χ→ ¬¬χ ` χである．よって φ ∨ ψ が ¬φ→ ψ であることに注意すれば
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φ→ χ 命題 21¬χ→ ¬φ
¬φ→ ψ ψ → χ 命題 23¬φ→ χ

命題 23¬χ→ χ
命題 36¬χ→ ¬¬χ

χ

により φ → χ, ψ → χ, φ ∨ ψ ` χ である．よって命題 30 より φ → χ, ψ → χ ` φ ∨
ψ → χである．

命題 41. χ→ φ, χ→ ψ ` χ→ φ ∧ ψ である．

証明. 次により成り立つ．

命題 35
χ→ ¬¬χ

χ→ φ 命題 36¬φ→ ¬χ
χ→ ψ 命題 36¬ψ → ¬χ 命題 40¬φ ∨ ¬ψ → ¬χ 命題 36¬¬χ→ ¬(¬φ ∨ ¬ψ)

命題 23
χ→ ¬(¬φ ∨ ¬ψ)

命題 42. φ,ψ ` φ ∧ ψ である．

証明. 命題 41で χとして証明可能な閉論理式を取ればよい．

命題 43. φ→ ψ ` ∀xφ→ ∀xψ である．

証明. 命題 22で説明したように ∀xφ→ φは基本公理で，∀xφは xを自由変数として含
まないから

基本公理
∀xφ→ φ φ→ ψ 命題 23∀xφ→ ψ

∀∀x (∀xφ→ ψ)
基本公理

∀x (∀xφ→ ψ)→ (∀xφ→ ∀xψ)
MP∀xφ→ ∀xψ

である．

命題 44. ` φ↔ ψ のとき ` ¬φ↔ ¬ψ である．

証明. 命題 36から明らか．

命題 45. ` φ↔ ψ のとき ` ∀xφ↔ ∀xψ である．
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証明. 命題 43から明らか．

命題 46. ` φ↔ ψ のとき ` ∃xφ↔ ∃xψ である．

証明. 命題 44, 45から明らか．

定理 47. ZF ` ∃y ∀x (x /∈ y)が成り立つ．

証明. 論理式 x ∈ y ↔ (x ∈ z ∧ x 6= x)を φ0 と書く．まず ` φ0 ↔ x /∈ y が成り立つ．
. . . ) ` φ0 → x /∈ y は次の証明図と命題 30により分かる．

基本公理
∀x (x = x)

命題 22
x = x

命題 33
x /∈ z ∨ x = x

φ0 命題 37
x ∈ y → (x ∈ z ∧ x 6= x)

命題 36(x /∈ z ∨ x = x)→ x /∈ y
MP

x /∈ y
逆は，まず命題 31より ` x /∈ y → (x ∈ y → (x ∈ z ∧ x 6= x))である．次に

x = x
命題 35

x = x→ ¬(x 6= x)
MP¬(x 6= x) 命題 31¬(x 6= x)→ (x 6= x→ x ∈ y)

MP
x 6= x→ x ∈ y

だから

命題 37
x ∈ z ∧ x 6= x→ x 6= x

基本公理
∀x (x = x)

命題 22
x = x

x 6= x→ x ∈ y 命題 23(x ∈ z ∧ x 6= x)→ x ∈ y
命題 17

x /∈ y → ((x ∈ z ∧ x 6= x)→ x ∈ y)

により ` x /∈ y → ((x ∈ z ∧ x 6= x)→ x ∈ y)である．よって命題 41を使えば

x /∈ y → (x ∈ y → (x ∈ z ∧ x 6= x)) x /∈ y → ((x ∈ z ∧ x 6= x)→ x ∈ y)
x /∈ y → φ0

である．

従って命題 45, 46により ` ∃y ∀xφ0 ↔ ∃y ∀x (x /∈ y)となる．ここで φ ≡ x 6= xに対す
る内包性公理図式は

∀z ∃y ∀x (x ∈ y ↔ x ∈ z ∧ x 6= x)

となり，これは ∀z ∃y ∀xφ0 だから
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内包性公理図式
∀z ∃y ∀xφ0 命題 22∃y ∀xφ0 ∃y ∀xφ0 ↔ ∃y ∀x (x /∈ y)

∃y ∀x (x /∈ y)

により ZF ` ∃y ∀x (x /∈ y)を得る．

ここで ∃xφ ∧ ∀x∀z (φ ∧ φ[x⇝ z]→ x = z)を ∃!xφと略記する．

注意 48. これは一見怪しい略記である．というのも z としてどのような変数記号を
使うかの指定がないので，人によって ∃!xφ が表す論理式が異なってしまうからだ．
ところが実はこれは問題にはならない．というのも例えば

φ0 ≡ ∃xφ ∧ ∀x∀z (φ ∧ φ[x⇝ y]→ x = z)
φ1 ≡ ∃xφ ∧ ∀x∀w (φ ∧ φ[x⇝ z]→ x = w)

とすると ` φ0 ↔ φ1 となることが分かるので，∃!xφとして φ0 と φ1 のどちらを採
用したとしても T ` ∃!xφかどうかには影響が出ないのである．

命題 49. ZF ` ∃!y ∀x (x /∈ y)が成り立つ．

証明. 定理 47で存在は示したから ZF ` [∀x (x /∈ y) ∧ ∀x (x /∈ z)] → y = z を示せばよ
い．外延性公理より ZF ` [∀x (x ∈ y ↔ x ∈ z)]→ y = z だから

∀x (x /∈ y) ∧ ∀x (x /∈ z) ` ∀x (x ∈ y ↔ x ∈ z)

を示せばよい．それは次のように示せる．
∀x (x /∈ y) ∧ ∀x (x /∈ z)

命題 37∀x (x /∈ y)
命題 22

x /∈ y 命題 17
x /∈ z → x /∈ y 命題 21
x ∈ y → x ∈ z

∀x (x /∈ y) ∧ ∀x (x /∈ z)
命題 38∀x (x /∈ z)

命題 22
x /∈ z 命題 17

x /∈ y → x /∈ z 命題 21
x ∈ z → x ∈ y 命題 42

x ∈ y ↔ x ∈ z
∀x (x ∈ y ↔ x ∈ z)

つまり ZFにおいては ∀x (x /∈ y)となるような y は唯 1つ存在するから，それを空集
合といって 0で表すわけである*16．

*16 普通の数学では空集合は ∅で表すことが多いが，集合論では 0と書くことが多い．
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このようなことは普通の数学ではよくやっているが，ZFという体系においてこのよう
な処理はやっても良いのだろうか？ つまり，例えば ∃x (x 6= 0)のような 0を含む〈論理
式〉を考えて ZF ` ∃x (x 6= 0)のようなことを考えても良いのだろうか？ これは良いの
である．というのも，もし〈論理式〉の中に 0が現れたら，それを 0を使わない論理式に
直すことは常に可能だからだ．例えば今回の ∃x (x 6= 0)であれば，これは

∀z (∀x (x /∈ z)→ ∃x (x 6= z))

とすればよい．つまり 0 を使った〈論理式〉はある種の略記であると考えればいいので
ある．

注意 50. ここで〈論理式〉と書いているのは，これは厳密には論理式になっていない
からである．即ち 0は使用可能文字ではないので「0を含む論理式」というのはそも
そも意味がない．なので 0を使った〈論理式〉は略記であると考えるのであるが，こ
こで論理式の定義を拡張して，0を使った〈論理式〉も認めるようなことも可能であ
る (第 4節を参照)．このような操作を「定義による拡大」といい，定義による拡大を
行っても本質的には何も変わらないことが証明できる (定理 69)．

より一般に x1, · · · , xn, y を変数記号として，これらの変数記号以外の自由変数を含まな
い論理式を φとする．このとき ZF ` ∀x1 · · · ∀xn ∃!y φであれば，このような唯 1つの y

のことを F (x1, · · · , xn)と書いて〈論理式〉に使うことができる．これも F はある種の
略記と考えるわけである．
最後に矛盾というものを導入しておく．

定義. 公理系 T が矛盾する⇐⇒ある閉論理式 φが存在して T ` φ ∧ ¬φとなる．

定理 51. T が矛盾するとき，任意の論理式 φに対して T ` φである*17．

証明. T が矛盾しているので，ある閉論理式 ψが存在して T ` ψ ∧ ¬ψとなる．このとき
T

ψ ∧ ¬ψ 命題 37
ψ ∧ ¬ψ → ψ

MP
ψ

となる．同様にして T ` ¬ψ も分かる．よって任意の論理式 φに対して

*17 これを爆発律という．
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T
ψ

T
¬ψ 命題 31¬ψ → (ψ → φ)

MP
ψ → φ

MP
φ

である．

定理 52. T ∪ {φ}が矛盾するとき T ` ¬φである．

証明. 定理 51より T ∪ {φ} ` ¬φである．定理 51の証明における ψには，φの自由変数
が現れないようにできる．よって命題 28の証明が適用できて T ` φ→ ¬φとなる．故に

T
φ→ ¬φ 命題 39(φ→ ¬φ)→ ¬φ

MP¬φ

系 53. T ∪ {¬φ}が矛盾するとき T ` φである．

証明. T ∪{¬φ}が矛盾するとき定理 52より T ` ¬¬φである．よって命題 34より T ` φ
となる．

注意 54. 定理 52と系 53はいわゆる背理法である．普段の数学ではこの 2つは区別
しないが，排中律を仮定しないような数学では ¬¬φ→ φが証明できないため，この
2つは本質的に異なるものとなる．そのため，そのような立場の場合は系 53のみを背
理法と呼び，定理 52は否定の導入と呼ぶ．

3 ZFCについて
この節では ZFCの各公理についてもう少し詳しく解説する．

公理 0 (集合の存在). ∃x (x = x)

実はこの公理は証明可能である．というもの一般に論理式 φ と代入条件を満たしてい
る変数記号に対して

命題 35
φ[x⇝ y]→ ¬¬φ[x⇝ y]

基本公理
∀x¬φ→ ¬φ[x⇝ y]

命題 21¬¬φ[x⇝ y]→ ¬∀x¬φ
命題 23

φ[x⇝ y]→ ¬∀x¬φ
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となるから基本公理 ∀xφ → φ[x ⇝ y]と合わせて ` ∀xφ → ¬∀x¬φを得る．ここで φ

として x = x を取れば ` ∀x (x = x) → ∃x (x = x) が分かる．∀x (x = x) は基本公理
だったから ` ∃x (x = x)である．この PDFでは [3]に合わせて，集合の存在も公理とし
て載せている*18．

公理 1 (外延性公理). ∀x∀y (∀z (z ∈ x↔ z ∈ y)→ x = y)

これは気持ちとしては「集合は元により定まる」という意味の公理である．つまり普段
の数学で集合に対する等号 X = Y を示すために「X ⊂ Y かつ Y ⊂ X」を示しているの
は，実は外延性公理を使っているということである．
なお外延性公理における最後の→ が↔ ではないのは，← は証明可能だからである．
実際，∀xφ→ φ[x⇝ y]とMPを繰り返し使うことで

基本公理
∀x (x = x)
z = z

基本公理
∀x0 ∀x1 ∀y0 ∀y1 (x0 = y0 → (x1 = y1 → (x0 ∈ x1 → y0 ∈ y1)))

z = z → (x = y → (z ∈ x→ z ∈ y))
MP

x = y → (z ∈ x→ z ∈ y)

を得る．同様にして ` y = x→ (z ∈ y → z ∈ x)も成り立つから

基本公理
∀x∀y (x = y → y = x)

x = y → y = x y = x→ (z ∈ y → z ∈ x)
命題 23

x = y → (z ∈ y → z ∈ x)

となり命題 41 により ` x = y → (z ∈ x ↔ z ∈ y) である．よって基本公理 ∀x (φ →
ψ)→ (φ→ ∀xψ)を使えば

x = y → (z ∈ x↔ z ∈ y)
∀∀z (x = y → (z ∈ x↔ z ∈ y))

x = y → ∀z (z ∈ x↔ z ∈ y)
∀∀x∀y (x = y → ∀z (z ∈ x↔ z ∈ y))

となる．

公理 2 (基礎の公理). ∀x [∃y (y ∈ x)→ ∃y (y ∈ x ∧ ¬∃z (z ∈ x ∧ z ∈ y))]

*18 [3] にも「この公理は導出できるので冗長なだけかもしれないが，念のため公理として表明している」と
記載がある．
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この公理については後で説明する．

公理 3 (内包性公理図式). φが論理式で y を自由変数として含まないとき

∀z ∃y ∀x (x ∈ y ↔ x ∈ z ∧ φ)

の全称閉包を公理とする．

この公理はこれまでの公理と少し違うことに注意する．というのも，これは論理式 φが
1つ与えられるごとに公理が 1つ定まるのである．つまり内包性公理というのは無限個あ
ることになる (この意味で，この公理には内包性公理図式というように「図式」という言
葉が付いている)．これを

∀φ [∀z ∃y ∀x (x ∈ y ↔ x ∈ z ∧ φ)]

のようにして 1つの公理としてまとめることは出来ないことに注意．φはメタ数学の変数
であるから，これに ∀を付けて ZFCの中で扱うことはできないのである．
内包性公理図式により得られる集合 yは，外延性公理により唯 1つであることが証明で
きる．そこでこの y を {x ∈ z | φ}と書く．このようなことをしてもよいのは第 2節の最
後に述べた通りである．

公理 4 (対の公理). ∀x∀y ∃z (x ∈ z ∧ y ∈ z)

これは気持ちとしては「x, y に対して集合 {x, y} が存在する」という意味の公理であ
る．但し，実際の対の公理はこれよりも弱い形になっていることに注意しよう．何故これ
で問題ないかというと，それは内包性公理図式があるからである．x, y に対して，対の公
理により存在する z を取る．この z と論理式 v = x ∨ v = y に内包性公理図式を適用す
ることで {v ∈ z | v = x ∨ v = y}が得られるので，これを {x, y}と書き xと y の非順序
対という．また {x} := {x, x}と書く．
これを使うと順序対を 〈x, y〉 := {{x}, {x, y}}により定義することができる．

公理 5 (和集合公理). ∀F ∃A∀Y ∀x (x ∈ Y ∧ Y ∈ F → x ∈ A)

これは気持ちとしては「集合の集合 F に対して和集合 ∪
Y ∈F Y が存在する」という意

味の公理である．但しこれも対の公理と同じく，弱い形になっており実際の和集合は内包
性公理図式により得られる．つまり F に対して，和集合公理により存在する Aを取り∪

F := {x ∈ A | ∃Y ∈ F (x ∈ Y )}

を F の和集合と呼ぶわけである．
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公理 6 (置換公理図式). φが論理式で Y を自由変数として含まないとき

∀A (∀x ∈ A ∃!y φ→ ∃Y ∀x ∈ A∃y ∈ Y φ)

の全称閉包を公理とする．

これは気持ちとしては「f を関数とするとき集合 {f(x) | x ∈ A}が存在する」という
意味の公理図式である．これも内包性公理図式と組み合わせて使用する．
置換公理図式を使うと 2つの集合 A,B の直積集合 A×B を定義することができる．ま
ず y ∈ B に対して

ZF− ` ∀x ∈ A ∃!z (z = 〈x, y〉)

だから置換公理図式と内包性公理図式を使って prod(A, y) := {〈x, y〉 | x ∈ A}と定める．
次に

ZF− ` ∀y ∈ B ∃!z (z = prod(A, y))

だから prod′(A,B) := {prod(A, y) | y ∈ B}と定める．これに和集合公理を使って

A×B :=
∪

prod′(A,B)

と定義する．こうして直積集合が定義できたので，普段の数学と同じように n項関係，順
序集合，整列順序集合，関数，単射，全射，全単射などが定義できる．

公理 7 (無限公理). ∃x (0 ∈ x ∧ ∀y ∈ x (S(y) ∈ x))

この公理について説明するため，次の定義をする．

定義. S(x)で x ∪ {x}を表す．

つまり無限公理はこの S と 0を使った略記をしている論理式である．この略記を使わ
ず正式な論理式に直すことは容易であろう．このとき次のように定義する*19．

定義. xが推移的⇐⇒ ∀y ∀z ((y ∈ x ∧ z ∈ y)→ z ∈ x)．

定義. xが順序数⇐⇒ (xが推移的 ) ∧ (〈x,∈〉が整列順序集合 )．

注意 55. この定義は「xが推移的」や「xが順序数」は 1つの論理式を表すという意
味である．(ここでは「〈x,∈〉が整列順序集合」という論理式を定義していないが，こ
れを定義することは容易であろう．)

*19 これは要するに順序数の話である．順序数については詳しくは「順序数入門」の PDF [1]を参照
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命題 56. ZF− ` (αが順序数 )→ (S(α)が順序数 )．

定義. αが後続型順序数⇐⇒ (αが順序数 ) ∧ ∃β (β は順序数 ∧ α = S(β))．

定義. xが自然数⇐⇒ x = 0 ∨ (xが後続型順序数 ∧ ∀α ∈ x (α = 0 ∨ αは後続型順序数
))

命題 57. 無限公理により存在する xを取ると ZF− ` ∀n (nが自然数→ n ∈ x)．

つまり気持ちとしては，無限公理は「自然数全体の集合が存在する」という意味の公理
である．これも弱い形の公理になっているので，内包性公理図式を使って次のように定義
する．

定義. 無限公理により存在する xを使って ω := {n ∈ x | nは自然数 } と定義する．

公理 8 (冪集合公理). ∀x∃y ∀z (z ⊂ x→ z ∈ y)

これは「冪集合が存在する」という公理である．ここで z ⊂ xは ∀y (y ∈ z → y ∈ x)
の略記である。これも弱い形の公理なので次のように定義する．

定義. 冪集合公理により存在する y を使って P(x) := {z ∈ y | z ⊂ x}と定義する．

以上の公理を使うことで，ω から通常通り Z,Q,R,Cなどを定義することができる．更
に関数 f : R→ Rやその連続性，微分可能性を通常通り定義することができるから微積分
学などを展開することができる．このように普段やっているような数学は大抵行うことが
できると分かり，集合しか考えないとしても問題無いわけである．

公理 9 (選択公理). ∀A∃R (Rは Aを整列順序づけする )

これはいわゆる整列可能定理というものである．良く知られている通りこれは選択公理
と同値だから，これを公理として採用しても問題ない．ここに書いた通り整列可能定理は
(本来の選択公理よりも)記述がシンプルになるので，こうすると公理の記述がシンプルに
なるというメリットがある．
最後に，基礎の公理について説明する．この公理をわざわざ ZFCに含めているという
ことは，これは有用なのであるが，では何に使うのかと聞かれると少し答えるのが難し
い．というのは，この公理は普段数学をする上ではほぼ使わない公理だからである．では
何故基礎の公理があるのかというと，これがあると集合論の細かい議論をする上で便利だ
からである．
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例えば基礎の公理があると次の命題が成り立つ．

命題 58. ZF ` ∀x (x /∈ x)．

証明. まず基礎の公理とは

∀x [∃y (y ∈ x)→ ∃y (y ∈ x ∧ ¬∃z (z ∈ x ∧ z ∈ y))]

であった．よって基本公理 ∀xφ→ φ[x⇝ {x}]を使うことで

ZFC ` ∃y (y ∈ {x})→ ∃y (y ∈ {x} ∧ ¬∃z (z ∈ {x} ∧ z ∈ y))

を得る．明らかに ZFC ` ∃y (y ∈ {x})なので

ZFC ` ∃y (y ∈ {x} ∧ ¬∃z (z ∈ {x} ∧ z ∈ y))

となる．y ∈ {x}となるのは y = xのときであるから

ZFC ` ∀x (x /∈ x)

が分かる．

つまり基礎の公理があると，x ∈ xとなるような「変な」集合は存在しないことが証明
できる．更に詳しく，次のような説明もできる．まず順序数 αに対して集合 R(α)を

R(α) :=

 0 (α = 0)
P(R(β)) (α = β + 1)∪
{R(β) | β < α} (それ以外)

により定める．

定理 59. ZF− ` (基礎の公理)↔ ∀x∃α (αは順序数 ∧ x ∈ R(α))．

証明. 省略．

つまり基礎の公理とは R(α)に入らないような「変な」集合は存在しないという意味の
公理になる．このことを使うと，基礎の公理の下では集合の rankというものを定義する
ことができる．

定義. rank(x) := min{α | αは順序数 ∧ x ∈ R(α+ 1)}と定める．

rankは順序数である．よって ZFにおいては「任意の xに対して○○である」という定
理を証明するときに「rank(x)に関する超限帰納法」を使うことができるのである．
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4 より一般の公理系について
第 2節では ZFCを定義するためだけに論理式を定義したが，この定義をより一般化す
ることで様々な公理系も同じように扱うことができる．例えば

∀x∀y ∀z ((x · y) · z = x · (y · z))
∀x (x · e = x ∧ e · x = x)
∀x (x · x−1 = e ∧ x−1 · x = e)

を群の公理といい，群の公理では ∀x∀y (x · y = y · x)は証明できない，という主張をし
たりすることができるようになる．この群の公理では，第 2節の論理式とは異なり，2項
演算 ·や定数記号 eのようなものが現れるのでそのままでは論理式として扱うことができ
ない．そこでこういうものも扱うことができる，より一般の論理式*20を定義するために
「言語」と「項」というものを導入する．

定義. 関数記号と呼ばれる記号と，関係記号と呼ばれる記号からなるメタ集合 Lを言語と
いう．但し，Lの元にはアリティと呼ばれる自然数が定まっているものとする．*21

定義. Lを言語とする．L-項とは，以下により定まるものをいう．

(1) 変数記号は L-項である．
(2) f ∈ Lがアリティ nの関数記号で t1, · · · , tn が L-項のとき，f(t1, · · · , tn)も L-項
である．

(3) 以上により得られるもののみが L-項である．

また変数記号が現れない L-項を L-閉項という．

f ∈ L がアリティ 0 の関数記号のとき，定義から f 自身が L-項になる．なのでアリ
ティ 0の関数記号のことを定数記号と呼ぶことがある．

定義. Lを言語とする．L-論理式とは，以下により定まるものをいう．

(1) t1, t2 が L-項のとき，t1 = t2 は L-論理式である．

*20 ここで定義するのは 1階述語論理と呼ばれるものであり，更に一般化した高階述語論理と呼ばれるものも
存在する．

*21 以下で登場する例では言語 Lは全て有限集合になっているが，Lは無限集合でもよい．
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(2) R ∈ Lがアリティ nの関係記号で t1, · · · , tn が L-項のとき，R(t1, · · · , tn)は L-
論理式である．

(3) φが L-論理式のとき ¬(φ)も L-論理式である．
(4) φと ψ が L-論理式のとき (φ)→ (ψ)も L-論理式である．
(5) φが L-論理式で xが変数記号のとき ∀x (φ)も L-論理式である．
(6) 以上により得られるもののみが L-論理式である．

また自由変数が現れない L-論理式を L-閉論理式という．

定義. L-閉論理式のメタ集合を L-公理系という．

例 60. LZFC := {∈}を集合論の言語という (ここで ∈はアリティ 2の関係記号とする)．
この場合は関数記号がないので，LZFC-項とは変数記号のことである．よって LZFC-論理
式とは第 2節で定義した論理式のことである．

例 61. LGrp := {·, e, i}を群論の言語という (ここで ·はアリティ 2の関数記号，eはア
リティ 0の関数記号，iはアリティ 1の関数記号とする)．x, y を変数記号として，普段の
数学でもやるように ·(x, y)を x · y のように書くことにすると

x, x · y, (x · y) · x, e, e · e, i(e), x · (i(y) · e)

などが LGrp-項の例である．このうち LGrp-閉項は e, e · e, i(e)である．
3つの LGrp-論理式 φ0, φ1, φ2 をそれぞれ

∀x∀y ∀z ((x · y) · z = x · (y · z))
∀x (x · e = x ∧ e · x = x)
∀x (x · i(x) = e ∧ i(x) · x = e)

としたとき，LGrp-公理系 TGrp := {φ0, φ1, φ2}を群論という．

注意 62. ここでは群論の言語として LGrp = {·, e, i}を採用したが，普通は群は 2項
演算 ·のみを使って定義することが多いかもしれない．そのようにしたい場合は，言
語を L := {·}として L-公理系 T := {φ3, φ4}を

φ3 ≡ ∀x∀y ∀z ((x · y) · z = x · (y · z))
φ4 ≡ ∃u [∀x (x · u = x ∧ u · x = x) ∧ ∀x∃y (x · y = u ∧ y · x = u)]

により定めればよい．
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L-論理式の形式的証明についても第 2節と同様に定義できる (省略)．
通常の群論においては，公理系 TGrp を直接扱うのではなくて〈群〉と呼ばれる「TGrp

を満たす集合」を扱う．一般の公理系において，この〈群〉に相当するものをモデルと
いう．

定義. Lを言語とする．L-構造とは (メタ数学における) 2つ組M = 〈M,F 〉であって以
下の条件をみたすものをいう．

(1) M は空でないメタ集合である*22．
(2) F は Lを定義域とする関数である．以下 α ∈ Lに対して αM := F (α)と書く．
(3) R ∈ Lがアリティ nの関係記号のとき，RM はM 上の n項関係である．
(4) f ∈ Lがアリティ 0の関数記号のとき，fM はM の元である．
(5) f ∈ Lがアリティ n > 0の関数記号のとき，fM は関数 f : Mn →M である．

つまり言語が与えられたとき，それで表せるような〈構造〉のことを L-構造というの
である．L-構造というのは単に〈構造〉が与えられているだけであって，これが与えられ
た公理を満たすかどうかというのは全く考慮されていない．そこで「L-構造が公理を満た
す」ということを定義する．

定義. Lを言語，M = 〈M,F 〉を L-構造とする．このとき a ∈M に対して新しい関数記
号 ca (アリティは 0とする)を用意して L(M) := L ∪ {ca | a ∈M}と定める．

この L(M) も言語である．このときM は cM
a := a と定めることで L(M)-構造に

なる．

定義. Lを言語，M = 〈M,F 〉を L-構造とする．このとき L(M)-閉項 tに対してM の
元 tM を次のように定義する．

(1) t ≡ f がアリティ 0の関数記号のとき tM := fM とする．
(2) t ≡ f(t1, · · · , tn)で n > 0のとき tM := fM(tM1 , · · · , tMn )とする．

定義. Lを言語，Mを L-構造，φを L(M)-閉論理式とする．このときM |= φを以下
により定義する．

(1) M |= t1 = t2 は tM1 = tM2 を意味する．

*22 普段の数学では空な〈構造〉を認めることもあるが，ここでは空な L-構造は認めないことにする．これ
は空な L-構造に対しては一部の定理が成り立たないからである．[4]II.8.16を参照．
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(2) R がアリティ n の関係記号のとき，M |= R(t1, · · · , tn) は 〈tM1 , · · · , tMn 〉 ∈ RM

を意味する．
(3) M |= ¬φは「M |= φでない」を意味する．
(4) M |= φ→ ψ は「M |= φならばM |= ψ」を意味する．
(5) M |= ∀xφは「任意の a ∈M に対してM |= φ[x⇝ ca]となる」を意味する．

また φが閉でない L-論理式のときは，全称閉包 φ∀ を使ってM |= φ ⇐⇒M |= φ∀ と
定義する．

定義. Lを言語，T を L-公理系とするとき

L-構造Mが T のモデル⇐⇒任意の φ ∈ T に対してM |= φとなる．

Mが T のモデルであることを記号でM |= T と書く．

例 63. 例 61の LGrp を考える．LGrp-構造とは

メタ集合M，関数 ·M : M ×M →M，元 eM ∈M，関数 iM : M →M

の 4つ組M = 〈M, ·M, eM, iM〉のことである．このときM |= φ0 とは

任意の a, b, c ∈M に対して (a ·M b) ·M c = a ·M (b ·M c)が成り立つ

ということである．同様にしてM |= φ1 は

任意の a ∈M に対して a ·M eM = a かつ eM ·M a = aが成り立つ

でありM |= φ2 は

任意の a ∈M に対して a ·M iM(a) = eM かつ iM(a) ·M a = eM が成り立つ

ということである．即ちMが TGrp のモデルであるとは 〈M, ·M, eM, iM〉が群であると
いうことである．

モデルについて重要な定理が健全性定理，完全性定理，コンパクト性定理である．

定義. T を L-公理系，φを L-論理式とするとき

T |= φ⇐⇒Mが T のモデルならばM |= φである．

定理 64 (健全性定理). T を L-公理系，φを L-論理式とするとき，T ` φならば T |= φ
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である．

証明. T ` φかつM |= T とする．M |= φを示せばよい．まず T ` φだから，その証明
図を

φ1
...

φn

...
φ

とする．この証明図の途中の部分
χ1 · · · χk

χ
(65)

を取る．このときM |= χ1, · · · , M |= χk ならばM |= χである．
. . . ) この (65)は「直ちに導かれる」を表すとしてよい．

(i) (65)が
χ

∀xχ
のとき．定義よりM |= χはM |= ∀xχを意味しているからこの場合は明らかに成
り立つ．

(ii) (65)が

χ χ→ χ′
MP

χ′

のとき．定義よりM |= χ→ χ′ とは「M |= χならばM |= χ′」ということである．
よってM |= χかつM |= χ→ χ′ ならばM |= χ′ である．

故にM |= φ1, · · · , M |= φn ならばM |= φであることが分かる．今M |= T なので
M |= φ1, · · · , M |= φn が成り立つからM |= φが分かった．

定理 66 (完全性定理). T を L-公理系，φを L-論理式とするとき，T |= φならば T ` φ
である．

証明. 省略 ([5]を参照)．

T ` φというのは φの形式的証明が存在するという意味であり，ここには〈文字の意
味〉というのは一切現れていない．一方で T |= φというのは φをMというモデルで解
釈したらどうなるか，という形で〈文字の意味〉を考えるものである．つまりこの健全性
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定理と完全性定理というのは，形式的証明を考えることと〈意味〉を考えることはある意
味で等しいという定理である．

例 67. 群の公理から可換性 (∀x ∀y (x · y = y · x))は証明できない．

証明. 証明できる (即ち TGrp ` ∀x∀y (x · y = y · x))と仮定する．健全性定理 (定理 64)
により

TGrp |= ∀x∀y (x · y = y · x)

である．即ちMを任意の群 (= TGrp のモデル)とするとM |= ∀x ∀y (x · y = y · x)とな
る．これは「任意の a, b ∈M に対して a ·M b = b ·M a」を意味する．ところがこれを満
たさない群は存在するから，これは矛盾である．

定理 68. L-公理系 T に対して

T のモデルMが存在する⇐⇒ T は無矛盾である．

証明. (=⇒)M |= T かつ T が矛盾すると仮定する．T が矛盾するから T ` φ ∧ ¬φとな
る L-閉論理式 φが取れる．健全性定理 (定理 64)によりM |= φ ∧ ¬φである．定義に
よりこれは「M |= φ かつM |= ¬φ」ということであるが，M |= ¬φとは「M |= φで
ない」ということだからこれは (メタ数学において)矛盾する．従って (メタ数学における
背理法により) T は無矛盾である．

(⇐=) 対偶を示す．そのために T のモデルが存在しないとする．この場合，定義より任
意の L-論理式 φに対して T |= φである．そこで φとして φ ∧ ¬φを取れば T |= φ ∧ ¬φ
となるから，完全性定理により T ` φ ∧ ¬φとなり T は矛盾する．

このようにモデルを使うことで，証明できないことや矛盾しないことを証明することが
できる．
また第 2節の最後で述べたようなことも L-論理式を使うことで正当化できる．まず L

を言語，T を L-公理系，θ(x1, · · · , xn, y) を L-論理式とする．この θ(x1, · · · , xn, y) は
x1, · · · , xn, y のみを自由変数として持つとして

T ` ∀x1 · · · ∀xn ∃!y θ(x1, · · · , xn, y)

となるとき，Lに含まれない新しい関数記号 f を用意して L′ := L ∪ {f}と定める (f の
アリティは nとする)．このとき L-論理式は明らかに L′-論理式であるから T は L′-公理
系とみなすことができる．この T に閉論理式

∀x1 · · · ∀xn∀y [f(x1, · · · , xn) = y ↔ θ(x1, · · · , xn, y)]
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を加えてできる L′-公理系を T ′ とする．この T ′ を T の定義による拡大という．

定理 69. T ′ を T の定義による拡大とする．

(1) φを L-閉論理式とするとき T ` φと T ′ ` φは同値である．
(2) tを L′-項とするとき，ある L-論理式 ζt(x)が存在して T ` ∃!x ζt(x)かつ T ′ ` ζt(t)
となる．

(3) ψ を L′-論理式とするとき，ある L-論理式 φが存在して T ′ ` ψ ↔ φとなる．

証明. (1) T ⊂ T ′ だから T ` φならば T ′ ` φである．逆を示すため T ′ ` φかつ T 6` φ
と仮定する．L-構造MでM |= T かつM |= ¬φとなるものが存在する．

. . . ) 完全性定理 (定理 66) により T 6|= φ である．即ち L-構造M でM |= T かつ
M 6|= φとなるものが存在する．このとき |=の定義よりM |= ¬φである．

今 T ` ∀x1 · · · ∀xn ∃!y θ(x1, · · · , xn, y) だからM |= ∀x1 · · · ∀xn ∃!y θ(x1, · · · , xn, y) で
ある．即ち

a1, · · · , an ∈M に対して b ∈M が一意に存在してM |= θ(a1, · · · , an, b)

となる．これを使って関数 fM : Mn → M を fM(a1, · · · , an) := b で定義する．この
fM によりMを L′-構造とみなす．すると明らかに

M |= ∀x1 · · · ∀xn∀y [f(x1, · · · , xn) = y ↔ θ(x1, · · · , xn, y)]

である．よってM |= T ′ となる．今 T ′ ` φ だったから健全性定理 (定理 64) により
M |= φである．ところがM |= ¬φだったからこれは (メタ数学における)矛盾である．

(2) L′-項 tの構成に関する帰納法．

• t ≡ y で y が変数記号のとき．ζt(x) ≡ x = y と定めればよい．
• t ≡ g(t1, · · · , tn)で g ∈ Lが関数記号のとき．

ζt(x) ≡ ∃x1 · · · ∃xn [g(x1, · · · , xn) = x ∧ ζt1(x1) ∧ · · · ∧ ζtn(xn)]

と定めればよい．
• t ≡ f(t1, · · · , tn)のとき．

ζt(x) ≡ ∃x1 · · · ∃xn [θ(x1, · · · , xn, x) ∧ ζt1(x1) ∧ · · · ∧ ζtn
(xn)]

と定めればよい．
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(3) L′-論理式 ψ の構成に関する帰納法．

• ψ ≡ R(t1, · · · , tn)で Rが関係記号のとき．(2)の ζti(x)を取り

φ ≡ ∃x1 · · · ∃xn [R(x1, · · · , xn) ∧ ζt1(x1) ∧ · · · ∧ ζtn(xn)]

と定めればよい．
• ψ ≡ t1 = t2 のとき．R(t1, · · · , tn)の場合と同様．
• ψ ≡ ¬ψ′ のとき．帰納法の仮定から L-論理式 φ′ が存在して T ′ ` ψ′ ↔ φ′ とな
る．このとき命題 44から T ′ ` ψ ↔ ¬φ′ である．

• ψ ≡ ψ′ → ψ′′ のとき．帰納法の仮定から L-論理式 φ′, φ′′ が存在して T ′ ` ψ′ ↔
φ′ かつ T ′ ` ψ′′ ↔ φ′′ となる．このとき T ′ a ψ ↔ (φ′ → φ′′)である．

• ψ ≡ ∀xψ′ のとき．帰納法の仮定から L-論理式 φ′ が存在して T ′ ` ψ′ ↔ φ′ とな
る．このとき命題 45から T ′ ` ψ ↔ ∀xφ′ である．

定理 70 (コンパクト性定理). T を L-公理系として，次の条件を満たすとする．

任意の有限部分集合 T0 ⊂ T に対して T0 のモデルが存在する．

このとき T のモデルも存在する．

証明. 定理 68より T が無矛盾であることを示せばよい．そこで T が矛盾するとする．即
ち T0 ` φ ∧ ¬φとなるような L-閉論理式 φと有限部分集合 T0 ⊂ T が存在する．ところ
が今 T0 のモデルが存在するから定理 68より T0 は無矛盾なはずであり矛盾する．

定義. LPA := {0, S,+, ·}とする (これらは全て関数記号で，アリティはそれぞれ 0, 1, 2, 2
とする)．このときペアノ算術 PAとは，以下の論理式の全称閉包からなる LPA-公理系の
ことである．

(1) S(x) = S(y)→ x = y

(2) S(x) 6= 0
(3) x+ 0 = x

(4) x+ S(y) = S(x+ y)
(5) x · 0 = 0
(6) x · S(y) = x · y + x

(7) φ(x)が論理式のとき，(φ(0) ∧ ∀x [φ(x)→ φ(S(x))])→ ∀xφ(x)

例 71. 自然数全体のメタ集合 N は自然な方法で PA のモデルとなる．これを PA の標
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準モデルという．標準モデルでないモデルを超準モデルという．PAの超準モデルは存在
する．

証明. まず x < y で LPA-論理式 ∃z (y = x+ S(z))を表すことにする．
定数記号 c を付け加えた言語 L := LPA ∪ {c} を考える．メタ自然数 n に対して L-論
理式

Sn(0) < c (但し Sn(0)は 0に S を n回適用した L-閉項 S(· · ·S(0) · · · )を表す)

を φn と書く．L-公理系 T := PA ∪ {φn | n ∈ N} を考えると，任意の有限部分集合
T0 ⊂ T はモデルを持つ．よってコンパクト性定理により T はモデルM = 〈M,F 〉を持
つ．このときMは PAのモデルとみなすこともできる．ここでM には元 cM ∈M が存
在するが，この元は「任意の n ∈ Nに対して cM > n」を満たす．この条件を満たす元は
Nには存在しないから，Mは PAの超準モデルである．

5 選択公理について
この PDFで紹介したような数学基礎論においても，選択公理は登場する．というのも
第 4節で登場した完全性定理やコンパクト性定理は実は証明に選択公理を使うことが知ら
れている*23．またここでは紹介しないが Löwenheim-Skolem の定理という定理があり，
実はこの定理は選択公理と同値であることが知られている．
これはどういうことだろうか
これはいくつか考え方がある．1つはメタ数学で普通に選択公理を使っているというこ
とである．そんなことしていいのか？ と思う人もいるかもしれないが，メタ数学という
のは「我々が普段やってる数学」であり，この「我々が普段やってる数学」で選択公理を
使ったとして問題があると考える人は少ないであろう．つまり普段の数学と同じノリでメ
タ数学において選択公理を使った結果，完全性定理などが証明できたということである．
この考え方はあまり厳密でないと感じる人もいるかもしれないし，もしくは「選択公理は
間違っている！」と思う人にとっては間違った議論をしている，ということになる．
もう 1つはメタ数学は ZFCであるとする考え方である．どういうことかというと，ま
ず第 2節でやったように ZFCを定義する．すると第 3節までで見た通り，この ZFCの中
では普段の数学でやっているようなことは可能である．特に，第 4節でやったような数学

*23 完全な選択公理でなく，BPI (Boolean Prime Ideal Theorem) があれば良いことが知られている．何
故ならばこれらの定理は ZFにおいて BPIと同値になるからである．
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を ZFCの中で実行することは可能である．つまり ZFCの中で言語 Lや L-論理式，L-公
理系などを定義することができる．すると完全性定理は ZFCにおける論理式として書く
ことができる．それを φとすると，実は ZF 6` φかつ ZFC ` φであることが知られてい
るのである．同じように Löwenheim-Skolemの定理を論理式で書いたものを ψ とすると
ZF ` AC↔ ψ であることが知られている．
この場合 L-論理式から見たメタ数学は ZFCであり「我々が普段やってる数学」は〈メ
タメタ数学〉とでもいうべきものになっている．

6 集合とは限らない集まりについて
(この節は今後もっと詳しく書く．)

初めに説明した通り ZFCは集合のみを扱う公理系である．つまり何か変数記号 xが出
てきたら，これは必ず集合を表す．ところが数学では，集合ではないような〈集まり〉を
扱いたいことがたまにある．例えば「全ての集合の集まり」「全ての順序数の集まり」「全
ての基数の集まり」「全ての群の集まり」「全ての位相空間の集まり」のような〈集まり〉
である．この節ではこのような〈集まり〉を扱う方法を説明する．
まずそのためにクラスというものを定義する．

定義. φ(x)を論理式とするとき「φ(x)を満たす x全体の集まり」を {x | φ(x)}で表しク
ラスという．

例 72. φ(x)として x = xを取ったときのクラス {x | x = x}をVと書く．任意の xに
対して x = xは成り立つから，Vは「全ての集合を集めたクラス」となる．

例 73. 「xは順序数」を意味する論理式を φord(x)としたときのクラス {x | φord(x)}を
ONで表す．つまり ONは「順序数全体のクラス」である．

例 74. 「xは基数」を意味する論理式を φcard(x)とする．つまり φcard(x)は

xは順序数 ∧ ∀y ∈ x (|y| < |x|)

という論理式である．このときのクラス {x | φcard(x)}を Cardで表す．つまり Cardは
「基数全体のクラス」である．

このクラスというのはある意味で非公式なものであり，クラスある種の略記法であると
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考える．例えば
∀x ∃α ∈ ON (|x| = |α|)

というのは
∀x ∃α (φord(α) ∧ |x| = |α|)

の略記だということになる．つまりクラスという表記は実際には無くても良いのだが，ク
ラスを使うと分かりやすくなることがあるので導入されている言葉である．
クラスの間の関数にあたるものも考えることができる．これは論理式 φ(x, y) が ∀x ∈

M∃!y ∈ Nφ(x, y)を満たしていればこの φが関数 F : M→ Nを与えているとみなすの
である．このとき例えば F が単射とは

∀x0 ∈M∀x1 ∈M∀y (φ(x0, y) ∧ φ(x1, y)→ x0 = x1)

ということであり，F が全射とは

∀y ∈ N∀x ∈Mφ(x, y)

ということである．このように考えると

• 単射 F : M→ aが存在すればMは集合である．
• 全射 F : a→Mが存在すればMは集合である．

が内包性公理図式と置換公理から簡単に分かる．

例 75. α 7→ ωα は ON → Cardを与えるが，これは単射である．ONが集合でないこと
はよく知られているので Cardも集合ではない．

例 76.「位相空間全体のクラス」Topは集合ではない．というのも集合 xに対して，xに
離散位相を入れた空間を F (x)とすれば単射 F : V→ Topが得られるからである．

7 ZFのモデル
例 67で，モデルを考えることで「証明できないことが証明できる」ことを見た．この
論法を ZFに適用しよう，というのが「選択公理なしには証明できないこと」の証明のア
イデアである．例えば ZFのモデルMで

M |= ¬(Hahn-Banachの定理)
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となるものを構成できれば ZF ` (Hahn-Banachの定理) でないこと，つまり「Hahn-
Banachの定理は選択公理なしには証明できない」ことが証明できそうである．実はこれ
は上手くいかない．というのも ZFのモデルMは構成できないことが知られているから
である*24．
そこで集合論のクラスモデルというものを導入する．

定義. Mをクラス，φを論理式とする．論理式 φM を以下により定義する．

(1) (x = y)M は x = y を表すとする．
(2) (x ∈ y)M は x ∈ y を表すとする．
(3) (¬φ)M は ¬(φM)を表すとする．
(4) (φ→ ψ)M は (φM)→ (ψM)を表すとする．
(5) (∀xφ)M は ∀x ∈M (φM)を表すとする．

補題 77. φ1, · · · , φn, ψ を閉論理式として φ1, · · · , φn ` ψ とする．このときクラスM
に対して φM

1 , · · · , φM
n ` ψM である．

証明. φ1, · · · , φn ` ψ が成り立つとして，その証明図を
φ1
...

φn

...
ψ

とする．この証明図の途中の部分
χ1 · · · χk

χ (78)

について考える．これをMの中で考えた
χM

1 · · · χM
k

χM

は証明可能である．
. . . ) この (78)は「直ちに導かれる」を表すとしてよい．

(i) (78)が
χ

∀∀xχ

*24 これはいわゆる不完全性定理から得られる帰結である．不完全性定理は難しいのでここでは扱わない．
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のとき．これをMの中で考えると
χM

∀x ∈M (χM)

となる．これは
χM

命題 17
x ∈M→ χM

∀
∀x (x ∈M→ χM)

により証明図である．
(ii) (78)が

χ χ→ ξ
MP

ξ

のとき．これをMの中で考えると
χM χM → ξM

ξM

となるから明らか．

従って φM
1 , · · · , φM

n ` ψM の証明図が得られる．

定義. Mをクラス，T を公理系とする．Mが T のモデルである (M |= T で表す)
⇐⇒任意の φ ∈ T に対して φM が証明可能である．

補題 79. T, S を公理系，Mをクラスとする．T においてM 6= 0と M |= S が証明でき
るとする．このとき T が無矛盾ならば S も無矛盾である．

証明. S が矛盾しているとする．即ちある閉論理式 φが存在して S ` φ ∧ ¬φとなる．証
明に現れる論理式は有限個だから，ある φ1, · · · , φn ∈ Sが存在して φ1, · · · , φn ` φ ∧ ¬φ
とできる．このとき補題 77より φM

1 , · · · , φM
n ` φM ∧ ¬φM である．仮定よりM |= S

を T で証明できるから，つまり T ` φM
1 , · · · , T ` φM

n となる．よって補題 77により
T ` φM ∧ ¬φM となり T が矛盾する．

定理 80. M := {0}とすると ZF− で以下が証明できる．

Mが「外延性公理 +内包性公理図式 +∀x (x = 0)」のモデルである．
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証明. (外延性公理)M は

∀x ∈M∀y ∈M (∀z ∈M (z ∈ x↔ z ∈ y)→ x = y)

ということであり，これは明らかに ZF− で証明できる．次に 0の部分集合は 0のみだか
ら，(内包性公理)M も ZF− で証明できる．最後に (∀x (x = 0))M は ∀x ∈M (x = 0)だ
から，これも証明できる．

系 81. ZF− が無矛盾ならば「外延性公理 + 内包性公理図式 +∀x (x = 0)」も無矛盾で
ある．

証明. 前定理と補題 79から分かる．

系 82. ZF− が無矛盾ならば，外延性公理と内包性公理図式から ∃x (x 6= 0)は証明できな
い．

このようにクラスを使うことで証明できないことが証明できる．但しこの方法では
「ZF− が無矛盾ならば」というような仮定が付いてしまうが，多くの読者は ZF− は無矛盾
であると思っているだろうから，この仮定は問題ないであろう．(このような T が無矛盾
ならば S も無矛盾である，というような主張を「相対的無矛盾性」という．)

定義. クラスMが推移的⇐⇒ (x ∈M ∧ y ∈ x)→ y ∈M．

定義. 推移的クラスMが almost universal ⇐⇒ ∀x ⊂M ∃y ∈M (x ⊂ y)．

定義. 以下の関数 F1, · · · , F8 を Gödel operationという．

F1(x, y) := {x, y}
F2(x, y) := x \ y
F3(x, y) := x× y
F4(x) := dom(x)
F5(x) := {〈a, b〉 ∈ x2 | a ∈ b}
F6(x) := {〈a, b, c〉 | 〈b, c, a〉 ∈ x}
F7(x) := {〈a, b, c〉 | 〈c, b, a〉 ∈ x}
F8(x) := {〈a, b, c〉 | 〈a, c, b〉 ∈ x}

定理 83. M が almost universal な推移的クラスで Gödel operation で閉じているなら
ばM |= ZFである．
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証明. 省略 ([6]を参照)．

WF :=
∪
{R(α) | α ∈ ON} と定義する．これはWF = {x | ∃α ∈ ON (x ∈ R(α))}

という意味である．

定理 84. ZF− においてWF |= ZFである．

系 85. ZF− が無矛盾ならば ZFも無矛盾である．

集合 xを部分集合にもつ，Gödel operationで閉じている最小の集合を cl(x)と書くこ
とにする．このとき順序数 αに対して集合 L(α)を

L(α) :=

 0 (α = 0)
P(L(β)) ∩ [cl(L(β) ∪ {L(β)})] (α = β + 1)∪
{L(β) | β < α} (それ以外)

と定めて L :=
∪
{L(α) | α ∈ ON}と定義する．Lを構成可能宇宙という．

定理 86. ZFにおいて L |= ZFCが証明できる．

証明. Lは推移的かつ almost universalで，かつ Gödel operationで閉じている．よって
定理 83より L |= ZFである．また Lが整列可能であることが分かるので L |= ZFCとな
る．

系 87. ZFが無矛盾ならば ZFCも無矛盾である．

これは選択公理を仮定することの正当性を与えている．つまり，もし選択公理を仮定し
たことで矛盾が発生してしまったとすれば，それはそもそも ZFが矛盾していたというこ
とであり，選択公理に罪はないわけである．
また定理 52より次の系が成り立つ．

系 88. ZFが無矛盾ならば ZF 6` ¬ACである．

定理 89. ZFにおいて L |= CHが証明できる．

証明. 省略 ([3]を参照)．

系 90. ZFCが無矛盾ならば ZFC + CHも無矛盾である．

系 91. ZFCが無矛盾ならば ZFC 6` ¬CHである．

さて，この調子でM |= ZF + ¬(Hahn-Banachの定理) となるようなクラスMを ZF
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において定義することで「ZFが無矛盾ならば ZF 6` (Hahn-Banachの定理)である」が証
明できそうであるが，実はこの方針ではうまくいかない．というのも，このようなクラス
Mを直接定義することはできないからである．そこで必要になってくるのが強制法とい
う方法である．これについては「permutationモデル」や「symmetricモデル」の PDF
で解説する．
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