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定理 1. 次の命題は (ZF上)同値．

1. 選択公理

2. 任意の集合は整列可能 (整列可能定理)．

3. 任意の集合 X に対して，ある順序数 αと全単射 X −→ αが存在する．

4. 任意の集合 X に対して，ある順序数 αと全射 α −→ X が存在する．

5. 任意の集合 X に対して，ある順序数 αと単射 X −→ αが存在する．

証明. 1 ⇐⇒ 2は整列可能定理と Zornの補題で示した．

(2 =⇒ 3) 整列可能定理により X の整列順序 ≤が存在する．順序数の性質により，あ
る順序数 αと順序同型 f : (X,≤) −→ αが存在する．f : X −→ αは勿論全単射である．

(3 =⇒ 4)明らか．

(4 =⇒ 5) 全射 f : α −→ X に対して g : X −→ αを g(x) := min f−1(x) で定めれば g

は明らかに単射である．

(5 =⇒ 2) 単射 X −→ αにより X ⊂ αとみなすことにより X は整列集合である．

定理 2. 整列可能定理⇐⇒選択関数を持つ集合は整列可能

証明. =⇒は明らか．⇐=を示す．任意の集合 X に対し Y := {{x} | x ∈ X}と置けば，
Y は明らかに選択関数を持つ．故に Y は整列可能．よって明らかに X も整列可能．

定理 3. 整列可能定理

⇐⇒「X が有限集合⇐⇒ (X,≤)が整列順序ならば (X,≥)も整列順序」

証明. (=⇒) 「X が有限集合 =⇒ (X,≤) が整列順序ならば (X,≥) も整列順序」は明ら

か．逆を示すため，X が「(X,≤) が整列順序ならば (X,≥) も整列順序」を満たすとす
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る．整列可能定理より整列順序 (X,≤)が存在する．(X,≤) ∼= αとなる順序数 (α,≤)が

存在する．(X,≥)の整列性より (α,≥)も整列順序．故に α ∩ ω ⊂ αは (≥に関する)最

小元，即ち (≤に関する)最大元 β を持つ．ω ≤ αのとき α ∩ ω = ω は最大元を持たない

から，α < ω でなければならない．即ち X は有限集合．

(⇐=) 整列できない無限集合X が存在すると仮定する．このX は明らかに「(X,≤)が

整列順序ならば (X,≥)も整列順序」を満たす．よって仮定に矛盾．故に任意の集合は整

列可能である．

定理 4. 次の命題は (ZF上)同値．

1. 整列可能定理

2. 任意の全順序集合は整列可能．

3. 集合 X が整列可能ならば冪集合 P(X)も整列可能．

4. 順序数 αに対して P(α)も整列可能．

証明. (1 =⇒ 2) 明らか．

(2 =⇒ 3) (X,≤)を整列順序集合とする．P(X)の二項関係 ◁を

A ◁ B ⇐⇒ ある a ∈ A \B が存在して任意の b ∈ B \Aに対して a < b

で定め，A ⊴ B ⇐⇒「A ◁ B または A = B」とする．このとき (P(X),⊴)は全順序集

合になる．
.
.
.
) (i) A ̸◁ Aである．

これは A \A = ∅なので明らか
(ii) A ◁ B =⇒ B ̸◁ Aである．

実際，A ◁ Bとすると<の定義よりある a0 ∈ A\Bが存在して「任意の b ∈ B \Aに
対して a0 < b」となる．よって「任意の a ∈ A \B に対して b < a」となる b ∈ B \A
は存在しない．即ち B ̸◁ Aである．

(iii) A ◁ B または A = B または B ◁ Aである．

実際，A ̸= B とすると，X は整列順序集合だから a := min
(
(A \ B) ∪ (B \ A)

)
が

存在する．勿論 a ∈ A または a ∈ B であるが，明らかに a ∈ A ならば A ◁ B で，

a ∈ B ならば B ◁ Aである．

(iv) (A ◁ B かつ B ◁ C) =⇒ A ◁ C である．

A ̸◁ C と仮定する．A = C だとすると A ◁ B かつ B ◁ Aとなり (ii)に反するので
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A ̸= C である．故に (iii)から C ◁ Aである．A ◁ B, B ◁ C, C ◁ Aより

任意の b ∈ B \Aに対して a0 < b (1)

任意の c ∈ C \B に対して b0 < c (2)

任意の a ∈ A \ C に対して c0 < a (3)

を満たす a0 ∈ A \B, b0 ∈ B \ C, c0 ∈ C \Aが存在する．a0 ∈ A \ C である．
.
.
.
) a0 /∈ A \ C と仮定する．即ち a0 ∈ Ac ∪ C である．a0 ∈ A \ B だったか

ら a0 ∈ (Ac ∪ C) ∩ (A \ B) = A ∩ C \ B ⊂ C \ B である．よって (2) により

b0 < a0 である．従って (1)から b0 /∈ B \ Aでなければならない．すると同様の
議論を繰り返して a0 < c0 < b0 < a0 が導かれ，矛盾する．

同様にして b0 ∈ B\A, c0 ∈ C\Bである．従って (1)(2)(3)から a0 < b0 < c0 < a0

となり，矛盾する．故に A ◁ C である．

よって仮定 2より P(X)は整列可能である．

(3 =⇒ 4)明らか．

(4 =⇒ 1) X を任意の集合とすると (基礎の公理により)順序数 αが存在してX ⊂ R(α)

となる．

※ 基礎の公理とは ZFに含まれる公理の 1つで「x ̸= ∅ =⇒ ∃y ∈ x(x∩ y = ∅)」を表
す．また，順序数 αに対し R(α)は

R(α) :=


∅ (α = 0の時)
P(R(β)) (α = β + 1の時)∪

β<α R(β) (αが極限順序数の時)

と定義される．このとき「ZFから基礎の公理を除いた公理系」の元で

基礎の公理⇐⇒任意の集合 xに対してある順序数αが存在して x ∈ R(α)

である．また集合 xに対して ρ(x) := min{α | x ∈ R(α+ 1)}と定義し，これを xの

階数 (rank)という．

故に R(α)が整列可能であることを示せばよい．|λ| ̸≤ |R(α)|となるような順序数 λが

存在するので，そのような λを一つとっておく．仮定 4により P(λ)は整列可能である．

そこで (P(λ),◁)が整列順序となるような ◁を一つ取っておく．
超限帰納法により，α上の関数 F で「任意の β < αに対して Fβ := F (β)は z(β) :=
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{a ∈ R(α) | ρ(a) = β}を整列する」を満たすものを構成する．
(i) β = 0のとき．

R(0) = ∅だから F0 := ∅とすればよい．
(ii) 0 < β < αのとき．

帰納法の仮定により，任意の γ < β に対して (z(γ), Fγ) は整列順序である．そこで

R(β) =
∪
γ<β

z(γ)の二項関係 ≤β を次のように定義する．

u ≤β v ⇐⇒ ρ(u) < ρ(v)または「ρ(u) = ρ(v), uFρ(u)v」

すると (R(β),≤β)は整列順序である．

.
.
.
) (反射律) Fρ(u) の反射律から明らか．

(反対称律) u ≤β v かつ v ≤β u とする．ρ(u) = ρ(v) である．即ち uFρ(u)v かつ

vFρ(v)uである．今 Fρ(u) が反対称律を満たすから u = v である．

(推移律) u ≤β v かつ v ≤β w とする．ρ(u) < ρ(v)または ρ(v) < ρ(w)の時は明

らかなので ρ(u) = ρ(v) = ρ(w)とする．この時 uFρ(u)vかつ vFρ(u)wであり，Fρ(u)

の推移律により uFρ(u)wである．

以上より (R(β),≤β) は順序集合である．次に任意の部分集合 A ⊂ R(β) をとる．

ξ := min{ρ(u) | u ∈ A}とする．ξ < β である．B := {u ∈ A | ρ(u) = ξ}を考える．
B ⊂ z(ξ)であり，Fξ は z(ξ)を整列するから B は最小元 u0 を持つ．u0 の選び方か

ら，これは Aの最小元である．即ち (R(α),≤β)は整列順序集合である．

今 |λ| ̸≤ |R(α)|であったから，勿論 |λ| ̸≤ |R(β)|であり，よって |R(β)| < |λ|となる．
故にある µ < λ が一意に存在して (R(β),≤β) ∼= (δ,≤) である (この同型も一意に定ま

ることに注意する)．ここから全単射 f : P(R(β)) −→ P(δ) が自然に定まる．δ ⊂ λ で

あるから P(δ) ⊂ P(λ)である．よって (P(δ),◁)は整列順序である．ここから f により

R(β + 1) = P(R(β))の整列順序が定まる．それにより定まる z(β) ⊂ R(β + 1)の整列順

序を Fβ と置く．

(i)(ii)により F が定まった．このとき，先と同様にして R(α)の整列順序 ≤α を

u ≤α v ⇐⇒ ρ(u) < ρ(v)または「ρ(u) = ρ(v), uFρ(u)v」}

で定めればよい．

※ 基礎の公理を仮定しない場合，2 =⇒ 1や 3 =⇒ 1や 4 =⇒ 1は証明できないこと

が知られている．
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定理 5. λは基数を表すとし，WO(X,λ)で命題

ある順序数αと写像 f : α → P(X)が存在して

X =
∪
β<α

f(β)かつ任意のβ < αに対して |f(β)| < λ．

を表すことにする．mは 2以上の整数を表すとするとき，次の命題は (ZF上)同値．

1. 整列可能定理

2(m). 任意の集合 X に対しWO(X,m)

3. あるmが存在して任意の集合 X に対しWO(X,m)

4. 任意の集合 X に対しあるmが存在してWO(X,m)

5. 任意の集合 X に対しWO(X,ℵ0)

証明. 1⇐⇒2(2)と 2(m)=⇒3と 3=⇒4と 4=⇒5は明らか．m ≤ nに対し 2(m)=⇒2(n)

も明らか．なので 5=⇒1を示せばよい．その為に選択公理と同値な AMCを示す．

※ AMC (= the Axiom of Multiple Choice)とは次の命題のこと．

非空集合の族 {Xλ}λ∈Λに対し，有限集合の族 {Fλ}λ∈Λで

任意のλ ∈ Λに対し∅ ≠ Fλ ⊂ Xλとなるものが存在する．

同値性の証明は the Axiom of Multiple Choiceを参照．

X ̸∋ ∅ を集合とする．仮定 5 により WO(
∪
X,ℵ0) の条件を満たす順序数 α と写

像 g が存在する．x ∈ X に対し β(x) := min{γ < α | x ∩ g(γ) ̸= ∅} と定めて
f(x) := x ∩ g(β(x))と置けば，この f が AMCを満たす．

基礎の公理を仮定しないと AMC =⇒選択公理は証明できない．つまりこの 5=⇒1の

証明は基礎の公理を使っていることになる．実は 5=⇒1は基礎の公理を仮定しないと証

明できないことが知られている．(5⇐⇒AMCは基礎の公理を使わずに証明できる．) 一

方，4=⇒1は基礎の公理を使わなくても証明できるので，その証明を書いておく．

証明. その為に，まず Y × Y ⊂ Y を満たす集合 Y が整列可能であることを示す．

WO(Y,m+ 1)が成立しているとする．(このときWO(Y,m)が成立することをこれか

ら示す．) WO(Y,m+ 1)の条件を満たす順序数 αと関数 f を取り

uβ,γ,δ := (f(β)× f(γ)) ∩ f(δ) (β, γ, δ < α)

を考える．定義より uβ,γ,δ は二項関係とみなせる．(即ち定義域 dom，値域 ran を考え
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ることができる．) f の性質から |dom(uβ,γ,δ)| ≤ |f(β)| ≤ m, |ran(uβ,γ,δ)| ≤ |f(γ)| ≤
m, |uβ,γ,δ| ≤ |f(δ)| ≤ mである．

(i) 任意の β < α に対して「もし f(β) ̸= ∅ であるならば、ある γ, δ < α が存在して

0 < |dom(uβ,γ,δ)| < m」となるとき．

f(β) ̸= ∅なる β < αに対し，0 < |dom(uβ,γ,δ)| < mとなる組 ⟨γ, δ⟩のうち辞書式順序
で最小のものを ⟨λβ , µβ⟩で表す．

vβ :=

{
dom(uβ,λβ ,µβ

) (f(β) ̸= ∅のとき)
∅ (f(β) = ∅のとき)

wβ := f(β) \ vβ

と置き，α+ α上の関数 g を

g(ξ) :=

{
vξ (ξ < α のとき)
wη (α ≤ ξ < α+ α, ξ \ α ∼= η のとき)

で定義する．すると
∪

ξ<α+α

g(ξ) = y である．また定義から明らかに |vβ | < m, |wβ | < m

だから |g(ξ)| < mである．即ち，α+ αと g がWO(Y,m)の条件を満たす．

(ii) そうでないとき．

このような β のうち最小のものを取る．この β は「f(β) ̸= ∅」と「任意の γ, δ < αに対

して |dom(uβ,γ,δ)| = 0または = m」を満たす．s ∈ f(β)を一つ取っておく．

γ < α が f(γ) ̸= ∅ を満たすとする．勿論 f(β) × f(γ) ̸= ∅ であり，f(β) × f(γ) ⊂
Y × Y ⊂ Y =

∪
δ<α

f(δ) であるから，uβ,γ,δ ̸= ∅ となる δ は存在する．そこで δγ :=

min{δ < α | uβ,γ,δ ̸= ∅} と置く．このとき |dom(uβ,γ,δγ )| = m であり，|uβ,γ,δ| ≤ m

だったから |uβ,γ,δ| = mとなる．従って uβ,γ,δ は関数でなければならない．

さて，γ < αに対して

vγ :=

{
{uβ,γ,δγ (s)} (f(γ) ̸= ∅のとき)
∅ (f(γ) = ∅のとき)

wγ := f(γ) \ vγ

と置き，α+ α上の関数 g を

g(ξ) :=

{
vξ (ξ < α のとき)
wη (α ≤ ξ < α+ α, ξ \ α ∼= η のとき)

で定義する．すると (i)の場合と同様，α+ αと g がWO(Y,m)の条件を満たす．
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(i)(ii)よりWO(Y,m)が成立することが分かった．仮定 4よりWO(Y,m)が成立する

mは存在するから，WO(Y, 2)が成立することが分かる．即ち，Y は整列可能である．

さて，X を任意の集合とする．この時

Z0 := X, Zn+1 := Zn ∪ (Zn × Zn), Y :=
∞∪

n=0

Zn

と置く．するとm < nの時 Zm ⊂ Zn, Zm × Zm ⊂ Zn だから

Y × Y =

∞∪
m,n=0

Zm × Zn

⊂
∞∪

m,n=0

Zmax(m,n) × Zmax(m,n)

⊂
∞∪

m,n=0

Zmax(m,n)+1

⊂ Y.

よって先に述べた通り Y は整列可能であり，明らかに X ⊂ Y だから X も整列可能であ

る．
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