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代数学において，選択公理は無くてはならないものである．これは良く知られている事

実です．何故ならば「環の極大イデアルが存在する」「線型空間の基底が存在する」とい

う，選択公理と同値な有名な定理があるからです．しかし，代数学にはまだまだ選択公理

に関するヤバい事実が存在するのです．本講演では以下の論文の解説を行います．これら

は「代数学における選択公理」に関するヤバい論文トップ 3(と勝手に私が思っているも

の)です．

[1] W. Hodges, Six Impossible Rings

[2] A. Blass, Injectivity, projectivity, and the axiom of choice

[3] W. Hodges, Läuchli’s algebraic closure of Q

1 Six Impossible Rings

ZFC では存在できないとよく知られている環を 6 つ《構成》したという論文である．

(正確に言えば，そのような環が存在する ZFのモデルを構成したということ．) 以下，環

とは単位元を持つ可換環を指す．

定理. ZFでは以下のような環が存在しうる．

(1) 極大イデアルを持たない整域で，任意のイデアルが有限生成となるもの．

(2) 原子を持たないブール環で，任意のイデアルが単項イデアルであり，イデアルの無

限降下列を持たないもの．

(3) 原子的な無限ブール環で，真のイデアルは極大イデアルの共通部分で書けて，イデ

アルの無限降下列・無限上昇列を持たないもの．

(4) 局所環で，イデアルの非空集合は極小元を持ち，イデアルの無限上昇列が存在する

もの．

(5) イデアルの無限降下列・無限上昇列を持たない局所環 (R,m)で，以下を満たす．

• mは nilイデアルかつ冪等イデアル．

• mは有限生成でない．

• mは Rの唯一つの素イデアル．

(6) 整域 Rと非零元 x ∈ Rで素イデアル p ⊃ (x)が存在し極小素イデアル q ⊃ (x)が

存在しないもの

定義. Nmax：Rのイデアルの非空集合は極大元をもつ (極大条件)
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Nfin：Rの任意のイデアルは有限生成である

Nacc：Rのイデアルの上昇列が必ず有限で止まる (昇鎖条件)

C：Rの任意の素イデアルは有限生成である

Amin：Rのイデアルの非空集合は極小元をもつ (極小条件)

Adcc：Rのイデアルの降下列が必ず有限で止まる (降鎖条件)

D：Rのイデアルは準素分解を持つ

nil：Rの nilイデアルは冪零イデアル

M：Rの極小素イデアルはある非零元 x ∈ Rの annihilator

定理. 環 Rに関する以下のよく知られている定理は ZFで証明できない．

• Adcc =⇒ Amin

• Amin =⇒ Nacc，即ち「Artin環は Noeher環」

• Nacc =⇒ Nfin

• Nfin =⇒ Nmax

• C =⇒ Nmax

• Nfin =⇒ D

• Nacc =⇒ nil

• Nacc =⇒ M
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※ 実は C =⇒ Nmax より強い C =⇒ Nacc が ZF+DCで証明できないことが知られ

ている．

証明. (Adcc =⇒ Amin) 環 2による．原子を持たないブール環の，零でないイデアル全体

がなす集合は極小元を持たない．

(Amin =⇒ Nacc) 環 4による．

(Nacc =⇒ Nfin) 環 5による．

(Nfin =⇒ Nmax) 環 1による．

(C =⇒ Nacc) 冪集合代数 P(ω) の任意の素イデアルが単項イデアルとなるような

ZF +DC のモデルが存在する．即ち P(ω)は Cを満たす．明らかに Pfin(ω) ⊂ P(ω)は

有限生成でないイデアルだから，この P(ω)は Nfin をみたさない．ところで ZF+DC で

は Nacc =⇒ Nfin であるから，P(ω)は Nacc も満たさない．

(Nfin =⇒ D) 環 2による．ブール環において，準素イデアルは極大イデアルである．一
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方 atomlessなブール環の単項イデアルは極大でない．故に環 2には準素イデアルは存在

せず，Dも成り立たない．

(Nacc =⇒ nil) 環 5による．

(Nacc =⇒ M) 環 3による．略．

2 Injectivity, projectivity, and the axiom of choice

定義. アーベル群 Gが入射的

⇐⇒任意の単射準同型 f : A −→ B と任意の準同型 g : A −→
G に対し，ある準同型 h : B −→ G が存在して g = h ◦ f と

なる．

　 0 // A
f //

g
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命題 (EI(Ab)). 任意のアーベル群Aに対し，ある入射的アーベル群Bと単射 f : A −→ B

が存在する．

EI(Ab)の証明は

(1) 任意のアーベル群 Aに対し，可除アーベル群 B と単射準同型 f : A −→ B が存在

する．

(2) 可除アーベル群は入射的

という手順で与えられる．

※ アーベル群 Gが可除⇐⇒任意の x ∈ Gが可除元．

x ∈ Gが可除元⇐⇒任意の n ∈ Z \ {0}に対してある y ∈ Gが存在して x = ny と

書ける．

(1)の証明は選択公理を使わずに (ZFで)できる．問題は (2)である．

定理. 次の命題は (ZF上)同値

(1) 選択公理

(2) 任意の可除アーベル群は入射的

では，選択公理を使わずに EI(Ab)を証明できるであろうか，というと次の恐ろしい定

理が証明できる．

定理. 「injectiveな非自明アーベル群の存在」は ZFでは証明できない．故に EI(Ab)も
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ZFでは証明できない．

3 Läuchli’s algebraic closure of Q

命題. 任意の体 k に対し代数閉包 k/k が一意に存在する．

この命題は ZFでは証明できないことが知られている．但し，体 k の濃度を可算に制限

すれば，代数閉包の「存在」は ZFで証明できる．

一方一意性は可算であっても証明できないのであるが，更に ZFでは Gal(k/k) ̸= 1や

k の非自明絶対値の存在が証明できないことが知られているのである．

定理. ZFにおいて，次のような代数閉包 L/Qが存在し得る．
L上の任意の関係 Rは supportを持つ．

※ S ⊂ Lが Rの support

⇐⇒ S が有限集合で，自己同型 σ : L −→ L が「任意の x ∈ S に対して σ(x) = x」

を満たすならば σ(R) = Rである．

以下，このような Lを取り固定する．

定理. (1) Lの非自明絶対値は存在しない．

(2) Gal(L/Q) = 1

系. 以下のよく知られている定理は ZFで証明できない．

(1) 代数閉包 Q/Qの非自明絶対値が存在する
(2) 代数閉包 Q/Qに対して Gal(Q/Q) ̸= 1

ところで，「単項イデアル整域ならば一意分解聖域」の証明は選択公理を使っている，と

いう Twitterで稀によく話題になる事実があるが，この証明で選択公理が要ることが以下

のようにして分かる．

定理. ZFでは「体でない単項イデアル整域で，素元を持たないもの」が存在し得る．

※ 代数体K/Qに対して，絶対類体と呼ばれる代数体H/K が一意に存在する．H/K

は最大不分岐アーベル拡大である．H/K は以下を満たす．
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単項化定理　K のイデアルを H へ延長すれば単項イデアルとなる

分解定理　K の素イデアル pは H/K で完全分解する⇐⇒ pは単項イデアル

K0/Qを代数体として，Kn+1をKnの絶対類体とすれば代数体の上昇列K0 ⊂ K1 ⊂
K2 ⊂ · · · が得られる．これを類体塔という．「任意の n について Kn ⊊ Kn+1 とな

るような代数体K0 は存在するか?」という問題を類体塔問題という．

Golod-Shafarevichの定理 (1964)

類体塔の長さが無限となる代数体K0 が存在する．

例えばK0 = Q(
√
−5 · 11 · 461)ならよい．

証明. K0 ⊂ Lを Golod-Shafarevichの定理を満たす代数体とする．Kn+1/Kn を Kn の

絶対類体，On ⊂ Kn を整数環とする．K :=
∪
n∈N

Kn，O :=
∪
n∈N

On と定める．R を K

上の関係とすれば，Rは support S ⊂ O を持つことが分かる．この O は (体でない)単

項イデアル整域である．
.
.
.
) I ⊂ O をイデアルとすれば，一項関係 I は support S ⊂ O を持つ．S は有限

集合だから，ある番号 nが存在して S ⊂ On となる．このとき I = O(I ∩ On+1)が

分かる．単項化定理により On+2(I ∩On+1) ⊂ On+2 は単項イデアルである．それを

xOn+2 と書けば

I = O(I ∩ On+1) = OOn+2(I ∩ On+1) = O(xOn+2) = xO

となり I ⊂ O は単項イデアルである．

Oは素元を持たない．
.
.
.
) p ∈ O を素元とする．ある番号 n が存在して p ∈ On である．(p) = pOn は

素イデアルである．類体論により (p) は Kn+1 で完全分解する．即ち素イデアル

pi ⊂ On+1 が存在して (p) = p1 . . . ps (s = [Kn+1 : Kn] > 1)となる．xi ∈ pi \ (p)
を取れば p | x1 . . . xs かつ p |/ xi である．故に pは素元でなく矛盾する．

系. 以下のよく知られている定理は ZFで証明できない．
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(1) 単項イデアル整域は一意分解整域である．

(2) 単項イデアル整域は極大イデアルを持つ．

ところで，「可算な体の代数閉包の一意性」が ZFで証明できないことは次の命題から分

かる．

命題. 代数閉包 Q/Qが一意に存在する
=⇒二元集合の族 {Xn}∞n=0 は選択関数を持つ

証明. まず準備として，pn を n番目の素数とする (p0 = 2, p1 = 3, · · · )．可算個の不定
元を持つ多項式環 R := Q[x0, x1, · · · ]を考える．I ⊂ R を {x2

n − pn | n ∈ N}で生成さ
れるイデアルとすれば，I ⊂ Rは極大イデアルである．よって K := R/I は Qの代数拡
大体となる．K の代数閉包K/K は勿論 Qの代数閉包でもあるから仮定よりK ∼= Q．
さて {Xn}∞n=0 を二元集合の族とする．各 Xn は互いに素としてよい．X :=

∪∞
n=0 Xn

と置いて多項式環 Q[X]を考える．fn, gn ∈ Q[X]を

fn :=
∑
x∈Xn

x, gn :=
∏

x∈Xn

x+ pn

で定める．J ⊂ Q[X] を {fn | n ∈ N} ∪ {gn | n ∈ N} で生成されるイデアルすれば
J ⊂ Q[x]は極大イデアルである．よって L := Q[X]/J は Qの代数拡大体となり，先ほ
どと同様に L ∼= Qである．故に L ∼= K だから，同型写像 φ : L −→ K が存在する．任意

の x ∈ X を取る．ある n ∈ Nが存在して x ∈ Xn である．|Xn| = 2だから Xn = {x, y}
と書くと x+ y ∈ J, xy + pn ∈ J であり

(x+ J)2 = x2 + J = −xy + J = pn + J

だから φ((x+ J)2) = φ(pn + J) = pn + I = x2
n + I より φ(x+ J) = ±xn + I でなけれ

ばならない．このとき勿論 φ(y + J) = ∓xn + I である．従って各 n ∈ Nに対し，ある
x ∈ Xn が一意に存在して φ(x+ J) = xn + I となる．そこで

f(n) := (φ(x+ J) = xn + I となる x ∈ Xn)

とすれば f : N −→ X が選択関数である．
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[3] Wilfrid Hodges, ”Läuchli’s algebraic closure of Q,” Math. Proc. Camb. Phil. Soc.

79 (1976), 289–297
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