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代数的整数論 類体論入門

• alg-d twitter: https://twitter.com/alg_d
Youtube: https://www.youtube.com/alg-dx
WEBサイト: http://alg-d.com/

• 代表作 (?)
選択公理と同値な命題集 http://alg-d.com/math/ac/

常識的な圏論の PDF http://alg-d.com/math/kan_extension/

• 選択公理が専門ではない
• 圏論が専門でもない
• 専門はなんと代数的整数論
• 今日は，代数的整数論における類体論がどういう主張なの
か，どういう応用があるのかを説明して，皆さんに類体論に
入門してもらうのが目的です．
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参考文献

石田 信, 代数的整数論

代数的整数論の入門書．薄めでギャップもそんなにないのでサッ
と読める．類体論については書いてない．
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高木 貞二, 代数的整数論

類体論の教科書 1．大好き
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加藤 和也, 黒川 信重, 斎藤 毅, 数論 I　 Fermatの夢と類体論

類体論の教科書 2．今読むなら普通はこれなのかな?
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J. ノイキルヒ, 代数的整数論

類体論の教科書 3
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代数的整数論とは



代数的整数論とは

【命題】 (Fermatの二平方和定理)
素数 p 6= 2に対して
ある a, b ∈ Zが存在して p = a2 + b2 ⇐⇒ p ≡ 1 (mod 4)

証明．
(=⇒) p = a2 + b2と書けたとする．pは奇数だから，aを偶数 b

を奇数としてよい．そこで a = 2a′，b = 2b′ + 1と書けば

p = a2 + b2

= (2a′)2 + (2b′ + 1)2

= 4a′2 + 4b′2 + 4b′ + 1
≡ 1 (mod 4).
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代数的整数論とは

(⇐=) p ≡ 1 (mod 4)とする．t2 ≡ −1 (mod p)となる t ∈ Zが
存在する．

. . .) Wilsonの定理により (p− 1)! ≡ −1 (mod p)である．よっ
て p = 4k + 1と書けばmod pで

−1 ≡ (p− 1)!
=
(
1 · 2 · · · (2k)

)(
(2k + 1)(2k + 2) · · · (p− 2)(p− 1)

)
=
(
1 · 2 · · · (2k)

)(
(p− 2k)(p− (2k − 1)) · · · (p− 2)(p− 1)

)
≡ (2k)!(−1)2k(2k)! = ((2k)!)2

正整数 eを (e− 1)2 < p < e2となるように取る．
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代数的整数論とは

A := {0, 1, · · · , e− 1}として写像
A2 3 〈a, b〉 7−→ (a− bt mod p) ∈ Z/pZ

を考えると |A2| = e2 > pだからこの写像は単射ではない．故に
異なる二元 〈a, b〉, 〈c, d〉 ∈ A2が存在して a− bt ≡ c− dt (mod p)
となる．このとき

(a− c)2 + (b− d)2 ≡
(
(a− c)− (b− d)t

)(
(a− c) + (b− d)t

)
≡ 0 (mod p)

である．即ち (a− c)2 + (b− d)2 > 0は pの倍数であるが，一方
0 ≤ a, b, c, d ≤ e− 1より (a− c)2, (b− d)2 ≤ (e− 1)2となる．
従って (a− c)2 + (b− d)2 ≤ 2(e− 1)2 < 2pが分かるので
p = (a− c)2 + (b− d)2でなければならない．
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代数的整数論とは

Fermatの二平方和定理はこのように初等的に証明できるが，少
し難しい．
実はこの定理は環 Zで考えるのではなく，Gauss整数環

Z[
√
−1] := {a + b

√
−1 | a, b ∈ Z}

で考えればより自然に証明できる．何故かというと Z[
√
−1]では

a2 + b2 = (a + b
√
−1)(a− b

√
−1)と書けるので，この定理は

素数 pは環 Z[
√
−1]でいつ"分解"するか?

という問題になるからである．(後でもう少し詳しくやります)
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代数的整数論とは

Zにおける"分解"については「素因数分解の一意性」が知られて
いる．
【定理】
任意の正整数 nは

n = pe1
1 · · · p

eg
g (piは相異なる素数，ei > 0)

と (順番を除いて)一意に書ける．

これを Zの言葉で書き直すと次のようになる．
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代数的整数論とは

【定理】
任意の整数 n 6= 0は

n = w pe1
1 · · · p

eg
g (w = ±1 , piは相異なる素数，ei > 0)

と (順番を除いて)一意に書ける．

※ 環論の言葉で言えば「ZはUFD(一意分解整域)である」．

これは Z[
√
−1]の場合どうなるか?
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代数的整数論とは

【定義】
P ∈ Z[

√
−1]がG-素数とは以下を満たすこととする．(これはこ

こだけの用語)

(1) P 6= 0
(2) P は単数でない
(3) α, β ∈ Z[

√
−1]に対して「P = αβ =⇒ αまたは βが単数」

(4) Re P > 0
(5) Im P ≥ 0

※ α ∈ Z[
√
−1]が単数⇐⇒ α−1 ∈ Z[

√
−1]

(つまりこの場合 α = ±1,±
√
−1)
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代数的整数論とは

【定理】
任意の α ( 6= 0) ∈ Z[

√
−1]は

α = wP e1
1 · · ·P

eg
g (wは単数，Piは相異なるG-素数，ei > 0)

と (順番を除いて)一意に書ける．

つまり Z[
√
−1]はUFDである．
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代数的整数論とは

α ∈ Z[
√
−1]に対してN(α) := αρ(α)とする．(ρ: 複素共役)

α = a + b
√
−1 (a, b ∈ Z)と書けば

N(α) = (a + b
√
−1)(a− b

√
−1) = a2 + b2 ∈ Z

であり

N(α) = 1⇐⇒ a2 + b2 = 1⇐⇒ α = ±1,±
√
−1

となる．±1, ±
√
−1はG-素数でないから

P がG-素数=⇒ N(P )は 2以上の整数

が分かる．また定義から明らかにN(αβ) = N(α)N(β)である．
これらを踏まえて
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代数的整数論とは

素数 pの Z[
√
−1]での分解が p = wP e1

1 · · ·P
eg
g であるとすると

p2 = N(p) = N(wP e1
1 · · ·P

eg
g ) = N(w)N(P1)e1 · · ·N(Pg)eg

w = ±1,±
√
−1だからN(w) = 1である．

PiはG-素数だからN(Pi) > 1となり，Zでの素因数分解の一意
性よりN(Pi) = pfi , fi > 0と書ける．
すると p2 = pe1f1+···+egfg となるから 2 = e1f1 + · · ·+ egfgが分か
る．故に 

g = 1, e1 = 1, f1 = 2
g = 1, e1 = 2, f1 = 1
g = 2, e1 = e2 = f1 = f2 = 1

のうちのどちらかである．
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代数的整数論とは

即ち，素数 pの Z[
√
−1]における素因数分解の仕方は次の 3通り

しかない．

(1) p = wP1，N(P1) = p2 (つまりこの場合 p自体がG-素数)
(2) p = wP 2

1

(3) p = wP1P2，P1 6= P2，N(P1) = N(P2) = p

これを踏まえて Fermatの二平方和定理を証明する．
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代数的整数論とは

【命題】 (Fermatの二平方和定理)
素数 p 6= 2に対して
ある a, b ∈ Zが存在して p = a2 + b2 ⇐⇒ p ≡ 1 (mod 4)

証明．
(⇐=) 素数 pの Z[

√
−1]での分解を p = wP e1

1 · · ·P
eg
g とする．

このとき P1 = a + b
√
−1と書けば pf1 = N(P1) = a2 + b2であ

る．ここで，この分解は次の 3通りしかない．
g = 1, e1 = 1, f1 = 2 (∗)
g = 1, e1 = 2, f1 = 1
g = 2, e1 = e2 = f1 = f2 = 1

(∗)の場合でないことを示せば p = N(P1) = a2 + b2が分かる．
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代数的整数論とは

証明.
そこで (∗)の場合であると仮定する．つまり pはG-素数である．
p ≡ 1 (mod 4)だから t2 ≡ −1 (mod p)なる t ∈ Zが取れる．
即ちあるm ∈ Zにより t2 + 1 = pmと書ける．よって

pm = (t +
√
−1)(t−

√
−1)

である．故に Z[
√
−1]での素因数分解の一意性から t +

√
−1か

t−
√
−1は pで割り切れなければならない．しかし明らかに

t±
√
−1

p
/∈ Z[
√
−1]であるから矛盾する．
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類体論とは



類体論とは

類体論とは
−→ 代数的整数論の中で最強の理論 (個人の感想です)
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類体論とは

先ほど Z[
√
−1]における pの分解は 3通りしかないことを見た．

より詳しく見ると，それは次のようになっている．

p mod 4 ei fi g 分解の形 素数の例
0 − − − − −
1 1 1 2 p = wP1P2, N(Pi) = p 5, 13, 17 · · ·
2 2 1 1 p = wP 2

1 , N(P1) = p 2
3 1 2 1 p = wP1, N(P1) = p2 3, 7, 11 · · ·

このように素数の分解の仕方がmodで決まってしまうことがあ
り，これが類体論 (Class Field Theory)の例である．類体論の
「類」とはmod nによる剰余類のことである．
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類体論とは

もう一つの例として環 Z[ζ7]を見る．(定義は後でする)
この環では素数 pの分解は次のようにmod 7で判定できる．

p mod 7 ei fi g 分解の形 例
0 6 1 1 p = wP 6

1 , N(Pi) = p 7
1 1 1 6 p = wP1P2 · · ·P6, N(Pi) = p 29
2 1 3 2 p = wP1P2, N(Pi) = p3 23
3 1 6 1 p = wP1, N(Pi) = p6 17
4 1 3 2 p = wP1P2, N(Pi) = p3 67
5 1 6 1 p = wP1, N(Pi) = p6 19
6 1 2 3 p = wP1P2P3, N(Pi) = p2 13

mod 7で 0になる素数は勿論 7しかないが，ei > 1となるのはこ
の唯一つの素数 7のみである．
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類体論とは

この唯一つの"例外" 7を除いた {1, 2, 3, 4, 5, 6} = (Z/7Z)×は乗法
で群になる．各元 a ∈ (Z/7Z)×の位数=「aでの fi」となる．
(位数: 初めて ak ≡ 1 (mod 7)となる k > 0)
更に fig = |(Z/7Z)×| = 6である．

p mod 7 ei fi g mod 7での位数
1 1 1 6 1
2 1 3 2 3
3 1 6 1 6
4 1 3 2 3
5 1 6 1 6
6 1 2 3 2

こうしてこの表は (Z/7Z)×の構造から決定できる．
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類体論とは

このような「素数 pの分解の仕方がmod nで判定できる」という
のは常に起こる現象ではない．
例えば α ∈ Cを

x6 + 3x5 − 5x3 + 3x + 1

の根としたとき，環 Z[α]において素数 pの分解の仕方は，どのよ
うな正整数 nを使ってもmod nで判定することは出来ないこと
が知られている．
(この環はQ( 3√2, ζ3)の整数環になる．)
https://math.stackexchange.com/questions/346699/
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代数的整数論



代数的整数論

【定義】
α ∈ Cが代数的数⇐⇒ある f ∈ Q[x]が存在して f(α) = 0．

【定義】
代数的数 αの最小多項式とは以下を満たす fα ∈ Q[x]である．

(1) fα(α) = 0．
(2) fαの最高次の係数が 1．
(3) そのような多項式のうち次数が最小．

【定義】
代数的数 αが代数的整数⇐⇒ fα ∈ Z[x]．
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代数的整数論

【例】
√

2は代数的整数．f√
2 = x2 − 2

【例】
√
−1は代数的整数．f√

−1 = x2 + 1

【例】
√

2
2
は代数的数だが代数的整数でない．f √

2
2

= x2 − 1
2

【例】
1 +
√
−3

2
は代数的整数．f 1+

√
−3

2
= x2 − x + 1
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代数的整数論

【定義】

ζn := exp
(

2π
√
−1

n

)
．

【命題】
ζnは代数的整数．
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代数的整数論

【定義】
K が代数体
⇐⇒ Q ⊂ K ⊂ Cは部分体であって，[K : Q] := dimQ K <∞

【定義】
代数体K に対してOK := {α ∈ K | αは代数的整数 }をK の整
数環という．これは環になる．
(環論知ってる人向け: ZのK における整閉包のことである)
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代数的整数論

【定義】
K, Lが体でK ⊂ Lが部分体のとき LをK の拡大体といい
L/K と書く．

【定義】
L/K がアーベル拡大
⇐⇒ L/K がGalois拡大でGal(L/K)がアーベル群．

【定義】
Kの全ての有限次アーベル拡大の合併をKの最大アーベル拡大
体といいKabと書く．
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代数的整数論

【定義】
α1, · · · , αsを複素数とするとき

(1) Qと α1, · · · , αsを含む最小の体をQ(α1, · · · , αs)と書く．
(2) Zと α1, · · · , αsを含む最小の環を Z[α1, · · · , αs]と書く．

【命題】
(1) Z[α] = {f(α) | f ∈ Z[x]}

(2) Q(α) =
{

f(α)
g(α)

∣∣∣∣ f, g ∈ Z[x], g(α) 6= 0
}

(3) α1, · · · , αsが代数的数のときQ(α1, · · · , αs)は代数体．
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代数的整数論

【例】
√
−1は代数的数だからQ(

√
−1)は代数体．

Q(
√
−1) = {a + b

√
−1 | a, b ∈ Q}

OQ(
√

−1) = Z[
√
−1] = {a + b

√
−1 | a, b ∈ Z}

【例】
ζnは代数的数だからQ(ζn)は代数体．
OQ(ζn) = Z[ζn]となる．更に n = pが素数のときは

Q(ζp) = {ap−2ζp−2
p + · · ·+ a1ζp + a0 | ai ∈ Q}

Z[ζp] = {ap−2ζp−2
p + · · ·+ a1ζp + a0 | ai ∈ Z}
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代数的整数論

【例】
√
−3は代数的数だからQ(

√
−3)は代数体．

Q(
√
−3) = {a + b

√
−3 | a, b ∈ Q}

OQ(
√

−3) = Z
[

1 +
√
−3

2

]
=
{

a + b
1 +
√
−3

2

∣∣∣∣ a, b ∈ Z
}
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代数的整数論

【定義】
代数体K のイデアルとはOK のイデアルのこと
(OK のイデアル=部分OK-加群 a ⊂ OK)

a, bをK のイデアルとするとき，その積 abを

ab := {α1β1 + · · ·+ αmβm | αi ∈ a, βi ∈ b}

と定める．abもK のイデアルとなる．
この積によりK のイデアル全体は可換なモノイドとなる．

• 単位元はOK 自身をイデアルとみなしたもの
• 逆元は無いから群にはならない．
そこでイデアルをより一般化したものを考える．
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代数的整数論

【定義】
K の分数イデアルとは次を満たす部分OK-加群 a ⊂ K のこと

ある γ ∈ K が存在して γa ⊂ OK．

イデアルは分数イデアルである．(γ = 1と取れるから)

【定義】
a, bをK の分数イデアルとするとき

ab := {α1β1 + · · ·+ αmβm | αi ∈ a, βi ∈ b}
a−1 := {γ ∈ K | γa ⊂ OK}

ab，a−1もK の分数イデアルとなる．また aa−1 = OK．

K の分数イデアル全体 JK は群をなす．
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代数的整数論

【定理】
K の分数イデアル a 6= 0は

a = pe1
1 · · · p

eg
g (piは相異なる素イデアル，ei 6= 0)

と (順番を除いて)一意に書ける．

※ aがイデアルとなるのは各番号 iについて ei > 0となると
きである．
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代数的整数論

【定義】
αi ∈ K に対して

(α1, . . . , αm) := {α1β1 + · · ·+ αmβm | βi ∈ OK}

は分数イデアルとなる．特に (α)の形の分数イデアルを単項分
数イデアルという．

代数体K の乗法群をK×とすると，群準同型写像が
F : K× −→ JK

α 7−→ (α)

により定まる．これで数 α ∈ K×を分数イデアルと"みなす"．
この意味で分数イデアルは数を拡張したものと考える．
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代数的整数論

【例】
代数体Q(

√
−5)を考える．OQ(

√
−5) = Z[

√
−5]である．この整

数環では
6 = 2 · 3 = (1 +

√
−5)(1−

√
−5)

となり，6は既約元の積として 2通りに書ける．(つまり
Z[
√
−5]はUFDではなく"素因数分解の一意性"はない)

これらの数を単項イデアルとみなして素イデアル分解すると

(2) = (2, 1 +
√
−5)2

(3) = (3, 1 +
√
−5)(3, 1−

√
−5)

(1 +
√
−5) = (2, 1 +

√
−5)(3, 1 +

√
−5)

(1−
√
−5) = (2, 1 +

√
−5)(3, 1−

√
−5)
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代数的整数論

【例】
つまり 6はイデアルとして考えれば

(6) = (2, 1 +
√
−5)2(3, 1 +

√
−5)(3, 1−

√
−5)

と素イデアル分解できる．
このように一般の整数環では素因数分解ができるとは限らない
が，イデアルに拡張して考えることで分解ができるようになる．

数とイデアルの"ずれ"の情報として，準同型 α 7→ (α)の核と余核
を考えることが多い．
(1) 核をEK と書きK の単数群という．
(2) 余核を ClK と書きK のイデアル類群という．
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代数的整数論

EK , ClK については次の定理が知られている．
【定理】 (Dirichletの単数定理)
EK
∼= (Z/wKZ)× ZrK．

(記号の説明は省略)

【定理】
ClK は有限群である．

hK := |ClK |をK の類数という．
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代数的整数論

hK = 1⇐⇒ JK = {(α) | α ∈ K}
⇐⇒ OKは PID(単項イデアル整域)
⇐⇒ OKはUFD(一意分解整域)

※ PID: 全てのイデアルが単項イデアルになる整域
UFD: 全ての元が既約元の積に一意に分解できる整域
一般に PID =⇒ UFD

よって「hK = 1⇐⇒ Kでは素因数分解が一意にできる」となり，
例えば hQ = hQ(

√
−1) = 1，hQ(

√
−5) = 2である．
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代数的整数論

【定義】
K/Qを代数体，pを素数とする．pを含む最小のK のイデアル
(p)をK で

(p) = pe1
1 · · · p

eg
g

と素イデアル分解する．このとき g ≤ [K : Q]となることが知ら
れている．

(1) pは L/K で完全分解する⇐⇒ g = [K : Q]
(2) pは L/K で分岐する⇐⇒ある iについて ei > 1
(3) pは L/K で不分岐⇐⇒全ての iについて ei = 1
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代数的整数論

【定義】
L/K を代数体，pをK の素イデアルとする．pを含む最小の L

のイデアルを pOLと書く．これを Lで

pOL = Pe1
1 · · ·P

eg
g

と素イデアル分解する．このとき g ≤ [L : K]となることが知ら
れている．

(1) pは L/K で完全分解する⇐⇒ g = [L : K]
(2) pは L/K で分岐する⇐⇒ある iについて ei > 1
(3) pは L/K で不分岐⇐⇒全ての iについて ei = 1
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有理数体の類体論



有理数体の類体論

まず次のような定義をしてみる．
【定義】
n > 2を整数，H ⊂ (Z/nZ)×を部分群とする．
Galois拡大K/QがH の類体
⇐⇒素数 pに対して次が成り立つ

p ∈ H ⇐⇒ pはK/Qで完全分解する

このとき考えられる問題として

(1) 任意のH に対して類体は存在するだろうか?
(2) 類体となるのはどのような代数体だろうか?
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有理数体の類体論

まず代数体Q(ζn)については次のことが知られている．
【定理】
n > 2を整数とするとき

(1) Gal(Q(ζn)/Q) ∼= (Z/nZ)×. (特にQ(ζn)/Qはアーベル拡大)
(2) p | n⇐⇒ pはQ(ζn)/Qで分岐する．
(3) p ≡ 1 (mod n)⇐⇒ pはQ(ζn)/Qで完全分解する．
より一般に，pの (Z/nZ)×での位数を f, φ(n) = fgとすれ
ば pはQ(ζn)/Qで g個に分解する．

特にQ(ζn)/Qは 1 ⊂ (Z/nZ)×の類体である．
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有理数体の類体論

例としてQ(ζ7)/Qを考えると次の表になる．(φ(7) = 6)

p mod 7 ei f g 分解の形 例
0 6 1 1 (p) = p6

1 7
1 1 1 6 (p) = p1p2 · · · p6 29, 43, · · ·
2 1 3 2 (p) = p1p2 2, 23, · · ·
3 1 6 1 (p) = p1 3, 17, · · ·
4 1 3 2 (p) = p1p2 11, 67, · · ·
5 1 6 1 (p) = p1 5, 19, · · ·
6 1 2 3 (p) = p1p2p3 13, 41, · · ·
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有理数体の類体論

より一般に，部分群H ⊂ (Z/nZ)×が与えられたとき．Galois理
論により部分群 (Z/nZ)× ⊃ H ⊃ 1に対応する部分体
Q ⊂ K ⊂ Q(ζn)を取る．このとき

p ∈ H ⇐⇒ pはK/Qで完全分解する

となる．(即ちこのK/QはH の類体である．)
より一般に，pの (Z/nZ)×/H での位数を f, |(Z/nZ)×/H| = fg

とすれば pはK/Qで g個に分解する．従って

任意のH に対して類体は存在するだろうか? → YES

45



有理数体の類体論

【例】
n = 7とする．(Z/nZ)× = {1, 2, 3, 4, 5, 6} の部分群は 4つ．
Galois理論による対応する体は次の通り．

(Z/7Z)×

{1, 2, 4}{1, 6}

1

Q

Q(
√
−7)Q(cos(2π

7 ))

Q(ζ7)

Q(
√
−7)/Qは {1, 2, 4}の類体．

Q(cos(2π
7 ))/Qは {1, 6}の類体．
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有理数体の類体論

Q(cos(2π
7 ))/Qでは次の表になる．

p mod 7 ei fi g 分解の形 例
0 3 1 1 (p) = p3

1 7
1 1 1 3 (p) = p1p2p3 29, 43, · · ·
2 1 3 1 (p) = p1 2, 23, · · ·
3 1 3 1 (p) = p1 3, 17, · · ·
4 1 3 1 (p) = p1 11, 67, · · ·
5 1 3 1 (p) = p1 5, 19, · · ·
6 1 1 3 (p) = p1p2p3 13, 41, · · ·

つまり p ≡ 1, 6 (mod 7)⇐⇒ pはQ(cos(2π
7 ))/Qで完全分解する
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有理数体の類体論

Q(
√
−7)/Qでは次の表になる．

p mod 7 ei fi g 分解の形 例
0 2 1 1 (p) = p2

1 7
1 1 1 2 (p) = p1p2 29, 43, · · ·
2 1 1 2 (p) = p1p2 2, 23, · · ·
3 1 2 1 (p) = p1 3, 17, · · ·
4 1 1 2 (p) = p1p2 11, 67, · · ·
5 1 2 1 (p) = p1 5, 19, · · ·
6 1 2 1 (p) = p1 13, 41, · · ·

つまり p ≡ 1, 2, 4 (mod 7)⇐⇒ pはQ(
√
−7)/Qで完全分解する
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有理数体の類体論

Gal(K/Q) ∼= (Z/nZ)×/H であるからQの類体はQの有限次アー
ベル拡大である．
ところが実は逆，即ちQの有限次アーベル拡大は類体であること
が次の定理から分かる．
【定理】 (Kronecker-Weberの定理)
任意の有限次アーベル拡大K/Qに対して，ある正整数 nが存在
してK ⊂ Q(ζn)

K に対してこの nを取って，K に対応する部分群H ⊂ (Z/nZ)×

を取ればK/QはH の類体である．
つまり，類体論とは要するに有限次アーベル拡大の理論というこ
とになる．
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代数体の類体論



代数体の類体論

有理数体の場合と同様の定理が一般の代数体に対しても成り立つ．
まず有理数体の場合でいう (Z/nZ)×に当たる群として ClK(m)
を定義する．但し，一般の場合は事情が複雑になるため，以下で
はK は総虚であるとする．
(代数体K が総虚=準同型K → Rが存在しない)

【定義】
K を代数体，mをK のイデアルとする．

JK(m) := {a ⊂ K | aは分数イデアルでmと素 }
PK(m) := {(α) | α ∈ K×, α ≡ 1 (mod m)}

ClK(m) := IK(m)/PK(m)
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代数体の類体論

このとき有理数体の場合のQ(ζn)に当たる体K(m)が存在する．
【定理】
有限次アーベル拡大K(m)/K が存在して以下が成り立つ．

(1) Gal(K(m)/K) ∼= ClK(m).
(2) p | m⇐⇒ pはK(m)/K で分岐する．
(3) p = 1 in ClK(m)⇐⇒ pはK(m)/K で完全分解する．
より一般に，pの ClK(m)での位数を f, |ClK(m)| = fgとす
れば pはK(m)/K で g個に分解する．
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代数体の類体論

特にm := OK の場合のH := K(OK)をK のHilbert類体，もし
くは絶対類体という．

p | OK ⇐⇒ pはH/K で分岐する．

だから，H/K では全ての素イデアルが不分岐である．
【定理】 (単項化定理)
aをK のイデアルとするとき aOH は単項イデアル．
【定理】 (分解定理)
K の素イデアル pについて

pがH/K で完全分解する⇐⇒ pは単項イデアル
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代数体の類体論

K0/Qを代数体として，Kn+1をKnの絶対類体とすれば代数体の
上昇列K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · が得られる．(類体塔という)

【問】 (類体塔問題)
任意の nについてKn ⊊ Kn+1となるような代数体K0は存在す
るか?

【定理】 (Golod-Shafarevichの定理 (1964))
存在する．例えばK0 = Q(

√
−5 · 11 · 461)ならよいらしい．
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応用例 (1) 整数論



応用例 (1) 整数論

【命題】
素数 p 6= 2, 5に対して
ある a, b ∈ Zが存在して p = a2 + 5b2 ⇐⇒ p ≡ 1, 9 (mod 20)

Fermatの二平方和定理の場合と同様にK := Q(
√
−5)とすれば

a2 + 5b2 = (a + b
√
−5)(a− b

√
−5)

K ⊂ Q(ζn)となる最小の nは n = 20であり，K に対応する
Gal(Q(ζ20)/Q) ∼= (Z/20Z)×の部分群は {1, 3, 7, 9}である．故に

K/Qで pが完全分解する⇐⇒ p ≡ 1, 3, 7, 9 (mod 20)
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応用例 (1) 整数論

ここでの「K/Qで pが完全分解する」とは
(p) = p1p2 (piはK の素イデアル，p1 6= p2)

と書けることである．ここでもし p1, p2が単項イデアルならば，
つまり

p1 = (a1 + b1
√
−5), p2 = (a2 + b2

√
−5)

と書ければ

(p) = (a1 + b1
√
−5)(a2 + b2

√
−5)

となるから数として

αp = (a1 + b1
√
−5)(a2 + b2

√
−5)

であり，Fermatの二平方和定理の時と同様の議論ができる．
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応用例 (1) 整数論

ところがK = Q(
√
−5)には単項でないイデアルが存在する．つ

まり pが完全分解する条件だけでは足りなくて，分解後の素イデ
アルが単項になる条件まで考慮する必要がある．
そこで絶対類体を応用する．H/K を絶対類体とすれば

pが単項イデアル⇐⇒ pがH/K で完全分解する

である．H = K(
√
−1) = Q(

√
−5,
√
−1)であることが知られて

おり，H/Qはアーベル拡大である．H ⊂ Q(ζn)となる最小の n

も n = 20であり，H に対応するGal(Q(ζ20)/Q) ∼= (Z/20Z)×の
部分群は {1, 9}である．
以上を踏まえて
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応用例 (1) 整数論

【命題】
素数 p 6= 2, 5に対して
ある a, b ∈ Zが存在して p = a2 + 5b2 ⇐⇒ p ≡ 1, 9 (mod 20)

証明.

p = a2 + 5b2と書ける
⇐⇒ p = (a + b

√
−5)(a− b

√
−5)

⇐⇒ K/Qで p = p1p2と完全分解，p1, p2が単項イデアル
⇐⇒ K/Qで p = p1p2と完全分解，H/K で p1, p2が完全分解
⇐⇒ pはH/Qで完全分解
⇐⇒ p ≡ 1, 9 (mod 20)
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応用例 (1) 整数論

【命題】
mod 20で 3か 7になる二つの素数 p, qに対して，ある a, b ∈ Z
が存在して pq = a2 + 5b2．

証明.
p ≡ 3, 7 (mod 20)だからK := Q(

√
−5)とするとK/Qで

(p) = p1p2 (piは非単項素イデアル，p1 6= p2)

(q) = q1q2も同様．このとき pq = p1q1p2q2であるが hK = 2だ
から p1q1, p2q2は単項イデアルである．p1q1 = (a + b

√
−5)と書

けば p2q2 = (a− b
√
−5)であり pq = a2 + 5b2となる．
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応用例 (1) 整数論

【命題】
素数 p 6= 2, 13に対して「ある a, b ∈ Zが存在して p = a2 + 26b2

と書ける」かどうかはmodでは判定できない．
証明.
K := Q(

√
−26)としてH/K をHilbert類体とすると

p = a2 + 26b2と書ける
⇐⇒ K/Qで p = p1p2と完全分解，p1, p2が単項イデアル
⇐⇒ K/Qで p = p1p2と完全分解，H/K で p1, p2が完全分解
⇐⇒ pはH/Qで完全分解

となるが，H/Qはアーベル拡大でないことが分かる．よって p

がH/Qで完全分解するかをmodで判定はできない．
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応用例 (1) 整数論

【命題】
素数 p 6= 2, 13に対して「ある a, b ∈ Zが存在して p = a2 + 26b2

と書ける」かどうかはmodでは判定できない．
証明.
K := Q(

√
−26)としてH/K をHilbert類体とすると

p = a2 + 26b2と書ける
⇐⇒ K/Qで p = p1p2と完全分解，p1, p2が単項イデアル
⇐⇒ K/Qで p = p1p2と完全分解，H/K で p1, p2が完全分解
⇐⇒ pはH/Qで完全分解

となるが，H/Qはアーベル拡大でないことが分かる．よって p

がH/Qで完全分解するかをmodで判定はできない．
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類体論その2



類体論その 2

(ここからは難しい話になります)

類体論とは要するにアーベル拡大の理論であり，最大アーベル拡
大のガロア群Gal(Kab/K)を簡単な群で"近似"するという形で述
べることができる．
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類体論その 2

【例】 (0次元類体論=有限体の類体論)
Fを有限体とする．
n > 0に対して Fの n次拡大体K は唯一つで
Gal(K/F) ∼= Z/nZである．よって

Gal(Fab/F) ∼= Ẑ := lim(Z/nZ).

Z/1Z
Z/2Z

Z/3Z

Z/4Z

Z/6Z

Z/9Z
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類体論その 2

【例】 (0次元類体論=有限体の類体論)
Fを有限体とする．
n > 0に対して Fの n次拡大体K は唯一つで
Gal(K/F) ∼= Z/nZである．よって

Gal(Fab/F) ∼= Ẑ := lim(Z/nZ).

無限次元Galois理論により次の一対一対応が得られる．

Gal(Fab/F)の開部分群 1:1←→ Fの有限次アーベル拡大
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類体論その 2

【例】 (0次元類体論)

普遍性により得られる準同型を h : Z→ Ẑとする．U ⊂ Ẑを開
部分群とするとき h−1(U) ⊂ Zは指数有限部分群である．これ
により次の一対一対応が得られる．

Ẑの開部分群 1:1←→ Zの指数有限部分群

ρFを合成 Z h−→ Ẑ ∼= Gal(Fab/F)とする．

Fの有限次アーベル拡大 1:1←→ Gal(Fab/F)の開部分群
1:1←→ Ẑ の開部分群
1:1←→ Zの指数有限部分群
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類体論その 2

【定義】
K が 0次元局所体⇐⇒ K が有限体

【定義】
n > 0のとき，K が n次元局所体
⇐⇒ Kは完備離散付値体かつその剰余体が (n− 1)次元局所体．

【例】
p進数体Qpやその有限次拡大体は 1次元局所体．
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類体論その 2

【定理】 (1次元局所類体論)
1次元局所体K に対して，連続準同型 ρK : K× → Gal(Kab/K)
が存在して

(1) ρK により「K の有限次アーベル拡大」と「K×の指数有限
開部分群」が一対一に対応する．

(2) K の剰余体が Fのとき次が可換

K× Gal(Kab/K)

Z Gal(Fab/F)

ρK

付値

ρF
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類体論その 2

【定理】 (1次元大域類体論)
代数体K に対して，イデール類群と呼ばれる位相群 CK と連続
準同型 ρK : CK → Gal(Kab/K)が構成できて

(1) ρK により「Kの有限次アーベル拡大」と「CK の指数有限開
部分群」が一対一に対応する．

(2) K の素点 pに対して次が可換となる．

K×
p Gal(Kab

p /Kp)

CK Gal(Kab/K)

ρKp

ρK
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類体論その 2

【命題】
K のイデアルmに対して，ある部分群 Cm

K ⊂ CK が存在して
CK/Cm

K
∼= Cl(m)となる．更に次の一対一対応が得られる．

CKの指数有限開部分群
1:1←→ CKの部分群であって，あるmに対する Cm

Kを含むもの

ρK : CK → Gal(Kab/K)により
有限次アーベル拡大 L/K

1:1←→ CKの指数有限開部分群
1:1←→ Cl(m) ∼= CK/Cm

Kの部分群
という一対一対応が得られることになる．この対応で 1 ⊂ Cl(m)
に対応するのがK(m)/K である．
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応用例 (2) n乗剰余の相互法則



応用例 (2) n乗剰余の相互法則

整数論における重要な定理として「平方剰余の相互法則」という
ものがある．
平方剰余とは要するに体 Fpの中に平方根があることをいう．
【定義】
pを奇素数，a ∈ Zが pと互いに素とするとき(

a

p

)
:=
{

1 (∃x ∈ Z, x2 ≡ a (mod p))
−1 (それ以外)

と定める．(Legendre記号という)
また

(
a

p

)
= 1のとき aは pを法として平方剰余であるという．
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応用例 (2) n乗剰余の相互法則

このように定めると aの部分が積と可換になる．つまり(
ab

p

)
=
(

a

p

)(
b

p

)
.

そこでより一般に，b = p1 · · · psが奇数で aと bが互いに素のとき(
a

b

)
:=
(

a

p1

)
· · ·
(

a

ps

)
と定める．(Jacobi記号という)
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応用例 (2) n乗剰余の相互法則

【定理】 (平方剰余の相互法則)
a, bを互いに素な奇数とするとき(

a

b

)(
b

a

)
= (−1)

a−1
2

b−1
2 (−1)

sgn(a)−1
2

sgn(b)−1
2

また (−1
b

)
= (−1)

b−1
2 ,

(2
b

)
= (−1)

b2−1
8

つまり
(

a

b

)
が分かれば

(
b

a

)
も分かる．そこで「平方」ではなく，

より一般の n乗剰余についても相互法則は成り立つか? という問
題が生まれる．これは類体論 (Artinの相互律)により解決された．
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応用例 (2) n乗剰余の相互法則

K を代数体，µn := {x ∈ C | xn = 1}として µn ⊂ K とする．
L/K，M/Kpを有限次アーベル拡大とするとき

(−, L/K) : CK
ρK−−→ Gal(Kab/K) 制限−−→ Gal(L/K)

(−, M/Kp) : K×
p

ρKp−−→ Gal(Kab
p /Kp)

制限−−→ Gal(M/Kp)

とすると次は可換である．(Lp := KpL)

K×
p Gal(Kab

p /Kp) Gal(Lp/Kp)

CK Gal(Kab/K) Gal(L/K)

ρKp

ρK

またK のイデール αに対して (α, L/K) =
∏
p

(αp, Lp/Kp)．
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応用例 (2) n乗剰余の相互法則

a, b ∈ K×
p に対して

(
a, b

p

)
∈ µnを

(a, Kp(
n
√

b)/Kp)
n
√

b =
(

a, b

p

)
n
√

b

により定める．(Hilbert記号という)

p |/ n，a ∈ Up，π ∈ Kpを素元としたとき(
a

p

)
:=
(

π, a

p

)
と定義する．これは(

a

p

)
= 1⇐⇒ xn ≡ a (mod p)

を満たす．
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応用例 (2) n乗剰余の相互法則

より一般に nと素なイデアル b = p1 · · · psに対して(
a

b

)
:=
(

a

p1

)
· · ·
(

a

ps

)
と定めて，b = (b)のとき(

a

b

)
:=
(

a

b

)
と書く．
【定理】 (n乗剰余の相互法則)
a, b ∈ K×を互いに素で，更に nとも素なとき(

a

b

)(
b

a

)−1
=
∏
p|n∞

(
a, b

p

)
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応用例 (3) 選択公理



応用例 (3) 選択公理

【定理】
ZFCにおいて，PIDはUFDである．

【問】
この定理は ZFで証明できるか?

−→ 答え: No

−→ このことは，なんと類体論を応用することで証明できる．
Wilfrid Hodges, Läuchli’s algebraic closure of Q, Math. Proc.
Camb. Phil. Soc. 79 (1976), 289–297
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応用例 (3) 選択公理

N を ZFの推移的モデル，L ∈ N を体とする．
【定義】
L上の n項関係Rが support Sを持つ
⇐⇒ S ⊂ Lは有限集合で，自己同型 σ : L→ Lが

x ∈ Sならば σ(x) = x

を満たすならば σ(R) = R．

【例】
a = (α1, · · · , αs)を代数体 Lのイデアルとして 1項関係 aを考
えると，これは support {α1, · · · , αs}を持つ．
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応用例 (3) 選択公理

【定義】
LがN -symmetric
⇐⇒ Rが L上の n項関係でR ∈ N ならば，Rは support Sを
持つ．

【定理】
ZFの推移的モデルN で次を満たすものが存在する．

Qの代数閉包 LでN -symmetricなものが存在する．

PLOTKIN and JACOB MANITCEL, Generic embeddings, J.
Symbolic Logic 34 (1969), 388–394.

以下，そのようなN と Lを取り固定する．
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応用例 (3) 選択公理

K0 ⊂ LをGolod-Shafarevichの定理を満たす代数体とする．
Kn+1/KnをKnの絶対類体，On := OKn として

K :=
⋃

n∈N
Kn，O :=

⋃
n∈N
On．

定義の絶対性からKn, K,On,O ∈ N が分かる．
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応用例 (3) 選択公理

【命題】 (in N)
Oは (体でない)単項イデアル整域である．

証明.
a ⊂ Oをイデアルとすれば，一項関係 aは support S ⊂ Oを持
つことが分かる．
Sは有限集合だから，ある番号 nが存在して S ⊂ Onとなる．
このとき a = O(a ∩ On+1)が分かる．単項化定理によりKn+1

のイデアル a ∩ On+1はKn+2で単項イデアルになる．即ち
On+2(a ∩ On+1) = xOn+2

と書ける．このとき
a = O(a ∩ On+1) = OOn+2(a ∩ On+1) = O(xOn+2) = xO
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応用例 (3) 選択公理

【命題】 (in N)
Oは素元を持たない．

証明.
素元 p ∈ Oが存在すると仮定する．ある番号 nが存在して
p ∈ Onである．このとき (p) = pOnはKnの素イデアルである．
分解定理より (p)はKn+1/Knで完全分解する．即ちKn+1の素
イデアル piが存在して

(p) = p1 . . . ps (s = [Kn+1 : Kn] > 1)

となる．αi ∈ pi \ (p)を取れば p | α1 · · ·αsかつ p |/ αiとなり p

が素元でなく矛盾する．
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応用例 (3) 選択公理

以上により次の定理が分かった．
【定理】
ZFの推移的モデルN で次を満たすものが存在する．

体でない，素元を持たない単項イデアル整域が存在する．

【定理】
ZFにおいて「PIDはUFD」は証明できない．
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