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これまで見てきた通り，圏論ではコンマ圏が非常に重要な役割を果たす．そうすると気
になるのは，コンマ圏の双対となる「ココンマ圏」は存在するのであろうか，ということ
である．

定義. 圏 C の図式 a← c→ bを aから bへの spanという．双対的に，図式 a→ c← b

を aから bへの cospanという．

定義. C を圏，a, b ∈ C を対象とする．aから bへの spanがなす圏 Span(a, b)を以下の
ように定める．

• Ob(Span(a, b)) := {⟨f, g⟩ ∈ Mor(C)2 | c ∈ C, a f←− c g−→ b}
• ⟨f, g⟩, ⟨k, l⟩ ∈ Span(a, b)とする．c := dom(f)，d := dom(k)とする．⟨f, g⟩から
⟨k, l⟩への射は，次の図式を可換とする射 h : c→ dで定める．

a b

d

c

k l

f g
h

同様にして cospanがなす圏 Cospan(a, b)が以下のように定まる．

• Ob(Cospan(a, b)) := {⟨f, g⟩ ∈ Mor(C)2 | c ∈ C, a f−→ c
g←− b}

• ⟨f, g⟩, ⟨k, l⟩ ∈ Cospan(a, b) とする．c := cod(f)，d := cod(k) とする．⟨f, g⟩ か
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ら ⟨k, l⟩への射は，次の図式を可換とする射 h : c→ dで定める．

d

c

a b
f g

k lh

ここでは圏の圏 Catにおける span，cospanを考える．
A

F−→ C
G←− B をCatの cospanとしたとき，コンマ圏G↓F は span A← G↓F → B

を与えるのであった．*1

命題 1. コンマ圏を取る操作は関手 ↓ : Cospan(A,B)→ Span(A,B)を与える．

証明. H : (A F−→ C
G←− B) → (A K−→ D

L←− B)を Cospan(A,B)の射とする．このとき
関手 ↓H : G ↓ F → L ↓K をコンマ圏の普遍性により定める．

C ′

A B

G ↓ F

L ↓K

⇐=

K L

P1 P0↓H

=

C ′

C

A B

G ↓ F

⇐=

K L

P1 P0

F G

H

普遍性により，これは明らかに関手 ↓ : Cospan(A,B)→ Span(A,B)を与える．

そこで，もしこの関手が左随伴を持つとすると，それが「ココンマ圏を与える関手」で
あるとみなすことができる．というのも「コンマ圏の普遍性」の双対バージョン (定理 2)
が成り立つからである．
それを説明するため，関手 ↓が左随伴 ↑ : Span(A,B)→ Cospan(A,B)を持つとして，
その unitを ηとする．A F←− C G−→ B を spanとすると ↑(A F←− C G−→ B)は cospanであ
るから，それを A

Q0−−→ F ↑ G Q1←−− B と書くと，これのコンマ圏を考えることができる．

*1 後の構成の都合上，F ↓ G ではなく G ↓ F を考える．ここを F ↓ G にしたい場合，後で出てくる
Prof(A, B)を Prof(B, A)にする必要がある．
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このとき S := η
A

F←−C
G−→B

は Span(A,B)の射 C → Q1 ↓Q0 (次の図式の点線の射)のこ
とである (ここで P0, P1, θ はコンマ圏 Q1 ↓Q0 から得られる関手と自然変換である)．

A F ↑G

Q1 ↓Q0 B

C

=⇒
θ

Q0

Q1
F

G

P1

P0

S

=

=

そこでこの合成により得られる自然変換を ρ : Q1G⇒ Q0F とする．

定理 2. 関手 ↓が左随伴 ↑ : Span(A,B) → Cospan(A,B)を持つとする．このとき上の
ように定義した図式

A F ↑G

C B

=⇒ρ

Q0

Q1F

G

は次の普遍性を満たす: X を圏，R0 : A→ X，R1 : B → X を関手，α : R1G⇒ R0F を
自然変換とする．

XA

C B

=⇒α

R0

R1F

G

このとき関手 H : F ↑G→ X が一意に存在して以下を満たす．

(1) HQ0 = R0，HQ1 = R1 である．
(2) 次の自然変換の等式が成り立つ．

X

A F ↑G

C B

=⇒ρ

=

=

R0

R1
F

G

Q0

Q1

H

= A

X

C B

=⇒α

R0

R1
F

G
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証明. まず H の存在を示す．そのためにコンマ圏 R1 ↓ R0 を取り，そこから得られる関
手と自然変換を P ′

0, P
′
1, θ

′ とする．普遍性により次の図式の点線の関手M : C → R1 ↓R0

が得られる．

X

A

R1 ↓R0 B

C

=⇒
θ′

R0

R1
F

G

P ′
1

P ′
0

M
=

= =

X

A

B

C

=⇒α

R0

R1
F

G

このとき随伴 Hom(F ↑G, ⟨R0, R1⟩) ∼= Hom(⟨F,G⟩, R1 ↓ R0)により，M の随伴射とな
る関手 H : F ↑G→ X が取れる．これが条件 (1)(2)を満たすことを示す．
まず条件 (1)は，定義より H が Cospan(A,B)の射であるからよい．条件 (2)を示そ
う．随伴の unitの性質から ↓H ◦ S = M が成り立つ．従って

X

A

B

C

=⇒α

R0

R1
F

G

=

X

A

R1 ↓R0 B

C

=⇒
θ′

R0

R1
F

G

P ′
1

P ′
0

M
=

=

=

X

A

R1 ↓R0 B

Q1 ↓Q0

C

=⇒
θ′

=

=

R0

R1

F

G

P ′
1

P ′
0P1

P0
=

=

S

↓H
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=

X

A F ↑G

B

Q1 ↓Q0

C

R0

R1

F

G

P1

P0

=

=

S

=⇒
θ

=

=Q0

Q1

H

=

X

A F ↑G

B

C

R0

R1

F

G

=⇒ρ

=

=Q0

Q1

H

となり条件 (2)が成り立つ．
後はH の一意性を示せばよい．H が条件 (1)(2)を満たすとするとH は Cospan(A,B)
の射 F ↑G→ X だから，随伴射M : C → R1 ↓R0 が取れる．従ってこのM が一意であ
ることを示せばよい．再び unitの性質から，これは ↓H ◦ S = M を満たす．故に

X

A

R1 ↓R0 B

C

=⇒
θ′

R0

R1

F

G

P ′
1

P ′
0

M

=

=

=

X

A

R1 ↓R0 B

Q1 ↓Q0

C

=⇒
θ′

=

=

R0

R1

F

G

P ′
1

P ′
0P1

P0=

=

S

↓H
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=

X

A F ↑G

B

Q1 ↓Q0

C

R0

R1

F

G

P1

P0

=

=

S

=⇒
θ

=

=Q0

Q1

H

=

X

A F ↑G

B

C

R0

R1

F

G

=⇒ρ

=

=Q0

Q1

H

=

X

A

B

C

=⇒α

R0

R1

F

G

となるから，R1 ↓R0 の普遍性によりM は一意である．

そこで問題は ↓ : Cospan(A,B)→ Span(A,B)が左随伴を持つか，ということになる．
答えは存在する，であるが，これを構成するために profunctorというものを導入する．
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定義. C, D を圏とする．C から D への profunctor (もしくは distributor もしくは
correspondenceもしくは bimodule)とは関手 F : C → D̂ のことである．profunctorを
記号 F : C −◦→ D などで表す．

自然同型HomCat(A×B,C) ∼= HomCat(A,CB)により，profunctor F : C −◦→ D即ち
関手 F : C → D̂と関手 F : Dop×C → Setを同一視することができる．以下，特に断らず
この同一視を行う．またCからDへの profunctorがなす圏をProf(C,D) := SetDop×C

で定める．

定義. profunctor F : A −◦→ B，G : B −◦→ C に対して profunctor の合成 GF : A −◦→ C

を関手 (y†G) ◦ F : A→ Ĉ で定める．

A B

B̂ Ĉ
F

G
y

y†G

圏 C に対して米田埋込 y : C → Ĉ が定める profunctor を idC : C −◦→ C で表す．左
Kan拡張の性質から容易に分かるように F : C −◦→ Dに対して F ◦ idC

∼= F，idD ◦F ∼= F

である．

命題 3. F : A −◦→ B，G : B −◦→ C を profunctorとするとき

GF (a) =
∫ b∈B

F (b, a)×G(−, b).

証明. P ∈ B̂ に対して y†G(P ) =
∫ b∈B

Hom
B̂

(y(b), P )×Gb =
∫ b∈B

Pb ×Gbである

から GF (a) = y†G(Fa) =
∫ b∈B

Fa(b)×Gb =
∫ b∈B

F (b, a)×G(−, b).

F : C → D を関手とする．このとき profunctor F∗ : C −◦→ D，F ∗ : D −◦→ C が

F∗(d, c) := HomD(d, Fc), F ∗(c, d) := HomD(Fc, d)

により定まる．つまり F∗(c) = y ◦ F (c) = F−1y(c)，F ∗(d) ∼= F †y(d)である．
A,B を小圏とする．cospan A

F−→ C
G←− B に対して profunctor Φ(F,G) : A −◦→ B が

Φ(F,G) := G∗F∗ ∼= (G†y)(y ◦ F ) ∼= y†(G†y) ◦ y ◦ F
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により定まる．
Ĉ

C B̂

A B

F

G

G†y

y†(G†y)

y

y

ここで y が忠実充満であることより y†(G†y) ◦ y ∼= G†y となるから結局 Φ(F,G) ∼=
(G†y) ◦ F が分かる．よって Φ(F,G)(a) ∼= G†y(Fa) ∼= HomC(G−, Fa)となる．
逆に profunctor Φ: A −◦→ B に対して cospan T (Φ) = (A FΦ−−→ CΦ

GΦ←−− B)を以下のよ
うに定義することができる．まず圏 CΦ を次により定める．

• Ob(CΦ) := Ob(A) ⊔Ob(B)

• HomCΦ(u, v) :=


HomA(u, v) (u, v ∈ Aのとき)
HomB(u, v) (u, v ∈ B のとき)
∅ (u ∈ A, v ∈ B のとき)
Φ(u, v) (u ∈ B, v ∈ Aのとき)

• 射 f : u→ v，g : v → wの合成 g ◦ f を次で定める．

g ◦ f :=


g ◦ f (u, v, w ∈ Aのとき)
g ◦ f (u, v, w ∈ B のとき)
Φ(f, idw)(g) (u, v ∈ B, w ∈ Aのとき．下図参照)
Φ(idu, g)(f) (u ∈ B, v, w ∈ Aのとき)

u

v

w f

g

g◦f

Hom(u,w) = Φ(u,w)

Hom(v, w) = Φ(v, w)

Φ(f,idw)

∈
∈

A B

関手 FΦ : A → CΦ，GΦ : B → CΦ を自然な埋込で定めれば T (Φ) ∈ Cospan(A,B) で
ある．

命題 4. Φ: Cospan(A,B) → Prof(A,B) と T : Prof(A,B) → Cospan(A,B) は関手
となる．
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証明. (Φが関手となること) まず Cospan(A,B)の射 H (次の図式を参照)を取る．

D

C

A B
F G

K L
H

既に見た通り Φ(F,G),Φ(K,L) : A −◦→ Bは Φ(F,G) = (G†y)◦F，Φ(K,L) = (L†y)◦K
により得られる．Kan拡張の性質 (「随伴関手定理」の PDFを参照) より，次の図式の
ηH を ⟨L†y, η⟩が H に沿った G†y の左 Kan拡張となるように一意に取ることができる．

D

B̂

C

A B

=

⇒ ηH

⇒

F G

K
H

L†y (∼=H†(G†y))

G†y

y

=

D

B̂

C

A B
=⇒= =

F G

K L
H

L†y

y

そこでこの ηH を使えば自然変換 Φ(H) : Φ(F,G) = (G†y) ◦ F ⇒ (L†y) ◦K = Φ(K,L)
が得られる．この Φは関手になる．

. . . ) まず H = idの場合は G = Lとなるから G†y = L†y であり，故に ηid = idと
なるから Φ(id) = id である．故に Φ が合成と交換することを示せばよい．そこで
(A F←− C0

G−→ B) H−→ (A K←− C1
L−→ B) H′

−−→ (A P←− C2
Q−→ B) を cospan の射とす

ると

C2

C1
B̂

C0

A B

=⇒

=

=

F G

K

P

H

H′ Q†y

y

G†y

=⇒ η
H′H =

C2

C1
B̂

C0

A B

=⇒= =

= =

F G

K L

P Q

H

H′ Q†y

y
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=

C2

C1
B̂

C0

A B

=⇒= =

=

F G

K L

P

H

H′ Q†y

y

L†y

⇒ ηH′

=

C2

C1
B̂

C0

A B

=⇒

=

=

F G

K

P

H

H′ Q†y

y

L†y
⇒ ηH′

G†y⇒ ηH

だから普遍性により

C2

C1
B̂

C0

H

H′ Q†y

L†y

⇒ ηH′

G†y⇒ ηH

=

C2

C1
B̂

C0

H

H′ Q†y

G†y

=⇒ η
H′H

となり Φ(H ′H) = Φ(H ′)Φ(H)である．

(T が関手になること) Prof(A,B)の射 φ : Φ ⇒ Ψに対して T (φ) : T (Φ) → T (Ψ)を
定めるには，対象 a ∈ A，b ∈ B に対して写像 T (φ) : HomCΦ(b, a)→ HomCΨ(b, a) をう
まく定めればよい．それには HomCΦ の定義から T (φ) := φba : Φ(b, a)→ Ψ(b, a)と定義
することができる．これにより T (φ)が関手になることを示せばよい．T (φ)(id) = idは
明らかなので f : u→ v，g : v → wとして T (φ)(g ◦ f) = T (φ)(g) ◦ T (φ)(f)を示す．
(i) u, v, w ∈ Aまたは u, v, w ∈ B の場合，明らか
(ii) u, v ∈ B，w ∈ Aの場合，定義から T (φ)(g ◦ f) = φuw(g ◦ f)

T (φ)(g) = φvw(g)
T (φ)(f) = f
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であり，一方 φが自然変換だから φuw(g ◦ f) = φvw(g) ◦ f である．

Φ(u,w) Ψ(u,w)

Φ(v, w) Ψ(v, w)

φuw

Ψ(f,idw)Φ(f,idw)

φvw

g ◦ f φuw(g ◦ f)
φvw(g) ◦ f

g φvw(g)

φuw

Ψ(f,idw)
Φ(f,idw)

φvw

(iii) u ∈ B，v, w ∈ Aの場合，定義から T (φ)(g ◦ f) = φuw(g ◦ f)
T (φ)(g) = g
T (φ)(f) = φuv(f)

であり，一方 φが自然変換だから φuw(g ◦ f) = g ◦ φuv(f)である．

Φ(u, v) Ψ(u, v)

Φ(u,w) Ψ(u,w)

φuv

Ψ(idu,g)Φ(idu,g)

φuw

f φuv(f)

g ◦ φuv(f)
g ◦ f φuw(g ◦ f)

φuv

Ψ(idu,g)
Φ(idu,g)

φuw

以上により T (φ)は関手であることが分かった．
これにより T が関手になることを示す．T の定義より T (id) = idは明らかである．そ
こで φ : Φ ⇒ Ψ，ψ : Ψ ⇒ Ξ に対して T (ψ ◦ φ) = T (ψ) ◦ T (φ) を示す．そのためには
a ∈ A，b ∈ B に対して (ψ ◦ φ)ba = ψba ◦ φba を示せばよいが，それは明らか．

命題 5. T ⊣ Φ: Prof(A,B)→ Cospan(A,B)

証明. 随伴であることを示すため，自然な全単射

φ : HomCospan(A,B)(T (Ψ), ⟨F,G⟩)→ HomProf(A,B)(Ψ,Φ(F,G))

を定義する．
Ψ ∈ Prof(A,B)，(A F−→ C

G←− B) ∈ Cospan(A,B)を取る．H : T (Ψ)→ ⟨F,G⟩を射
とする．即ち H は次を可換とする関手である．

C

CΨ

A BFΨ GΨ

F GH
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可換性から Ha = Fa，Hb = Gbである．よって関手 H から写像

φ(H)ba : HomCΨ(b, a) = Ψ(b, a) H−→ HomC(Gb, Fa)

が得られる．これは b ∈ B，a ∈ Aについて自然である．
. . . ) g : b′ → b，f : a→ a′ に対して次の左の図式

Ψ(b, a) HomC(Gb, Fa)

Ψ(b′, a′) HomC(Gb′, Fa′)

H

Gg◦−◦F fΨ(g,f)

H

k Hk

Gg ◦Hk ◦ Ff
g ◦ k ◦ f H(g ◦ k ◦ f)

H

Gg◦−◦F f
Ψ(g,f)

H

が可換であることを示せばよい．これは，Ψ(g, f)が圏 CΨ における合成 g ◦ − ◦ f と
一致しているから，H の関手性により分かる．

よって自然変換 φ(H) : Ψ ⇒ HomC(G−, F□) = Φ(F,G)が得られる．この φは全単射
φ : Hom(T (Ψ), ⟨F,G⟩)→ Hom(Ψ,Φ(F,G))を与える．

. . . ) 単射であることは φ(H)ba の定義から明らかである．よって全射性を示せばよ
い．そこで θ : Ψ⇒ HomC(G−, F□)を自然変換とする．このとき H を

• 対象 x ∈ CΨ に対して Hx :=

{
Fx (x ∈ A)
Gx (x ∈ B).

• 射 f : u→ v に対して Hf :=


Ff (u, v ∈ A)
Gf (u, v ∈ B)
θba(f) (u ∈ B, v ∈ A).

と定義する．この H : CΨ → C は関手である．
. . . ) H(id) = idは明らかなので f : u→ v，g : v → wとしてH(g◦f) = Hg◦Hf
を示す．
(i) u, v, w ∈ Aまたは u, v, w ∈ B の場合，明らか
(ii) u, v ∈ B，w ∈ Aの場合，定義から H(g ◦ f) = θuw(g ◦ f)

Hg = θvw(g)
Hf = Gf
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であり，一方 θ が自然変換だから θuw(g ◦ f) = θvw(g) ◦Gf である．

Ψ(u,w) HomC(Gu,Fw)

Ψ(v, w) HomC(Gv, Fw)

θuw

−◦GfΦ(f,idw)

θvw

g ◦ f θuw(g ◦ f)
φvw(g) ◦Gf

g θvw(g)

θuw

−◦Gf
Φ(f,idw)

θvw

(iii) u ∈ B，v, w ∈ Aの場合，定義から H(g ◦ f) = θuw(g ◦ f)
Hg = Fg
HfH = θuv(f)

であり，一方 θ が自然変換だから θuw(g ◦ f) = Fg ◦ θuv(f)である．

Ψ(u, v) HomC(Gu,Fv)

Ψ(u,w) HomC(Gu,Fw)

θuv

F g◦−Ψ(idu,g)

θuw

f θuv(f)

Fg ◦ θuv(f)
g ◦ f θuw(g ◦ f)

θuv

F g◦−Ψ(idu,g)

θuw

以上により H は関手であることが分かった．

このとき明らかに HFΨ = F，GΨH = G だから H は射 T (Ψ) → ⟨F,G⟩ であり，
φ(H) = θ である．

故に後は φ が Ψ, ⟨F,G⟩ について自然であることを示せばよい．その為に θ : Ψ ⇒ Ξ，
M : ⟨F,G⟩ → ⟨K,L⟩とする．

Hom(T (Ξ), ⟨F,G⟩) Hom(Ξ,Φ(F,G))

Hom(T (Ψ), ⟨K,L⟩) Hom(Ψ,Φ(K,L))

φ

Φ(M)◦−◦θM◦−◦T θ

φ

が可換であることを示す．H : T (Ξ) → ⟨F,G⟩ として，まず右回りで送った先を考える
と，その ba成分は (Φ(M) ◦ φ(H) ◦ θ)ba = Φ(M)ba ◦ φ(H)ba ◦ θba = Φ(M)ba ◦H ◦ θba

である．
一方左回りの ba成分は (φ(M ◦H ◦ Tθ))ba = M ◦H ◦ Tθ = M ◦H ◦ θba である．故

13



に Φ(M)ba = M であることを示せばよい．

次に span A
F←− C G−→ B に対して profunctor Ψ(F,G) : A −◦→ B が

Ψ(F,G) := G∗F
∗ ∼= (yG)(F †y) ∼= y†(yG) ◦ F †y = F †(yG)

により定まる．

Ĉ B̂

A B

C

=⇒
=⇒

F G

F †y

y†(yG)

y

y

=

B̂

A B

C

=⇒
F G

y

F †(yG)

逆に，S := ↓◦T と定義すれば，profunctor Φ: A −◦→ Bに対して span S(Φ) ∈ Span(A,B)
を定義することができる．

CΦ

A B

GΦ ↓ FΦ

CΦ

⇐=

F Φ GΦ

FΦ GΦ

命題 6. 圏 CΦ は以下のようになる．

• Ob(CΦ) = {⟨a, b, f⟩ | a ∈ A, b ∈ B, f ∈ Φ(b, a)}
• ⟨a0, b0, f0⟩, ⟨a1, b1, f1⟩ ∈ Ob(CΦ)に対して

HomCΦ(⟨a0, b0, f0⟩, ⟨a1, b1, f1⟩) =

{
⟨g, h⟩

∣∣∣∣∣ g : a0 → a1, h : b1 → b0,
Φ(h, g)(f0) = f1

}

命題 7. Ψ: Span(A,B) → Prof(A,B) と S : Prof(A,B) → Span(A,B) は関手と
なる．

証明. まず S については定義より関手である．従って Ψが関手であることを示せばよい．
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そのために Span(A,B)の射 H (次の図式を参照)を取る．

A B

D

C

K L

F G
H

Ψ(F,G),Ψ(K,L) : A −◦→ B が Ψ(F,G) = F †(yG)，Ψ(K,L) = K†(yL) により得られ
る．よって左Kan拡張の普遍性により自然変換Ψ(H) : Ψ(F,G)⇒ Ψ(K,L)が得られる．

A B

B̂

C

=⇒

⇒Ψ(H)

F G

K†(yL)

F †(yG)

y

= A B

B̂

D

C

=⇒

K L

F G
H

K†(yL)

y

これにより Ψが関手となることを示そう．
まず明らかに Ψ(id) = idである．よって Ψが合成と交換することを示せばよい．そこ
で (A F←− C0

G−→ B) H−→ (A K←− C1
L−→ B) H′

−−→ (A P←− C2
Q−→ B)を spanの射とすると

A B

B̂

C0

=⇒
⇒Ψ(H′)

⇒Ψ(H)

F G

P †(yQ)

K†(yL)

F †(yG)

y

=

A B

B̂

C1

C0

=⇒

⇒Ψ(H′)

K L

F G

H

P †(yQ)

K†(yL) y
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=

A B

B̂

C2

C1

C0

=⇒

P Q

K L

F G

H′

H

P †(yQ)

y

=

A B

B̂

C0

=⇒

=⇒

Ψ(H′◦H)

F G

P †(yQ)

F †(yG)

y

より普遍性から Ψ(H ′ ◦H) = Ψ(H ′) ◦Ψ(H)が分かる．

命題 8. Ψ ⊣ S : Span(A,B)→ Prof(A,B)

証明. 随伴であることを示すため，自然な全単射
φ : HomSpan(A,B)(⟨F,G⟩, S(Φ))→ HomProf(A,B)(Ψ(F,G),Φ)

を定義する．
(A F←− C

G−→ B) ∈ Span(A,B)，Φ ∈ Prof(A,B)を取る．H : ⟨F,G⟩ → S(Φ)を射と
する．即ち H は次を可換とする関手である．

A B

CΦ

C

F Ψ GΨ

F GH

c ∈ C に対して Hc = ⟨Fc,Gc, θc⟩ (θc ∈ Φ(Gc, Fc))と書ける．ここで米田の補題により
Φ(Gc, Fc) ∼= Hom(y(Gc),Φ(−, F c))である．故にH は自然変換 θ : y ◦G⇒ Φ ◦ F を定
める．

B̂

A B

C

=⇒

θ

=⇒η
F G

y
F †(yG)

Φ

故に Kan拡張の普遍性により自然変換 φ(H) : Ψ(F,G) ∼= F †(yG) ⇒ Φが得られる．こ
れは全単射 φ : Hom(⟨F,G⟩, S(Φ))→ Hom(Ψ(F,G),Φ)を与える．
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. . . ) 単射性は明らかだから全射性を示す．そのために τ : Ψ(F,G)⇒ Φを自然変換と
する．このとき θ := τF ◦ η と定義し (次の図式を参照)，

B̂

A B

C

⇒τ

=⇒η
F G

y
F †(yG)

Φ

H を

• 対象 c ∈ C に対して Hc := ⟨Fc,Gc, θc⟩
• 射 f : c→ c′ に対して Hf := ⟨Ff,Gf⟩

で定義する．もしこの H が関手 C → CΦ ならば，明らかに H は射 ⟨F,G⟩ → S(Φ)
であり φ(H) = τ である．H が関手であることは容易に示すことができる．

これは ⟨F,G⟩,Φについて自然だから Ψ ⊣ S である．

定義より cospan A
F−→ C

G←− B に対して S ◦ Φ(F,G) = G ↓ F である．また cospan
の射H : (A F−→ C

G←− B)→ (A K−→ D
L←− B) に対して S ◦Φ(H) : G ↓F → L ↓K は ↓H

に一致する．故に S ◦ Φ = ↓である．そこで ↑ := T ◦Ψと定義すれば

Span(A,B) Prof(A,B) Cospan(A,B)⊥ ⊥
Ψ

S

T

Φ

より ↑ ⊣ ↓となる．以上により

定理 9. 関手 ↓ : Cospan(A,B)→ Span(A,B)は左随伴を持つ．
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