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※ この PDF は書きかけ (?) で，証明等にギャップがかなりあります．(とりあえず
第 2章，第 3章は書けてると思います) (モノイダル圏の説明を追加しましたがまだテ
キトーです)

※ この PDFでは第 2章以降，モノイダル圏は常に対称モノイダル閉圏で，完備かつ
余完備であるとしています．

大雑把に言うと，HomC(x, y)が集合ではなく，他の (良い)圏 V の対象になっている
ような C を V -豊穣圏という．豊穣圏においても Kan拡張を定義することができ，通常
の圏と同様な定理が成り立つ．これを使うと，様々な定理を示すことができる．(全ての
概念は Kan拡張である!) それを説明することがこの PDFの目的である．
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1 モノイダル圏
最初に書いた「良い圏」とは「完備かつ余完備な対称モノイダル閉圏」のことである．
そこでまずモノイダル圏について説明する．

定義. 対象が 1つの bicategoryをモノイダル圏 (monoidal category)という．

圏 C がモノイド，即ち Ob(C) = {∗}の場合にM := HomC(∗, ∗)とすればM は二項
演算と単位元を持つ集合になるのであった (そして通常の意味でのモノイドの条件を満た
す)．同様に bicategory B がモノイダル圏，即ち Ob(B) = {∗}の場合に V := B(∗, ∗)と
すると V は圏であり，「二項演算」を与える関手M∗∗∗ : V × V → V と「単位元」となる
対象 id∗ ∈ V を持つ．この観点でモノイダル圏の定義を言い換えると次のようになる．
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命題 1. モノイダル圏とは圏 V であって，以下を満たすものである．

(1) 関手 ⊗ : V × V → V が与えられている．
(2) 対象 I ∈ V が与えられている．
(3) 自然同型 α : ⊗ ◦ (⊗ × idV ) ⇒ ⊗ ◦ (idV × ⊗)が与えられている．

V × V × V

V × V V × V

V

=⇒
α

∼
⊗×idV

⊗

idV ×⊗

⊗

即ち，u, v, w ∈ V について自然な同型 αuvw : (u⊗ v) ⊗ w → u⊗ (v ⊗ w)が成り
立つ．

(4) 自然同型 λ : I ⊗ − ⇒ idV が与えられている．即ち u ∈ V について自然な同型
λu : I ⊗ u → uが成り立つ．

(5) 自然同型 ρ : − ⊗ I ⇒ idV が与えられている．即ち u ∈ V について自然な同型
ρu : u⊗ I → uが成り立つ．

(6) u, v, w, x ∈ V に対して次の図式が可換である．

((u⊗ v) ⊗ w) ⊗ x

(u⊗ (v ⊗ w)) ⊗ x (u⊗ v) ⊗ (w ⊗ x)

u⊗ ((v ⊗ w) ⊗ x) u⊗ (v ⊗ (w ⊗ x))

αuvw⊗id

αu,v⊗w,x

id⊗αvwx

αu⊗v,w,x

αu,v,w⊗x

(u⊗ I) ⊗ v u⊗ (I ⊗ v)

u⊗ v

αuIv

u⊗λvρu⊗v

定義. 対称モノイダル圏 (symmetric monoidal category)とは，モノイダル圏 V であっ
て，u, v ∈ V について自然な同型 γuv : u⊗ v → v ⊗ uが与えられ，以下の条件を満たす
ことをいう．

(1) γvu ◦ γuv = idu⊗v
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(2) 次の図式が可換である．

(u⊗ v) ⊗ w (v ⊗ u) ⊗ w v ⊗ (u⊗ w)

u⊗ (v ⊗ w) (v ⊗ w) ⊗ u v ⊗ (w ⊗ u)

γuv⊗idw αvuw

idv⊗γuwαuvw

γu,v⊗w αvwu

補題 2. 対称モノイダル圏において次の図式は可換である．

u⊗ I I ⊗ u

u

γuI

λv
ρu

証明. 次の図式を考える．

(u⊗ I) ⊗ I

(I ⊗ u) ⊗ I

I ⊗ u

u⊗ I

u⊗ (I ⊗ I)

u

I ⊗ (u⊗ I)

u⊗ I

I ⊗ u

(I ⊗ I) ⊗ u

I ⊗ (I ⊗ u)

ρ

γ

id⊗λ

λ

γ

λ⊗id

γ⊗id

ρ

α

α

λ ρ−1

γ

γ

id⊗γ

λ

α

(ρ)

(V )

(V )

(∗)

(γ)

(λ)

(V )

(V ) の部分は coherence 定理 (2-category の PDF を参照) より可換である．(ρ)，(λ)，
(γ)の部分は ρ, λ, γ の自然性から可換である．また一番外側は対称モノイダル圏の定義に
より可換である．従って (∗)の部分も可換になる．γ は同型だったから γ ◦ ρ−1 ◦ λ = id
が分かり，故に

u⊗ I I ⊗ u

u

γ

λρ

が可換である．
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補題 3. 対称モノイダル圏において次の図式は可換である．

(u⊗ v) ⊗ w (v ⊗ u) ⊗ w w ⊗ (v ⊗ u)

u⊗ (v ⊗ w) u⊗ (w ⊗ v) (w ⊗ v) ⊗ u

γuv⊗idw γv⊗u,w

αwvuαuvw

idu⊗γvw
γu,w⊗v

証明. 次の図式を考える．

(u⊗ v) ⊗ w

u⊗ (v ⊗ w)

(v ⊗ u) ⊗ w

v ⊗ (u⊗ w)

v ⊗ (w ⊗ u)

(v ⊗ w) ⊗ u

u⊗ (w ⊗ v)

w ⊗ (v ⊗ u)

(w ⊗ v) ⊗ u

αuvw

αvuw

idv⊗γuw

α−1
vwu

αwvu

γuv⊗idw

γu,v⊗w

idu⊗γvw

γv⊗u,w

γvw⊗idu

γu,w⊗v

(∗)

(γ)

(∗∗)

(γ) は γ の自然性により可換である．(∗) は対称モノイダル圏の条件により可換である．
(∗∗)は γ−1

uv = γvu に注意して

(v ⊗ u) ⊗ w

v ⊗ (u⊗ w)

v ⊗ (w ⊗ u)

(v ⊗ w) ⊗ u

w ⊗ (v ⊗ u)

(w ⊗ v) ⊗ u

αvuw

idv⊗γwu

αvwu

αwvu

γw,v⊗u

γwv⊗idu

と書きかえれば，対称モノイダル圏の条件により可換である．故に全体も可換である．
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定義. 対称モノイダル閉圏 (symmetric monoidal closed category) とは，対称モノイダ
ル圏 V であって，任意の u ∈ V に対して関手 − ⊗ u : V → V が右随伴を持つものをい
う．(この右随伴を [u,−]で表す．)

随伴関手の PDF で示した定理により，対称モノイダル閉圏 V の関手 [u,−] は関手
[−,−] : V × V → V を与える．
V を対称モノイダル閉圏として u, v, w ∈ V とすると

HomV (u⊗ v, w) ∼= HomV (u, [v, w])

である．また x ∈ V に対して自然に

HomV (x, [u⊗ v, w]) ∼= HomV (x⊗ (u⊗ v), w)
∼= HomV ((x⊗ u) ⊗ v, w)
∼= HomV (x⊗ u, [v, w])
∼= HomV (x, [u, [v, w]])

であるから，米田の補題により [u⊗ v, w] ∼= [u, [v, w]]が分かる．更に V が対称であるか
ら [u, [v, w]] ∼= [u⊗ v, w] ∼= [v ⊗ u,w] ∼= [v, [u,w]]となる．
V を対称モノイダル閉圏とするとき随伴−⊗u a [u,−]の counitを ev : [u,−]⊗u ⇒ id
と書く．またこの随伴における ρu : u⊗ I → uの随伴射を i : u → [I, u]と書く．

命題 4. i : u → [I, u]は同型射である．

証明. f : [I, u] → uを合成 [I, u] ρ−1

−−→ [I, u] ⊗ I
ev−→ u により定める．f = i−1 を示す．

まず i ◦ f = idを示す．即ち次の左の図式が可換であることを示す．

[I, u]

[I, u] ⊗ I

u [I, u]

id
ρ−1

ev

i

[I, u] ⊗ I

([I, u] ⊗ I) ⊗ I

u⊗ I u

ev

ρ−1⊗id

ev⊗id

ρ

その為には随伴により，右の図式が可換であることを示せばよいが，それは ρ−1⊗id = ρ−1

より明らか．
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次に f ◦ i = idを示す．即ち次の左の図式が可換であることを示す．

[I, u] ⊗ I

u [I, u]

ρ
ev

i

([I, u] ⊗ I) ⊗ I [I, u] ⊗ I

u⊗ I u

ρ⊗id

evev

ρ

その為には随伴により，右の図式が可換であることを示せばよいが，それは ρ⊗ id = ρよ
り明らか．

例 5. C を有限直積を持つ圏とする．このとき C は直積 ×を積，終対象 1を単位元とす
る対称モノイダル圏となる．特に Setや Catや 2 = {0 → 1}は対称モノイダル圏であ
り，これらは対称モノイダル閉圏でもある．

例 6. アーベル群と準同型がなす圏Abはテンソル積 ⊗を積，有理整数環 Zを単位元と
する対称モノイダル閉圏である．

例 7. R+ := [0,∞]に通常と逆の順序 ≥を入れて圏とみなす．すると R+ は和 +を積，
0を単位元とする対称モノイダル圏である．u, v ∈ R+ に対して [u, v] ∈ R+ を

[u, v] :=

 0 (v ≤ uのとき)
∞ (u < v = ∞のとき)
v − u (u < v < ∞のとき)

と定める．このとき u, v, w ∈ R+ に対して

HomR+
(u+ v, w) = HomR+

(u, [v, w])

である．
. . . ) u+ v ≥ w ⇐⇒ u ≥ [v, w]を示せばよい．
まずw ≤ vの場合，常に u+v ≥ wであるが，一方 [v, w] = 0だから常に u ≥ [v, w]

となりよい．
次に v < w = ∞の場合，u + v ≥ w となるのは u = ∞のときのみであるが，一

方 [v, w] = ∞だから u ≥ [v, w]となるのは u = ∞のときでありよい．
最後に v < w < ∞の場合，[v, w] = w−vなので明らかに u+v ≥ w ⇐⇒ u ≥ w−v

である．

よって R+ は対称モノイダル閉圏である．
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2 豊穣圏
以下，この PDFではモノイダル圏は常に対称モノイダル閉圏で，完備かつ余完備であ
るとしておく*1．まずは豊穣圏の基本となる事項について述べていく．

2.1 定義
定義. V をモノイダル圏とする．V -豊穣圏 (V -enriched category) C とは，以下の条件を
満たすものである．

(1) 対象の集まり Ob(C)が与えられている．
(2) a, b ∈ C に対して，V の対象 C(a, b) ∈ V が与えられている．(これを aから bへの
射の集まりと考える．)

(3) a, b, c ∈ C に対して，V の射mabc : C(b, c) ⊗ C(a, b) → C(a, c)が与えられている．
(これが射の合成を与えると考える．)

(4) a ∈ C に対して，V の射 ja : I → C(a, a)が与えられている．(これが cの恒等射を
与えると考える．)

(5) V における次の図式が可換である．(即ち，結合律が成り立つ)(
C(c, d) ⊗ C(b, c)

)
⊗ C(a, b) C(c, d) ⊗

(
C(b, c) ⊗ C(a, b)

)
C(b, d) ⊗ C(a, b) C(c, d) ⊗ C(a, c)

C(a, d)

mbcd⊗id

mabd

α

id⊗mabc

macd

(6) V における次の図式が可換である．(即ち，ja は恒等射である．)

I ⊗ C(a, b) C(a, b)

C(b, b) ⊗ C(a, b)

λ

jb⊗id mabb

C(a, b) ⊗ I C(a, b)

C(a, b) ⊗ C(a, a)

ρ

id⊗ja
maab

また，Ob(C)が集合となるとき，C を小 V -豊穣圏という．

*1 このようなモノイダル圏を Bénabou cosmos (もしくは単に cosmos)と呼ぶ場合がある．(単に cosmos
と言った場合は別の意味の場合がある．)
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※ この定義から分かるように，豊穣圏は一般のモノイダル圏に対して定義されるが，
始めに注意したようにここでは，モノイダル圏 V は常に対称モノイダル閉圏で，完備
かつ余完備であるとする．(この仮定がなくても成り立つ定理も以下にはあるが，ど
の定理にどの仮定が要るかについては特に注意を払わないことにする．)

定義. C,D を V -豊穣圏とする．V -関手 F : C → D とは以下の条件を満たすものである．

(1) 各対象 a ∈ C に対して，対象 Fa ∈ D が与えられている．
(2) a, b ∈ C に対して，V の射 Fab : C(a, b) → D(Fa, Fb)が与えられている．
(3) 次の図式が可換である．(即ち合成と可換である．)

C(b, c) ⊗ C(a, b) C(a, c)

D(Fb, Fc) ⊗ D(Fa, Fb) D(Fa, Fc)

mabc

FacFbc⊗Fab

mF aF bF c

(4) a ∈ C に対して次の図式が可換である．(即ち恒等射を保つ．)

I C(a, a)

D(Fa, Fa)

ja

FaajF a

例 8. Set-豊穣圏が通常の locally smallな圏であり，Set-関手は通常の関手である．

例 9. 前順序集合 P を圏とみなすとき HomP (x, y) ∈ 2 と考えることができる．これに
より P を小 2-豊穣圏とみなすことができる．逆に，小 2-豊穣圏は前順序集合とみなすこ
とができる．また 2-関手は順序を保つ写像とみなすことができる．

例 10. Rを (可換とは限らない)単位的環とするとき，Ab-豊穣圏 C を以下のように定め
ることができる．

• Ob(C) := {∗}．
• C(∗, ∗)は加法群 Rとする．
• 合成 C(∗, ∗) ⊗ C(∗, ∗) → C(∗, ∗)は乗法 R × R 3 (r, s) 7→ rs ∈ Rから定まる射と
する．

• j∗ : Z → C(∗, ∗) = Rを j∗(1) := 1で定める．
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逆に，Ob(C) = {∗}となるようなAb-豊穣圏 C に対して R := C(∗, ∗)は単位的環である．
この対応により，単位的環と，1点Ab-豊穣圏を同一視することができる．また小Ab-豊
穣圏を ringoidと呼ぶことがある．

例 11. 〈X, d〉を距離空間としたとき，R+-豊穣圏 C を以下のように定めることができる．

• Ob(C) := X．
• C(a, b) := d(a, b)．
• 三角不等式 d(b, c)+d(a, b) ≥ d(a, c)が成り立つから，射 C(b, c)+C(a, b) → C(a, c)
が一意に存在する．これにより Cabc を定める．

• d(a, a) = 0だから射 0 → C(a, a)が一意に存在する．これにより ja を定める．

このようにして，R+-豊穣圏を一般化された距離空間と見なすことができる．また距
離空間 〈X, dX〉, 〈Y, dY 〉 を R+-豊穣圏とみなして F : X → Y を R+-関手とすると，
定義より，a, b ∈ X に対して R+ の射 Fab : X(a, b) → Y (Fa, Fb) が存在するから
dX(a, b) ≥ dY (Fa, Fb)である．即ちこの場合 F は Lipschitz定数が 1以下の Lipschitz
連続写像である．

例 12. 定義から分かる通り，Cat-豊穣圏，Cat-関手は strict 2-category，strict 2-functor
と一致する．

例 13. モノイダル圏 V に対して，I を

• Ob(I) := {∗}．
• I(∗, ∗) := I．
• m∗∗∗ := λ : I ⊗ I → I．
• j∗ := idI : I → I．

で定めれば，これは V -豊穣圏になる．
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. . . ) まず
(
I(∗, ∗) ⊗ I(∗, ∗)

)
⊗ I(∗, ∗) I(∗, ∗) ⊗

(
I(∗, ∗) ⊗ I(∗, ∗)

)
I(∗, ∗) ⊗ I(∗, ∗) I(∗, ∗) ⊗ I(∗, ∗)

I(∗, ∗)

m∗∗∗⊗id

m∗∗∗

α

id⊗m∗∗∗

m∗∗∗

が可換であることを示すが，これは定義より

(I ⊗ I) ⊗ I I ⊗ (I ⊗ I)

I ⊗ I I ⊗ I

I

λ⊗id

λ

α

id⊗λ

λ

であるが，coherence定理 (2-categoryの PDFを参照)より

(I ⊗ I) ⊗ I I ⊗ (I ⊗ I)

I ⊗ I
λ⊗id

α

id⊗λ

が可換となるからよい．次に

I ⊗ I(∗, ∗) I(∗, ∗)

I(∗, ∗) ⊗ I(∗, ∗)

λ

j∗⊗id m∗∗∗

が可換であることを示すが，これは定義により

I ⊗ I I

I ⊗ I

λ

id⊗id λ
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となるから明らか．最後に

I(∗, ∗) ⊗ I I(∗, ∗)

I(∗, ∗) ⊗ I(∗, ∗)

ρ

id⊗j∗ m∗∗∗

が可換であることを示すが，これは定義より

I ⊗ I I

I ⊗ I

ρ

id⊗id λ

となり，coherence定理から可換性が分かる．

この I を単位 V -豊穣圏 (unit V -category)という．

A,B, C を V -豊穣圏，F : A → B，G : B → C を V -関手とする．

• a ∈ Aに対して (GF )a := G(Fa)．
• a, b ∈ Aに対して (GF )ab := GFaFb ◦ Fab : A(a, b) → C(GFa,GFb)．

と定めれば，GF は V -関手 A → C となる．
. . . ) 次の図式から明らか．

A(b, c) ⊗ A(a, b) A(a, c)

B(Fb, Fc) ⊗ B(Fa, Fb) B(Fa, Fc)

C(GFb,GFc) ⊗ C(GFa,GFb) C(GFa,GFc)

mabc

FacFbc⊗Fab

mF aF bF c

GF aF cGF bF c⊗GF aF b

mGF aGF bGF c
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I

A(a, a)

B(Fa, Fa)

C(GFa,GFa)

ja Faa

jF a

GF aF ajGF a

これを V -関手の合成とすることで，対象を V -豊穣圏，射を V -関手とする (通常の)圏が
定まることが分かる．この圏を V -Catと書く．

2.2 双対 Cop

今 V は対称だから，u, v ∈ V について自然な V の同型射 γuv : u ⊗ v → v ⊗ uが与え
られている．

命題 14. V -豊穣圏 C に対して，Cop を

• Ob(Cop) := Ob(C)．
• Cop(a, b) := C(b, a)．
• 合成は

Cop(b, c) ⊗ Cop(a, b) = C(c, b) ⊗ C(b, a)
γ−→ C(b, a) ⊗ C(c, b)
mcba−−−→ C(c, a)
= Cop(a, c)

とする．
• 恒等射は ja : I → C(a, a) = Cop(a, a)とする．

により定義すれば，これは V -豊穣圏 Cop を与える．
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証明. その為には次の 3つの図式が可換であることを示せばよい．(
C(d, c) ⊗ C(c, b)

)
⊗ C(b, a)

(
C(c, b) ⊗ C(d, c)

)
⊗ C(b, a)

C(d, c) ⊗
(

C(c, b) ⊗ C(b, a)
)

C(d, c) ⊗
(

C(b, a) ⊗ C(c, b)
)

C(d, b) ⊗ C(b, a)

C(b, a) ⊗ C(d, b)

C(d, c) ⊗ C(c, a)

C(c, a) ⊗ C(d, c)

C(d, a)

γ⊗id

mdcb⊗id

γ

mdba

α

id⊗γ

id⊗mcba

γ

mdca

C(b, a) ⊗
(

C(c, b) ⊗ C(d, c)
) (

C(b, a) ⊗ C(c, b)
)

⊗ C(d, c)
α

γ

id⊗mdcb

γ

mcba⊗id

(γ) (γ)

(3)

(C)

I ⊗ C(b, a) C(b, a)

C(b, b) ⊗ C(b, a)

C(b, a) ⊗ I

C(b, a) ⊗ C(b, b)

λ

γ

jb⊗id

γ

id⊗jb

ρ

mbba

(γ)

(2)

(C)

C(b, a) ⊗ I C(b, a)

C(b, a) ⊗ C(a, a)

I ⊗ C(b, a)

C(a, a) ⊗ C(b, a)

ρ

γ

id⊗ja

γ

ja⊗id

λ

mbaa

(γ)

(2)

(C)

(γ)は γ の自然性から可換である．(2)，(3)は補題 2, 3より可換である．(C)は C が V -
豊穣圏であるから可換である．以上によりこれらの図式は可換である．

2.3 V -豊穣圏 V

この後，我々は「Hom関手」を定義する (第 2.6節)．通常の圏論では Hom関手のコド
メインは Setであったが，V -豊穣圏では C(a, b) ∈ V だから Hom のコドメインは V に
なるべきである．ところは今 V は V -豊穣圏ではなくただの圏なので，V を V -豊穣圏に
する必要がある (ここではそれを V で表す)．
u, v, w ∈ V とする．随伴 − ⊗ u a [u,−]で

([v, w] ⊗ [u, v]) ⊗ u
α−→ [v, w] ⊗ ([u, v] ⊗ u) id⊗ev−−−−→ [v, w] ⊗ v

ev−→ w

の随伴射をmuvw : [v, w] ⊗ [u, v] → [u,w]とする．

14



補題 15. 次の図式は可換である．

([v, w] ⊗ [u, v]) ⊗ u [v, w] ⊗ ([u, v] ⊗ u)

[u,w] ⊗ u [v, w] ⊗ v

w

muvw⊗id

ev

α

id⊗ev

ev

証明. evが随伴 − ⊗ v a [v,−]の counitだったから，V の射 f : u⊗ v → w に対応する
射を g : u → [v, w]とするとき f = ev ◦ (g ⊗ idv)である．

u⊗ v

[v, w] ⊗ v w

f
g⊗idv

ev

故にmの定義より，与えられた図式が可換であることが分かる．

命題 16. V を

• Ob(V) := Ob(V )．
• V(u, v) := [u, v]．
• 合成は上で定義したmuvw : [v, w] ⊗ [u, v] → [u,w]とする．
• 恒等射 ju : I → [u, u]は λ : I ⊗ u → uに対応するものを取る．

により定義すれば，これは V -豊穣圏 V を与える．
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証明. まずmが結合律を満たすことを示すため，次の図式を考える．

([w, x] ⊗ ([v, w] ⊗ [u, v])) ⊗ u ([w, x] ⊗ [u,w]) ⊗ u

(α)

[w, x] ⊗ (([v, w] ⊗ [u, v]) ⊗ u) [w, x] ⊗ ([u,w] ⊗ u)
(15)

[w, x] ⊗ ([v, w] ⊗ v) [w, x] ⊗ w

[w, x] ⊗ ([v, w] ⊗ ([u, v] ⊗ u)) x(15)
(α)

(V ) ([w, x] ⊗ [v, w]) ⊗ v [v, x] ⊗ v

(⊗)
([w, x] ⊗ [v, w]) ⊗ ([u, v] ⊗ u) [v, x] ⊗ ([u, v] ⊗ u)

(α)
(([w, x] ⊗ [v, w]) ⊗ [u, v]) ⊗ u ([v, x] ⊗ [u, v]) ⊗ u

(id⊗m)⊗id

α α

id⊗(m⊗id)

id⊗α

id⊗ev
id⊗ev

id⊗(id⊗ev)

α

ev

α

ev

m⊗id

(id⊗id)⊗ev id⊗ev
m⊗(id⊗id)

α α

(m⊗id)⊗id

α⊗id

(α)は αの自然性から可換である．(15)は補題 15より可換である．(V )は coherence定
理より可換である．(⊗)は ⊗が関手だから可換である．以上によりこの図式は可換であ
る．よって随伴 − ⊗ u a [u,−]により次が可換であることが分かる．

[w, x] ⊗ ([v, w] ⊗ [u, v])

([w, x] ⊗ [v, w]) ⊗ [u, v]

[w, x] ⊗ [u,w]

[u, x]

[v, x] ⊗ [u, v]

id⊗m

m

m

m⊗id

α

従って結合律が成り立つことが分かった．
次に

I ⊗ [u, v] [u, v]

[v, v] ⊗ [u, v]

λ

jv⊗id m

16



が可換であることを示す．λ : I ⊗ [u, v] → [u, v] に随伴 − ⊗ u a [u,−] で対応するのは
ev ◦ (λ⊗ id) : (I ⊗ [u, v]) ⊗ u → v であるから

[u, v] ⊗ u

(I ⊗ [u, v]) ⊗ u I ⊗ ([u, v] ⊗ u) I ⊗ v v

([v, v] ⊗ [u, v]) ⊗ u [v, v] ⊗ ([u, v] ⊗ u) [v, v] ⊗ v

λ⊗id
λ

ev

α id⊗ev λ

(jv⊗id)⊗id jv⊗(id⊗id) jv⊗id

α id⊗ev

ev

(V ) (λ)

(α) (⊗) (j)

が可換であることを示せばよい．(α)は αの自然性から可換である．(λ)は λの自然性か
ら可換である．(j)は jv の定義から可換である．(V )は coherence定理より可換である．
(⊗)は ⊗が関手だから可換である．以上によりこの図式が可換であることが分かった．

[u, v] ⊗ I [u, v]

[u, v] ⊗ [u, u]

ρ

id⊗ju
m

についても同様に

([u, v] ⊗ I) ⊗ u [u, v] ⊗ (I ⊗ u) [u, v] ⊗ u v

([u, v] ⊗ [u, u]) ⊗ u [u, v] ⊗ ([u, u] ⊗ u)

ρ⊗id

α id⊗λ ev

(id⊗ju)⊗id id⊗(ju⊗id)

α

id⊗ev

(V )

(α) (j)

が可換であることから分かる．
以上により V は V -豊穣圏である．

こうして V は標準的に V -豊穣圏となることが分かった．

2.4 テンソル積 C ⊗ D

命題 17. V -豊穣圏 C,D に対して C ⊗ D を

• Ob(C ⊗ D) := Ob(C) × Ob(D)．
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• C ⊗ D(〈c0, d0〉, 〈c1, d1〉) := C(c0, c1) ⊗ D(d0, d1)．
• 合成は (

C ⊗ D(〈c1, d1〉, 〈c2, d2〉)
)

⊗
(
C ⊗ D(〈c0, d0〉, 〈c1, d1〉)

)
=
(
C(c1, c2) ⊗ D(d1, d2)

)
⊗
(
C(c0, c1) ⊗ D(d0, d1)

)
δ−→ C(c1, c2) ⊗ C(c0, c1) ⊗ D(d1, d2) ⊗ D(d0, d1)
m⊗m−−−−→ C(c0, c2) ⊗ D(d0, d2)
= C ⊗ D(〈c0, d0〉, 〈c2, d2〉)

から得られる射とする．ここで δ = δuvwx は v と w を入れ替える同型であり，例
えば合成

(uv)(wx) α−→ u(v(wx)) id⊗α−1

−−−−−→ u((vw)x) id⊗(γ⊗id)−−−−−−→ u((wv)x)
id⊗α−−−→ u(w(vx)) α−1

−−→ (uw)(vx)

とすればよい．
• 恒等射は I

λ−1

−−→ I ⊗ I
jc⊗jd−−−−→ C ⊗ D(〈c, d〉, 〈c, d〉)とする．

により定義すれば，これは V -豊穣圏 C ⊗ D を与える．

証明. まず結合律については，次の図式が可換であることから分かる．(ここでスペース
の都合上，C(a, b)を Cab と表記し，⊗は省略した．)

((CcdDc′d′)(CbcDb′c′))(CabDa′b′)

((CcdCbc)(Dc′d′Db′c′))(CabDa′b′)

(CbdDb′d′)(CabDa′b′)

((CcdCbc)Cab)((Dc′d′Db′c′)Da′b′)

(CbdCab)(Db′d′Da′b′)

CadDa′d′

(Ccd(CbcCab))(Dc′d′(Db′c′Da′b′))

(CcdCac)(Dc′d′Da′c′)

(CcdDc′d′)((CbcDb′c′)(CabDa′b′))

(CcdDc′d′)((CbcCab)(Db′c′Da′b′))

(CcdDc′d′)(CacDa′c′)

δ⊗id

(m⊗m)⊗id

(m⊗id)⊗(m⊗id) (id⊗m)⊗(id⊗m)

id⊗(m⊗m)

id⊗δ

δ

δ

α⊗α

m⊗m m⊗m

δ

δ

α

18



また恒等射については次の図式が可換であることを示せばよい．

I(CabDa′b′)

(ICab)Da′b′

(ICab)(IDa′b′)

(II)(CabDa′b′)

CabDa′b′

(CbbCab)Da′b′

(CbbCab)(IDa′b′)

(CbbI)(CabDa′b′)

CabDa′b′

(CbbCab)Da′b′

(CbbCab)(Db′b′Da′b′)

(CbbDb′b′)(CabDa′b′)

α−1

(id⊗id)⊗λ−1

δ

λ−1⊗id

m⊗id

(id⊗id)⊗λ

δ−1

m⊗id

(id⊗id)⊗m

δ−1

λ

λ⊗id

(jb⊗id)⊗id

(jb⊗id)⊗(id⊗id)

(jb⊗id)⊗(id⊗id)

id

id

(id⊗id)⊗λ

(id⊗id)⊗(jb′ ⊗id)

(id⊗jb′ )⊗(id⊗id)

(V ) (C) (∗)

(∗) (∗) (D)

(δ) (δ)(V )

(CabDa′b′)I

Cab(Da′b′I)

(CabI)(Da′b′I)

(CabDa′b′)(II)

CabDa′b′

Cab(Da′b′Da′a′)

(CabI)(Da′b′Da′a′)

(CabDa′b′)(IDa′a′)

CabDa′b′

Cab(Da′b′Da′a′)

(CabCaa)(Da′b′Da′a′)

(CabDa′b′)(CaaDa′a′)

α

ρ−1⊗(id⊗id)

δ

id⊗λ−1

id⊗m

ρ⊗(id⊗id)

δ−1

id⊗m

m⊗(id⊗id)

δ−1

ρ

id⊗ρ

id⊗(id⊗ja′ )

(id⊗id)⊗(id⊗ja′ )

(id⊗id)⊗(id⊗ja′ )

id

id

ρ⊗(id⊗id)

(id⊗ja)⊗(id⊗id)

(id⊗id)⊗(ja⊗id)

(V ) (D) (∗)

(∗) (∗) (C)

(δ) (δ)(V )

(V )はモノイダル圏の性質から可換である．(δ)は δ の自然性から可換である．(C)，(D)
は豊穣圏の定義から可換である．(∗)は明らかに可換である．以上によりこれらの図式は
可換である

これにより「2変数の V -関手」を考えることができるようになる．

命題 18. A,B, C を V -豊穣圏，T : A ⊗ B → C を V -関手とする．a ∈ A，b, c ∈ B に対
して V の射 T (a,−)bc を合成

B(b, c) λ−1

−−→ I ⊗ B(b, c) ja⊗id−−−−→ A(a, a) ⊗ B(b, c) T−→ C(T (a, b), T (a, c))

とすると，これは V -関手 T (a,−) : B → Cを定める．同様にして V -関手 T (−, b) : A → C
も

A(a, c) ρ−1

−−→ A(a, c) ⊗ I
id⊗jb−−−→ A(a, c) ⊗ B(b, b) T−→ C(T (a, b), T (c, b))

により得られる．
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証明. まず次の図式が可換であることを示す．

B(c, d) ⊗ B(b, c) B(b, d)

C(T (a, c), T (a, d)) ⊗ C(T (a, b), T (a, c)) C(T (a, b), T (a, d))

m

T (a,−)bdT (a,−)cd⊗T (a,−)bc

m

即ち，次の図式が可換であることを示せばよい．(ここでスペースの都合上，A(a, b) を
Aab と表記した．また ⊗は省略した．)

BcdBbc

(IBcd)Bbc

(IBcd)(IBbc)

(AaaBcd)(AaaBbc)

C(T (a, c), T (a, d)) ⊗ C(T (a, b), T (a, c))

BcdBbc

I(BcdBbc)

(II)(BcdBbc)

(AaaAaa)(BcdBbc)

Bbd

IBbd

(II)Bbd

(AaaAaa)Bbd

Bbd

IBbd

AaaBbd

C(T (a, b), T (a, d))

λ−1⊗id

(id⊗id)⊗λ−1

(ja⊗id)⊗(ja×id)

T⊗T

λ−1

λ−1⊗(id⊗id)

(ja⊗ja)⊗(id×id)

λ−1

λ−1⊗id

(ja⊗ja)⊗id

λ−1

ja⊗id

T

id

α

δ

δ

m

id⊗m

(id⊗id)⊗m

(id⊗id)⊗m

id

λ⊗id

m⊗id

m

(V )

(V )

(δ)

(λ)

(⊗)

(⊗)

(∗)

(j)

(T )

ここで δ は C ⊗ D の定義で使用した δ である．(V )はモノイダル圏の性質から可換であ
る．(λ)は λの自然性から可換である．(δ)は δ の自然性から可換である．(⊗)は ⊗が関
手だから可換である．(∗)は明らかに可換である．(j)は次の図式により可換である．

I ⊗ I

I ⊗ A(a, a)

A(a, a) ⊗ A(a, a)

I

A(a, a)

id⊗ja

ja⊗id

ja

λ

λ

m

(λ)

(A)

(T )は T が V -関手だから可換である．以上によりこの図式は可換である．
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後は，次の図式が可換であることを示せばよい．

I B(b, b)

C(T (a, b), T (a, b))

jb

T (a,−)bbjT (a,b)

即ち次の図式が可換であることを示せばよい．

I

I ⊗ I

B(b, b)

I ⊗ B(b, b)

A(a, a) ⊗ B(b, b)

C(T (a, b), T (a, b))

λ−1 λ−1

ja⊗id

T

jb

id⊗jb

ja⊗jb

jT (a,b)

(λ)

(⊗)

(T )

(λ)は λの自然性から可換である．(⊗)は ⊗が関手だから可換である．(T )は T が V -関
手であることから可換である．以上によりこの図式は可換である．

命題 19. A,B, C を V -豊穣圏，T : A ⊗ B → C を V -関手とするとき，a, b ∈ A，c, d ∈ B
に対して

A(a, b) ⊗ B(c, d)

B(c, d) ⊗ A(a, b)

C(T (a, d), T (b, d)) ⊗ C(T (a, c), T (a, d))

C(T (a, c), T (b, d))

C(T (b, c), T (b, d)) ⊗ C(T (a, c), T (b, c))

T (−,d)ab⊗T (a,−)cd

m

γ

T (b,−)cd⊗T (−,c)ab

m

T〈a,c〉〈b,d〉
(1)

(2)

は可換である．
※ この可換性は通常の圏論で言えば T (g, d) ◦ T (a, f) = T (g, f) = T (b, f) ◦ T (g, c)
に相当する．
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証明. まず (1)が可換であることを示す．

(AabI)(IBcd)

(AabI)(IBcd)

(AabBdd)(AaaBcd)

(AabAaa)(BddBcd)

AabBcd

C(Tad, Tbd)C(Tac, Tad)

C(Tac, Tbd)

δ δ

m⊗m

m

(id⊗jd)⊗(ja⊗id)

(id⊗ja)⊗(jd⊗id)

ρ⊗λ

T⊗T

Tρ−1⊗λ−1

(V ) (j)

(δ)

(T )

(V )は coherence定理から可換である．(δ)は δ の自然性により可換である．(T )は T が
V -関手であることより可換である．(j) は V -豊穣圏の定義より可換である．以上により
(1)は可換である．
同様に (2)も

(IBcd)(AabI)

(IAab)(BcdI)

BcdAab

(AbbBcd)(AabBcc)

(AbbAab)(BcdBcc)

AabBcd

C(Tbc, Tbd)C(Tac, Tbc)

C(Tac, Tbd)

δ δ

m⊗m

m

(jb⊗id)⊗(id⊗jc)

(jb⊗id)⊗(id⊗jc)

λ⊗ρ

γ

T⊗T

Tλ−1⊗ρ−1

(V ) (j)

(δ)

(T )

により可換である．

この命題は次の意味で逆が成り立つ．

補題 20. A,B, C を V -豊穣圏とする．a ∈ A に対して V -関手 F a : B → C が与えら
れ，b ∈ B に対して V -関手 Gb : A → C が与えられ，F ab = Gbaを満たすとする．また
a, b ∈ A，c, d ∈ B に対して，次の実線部が可換であるとする．

A(a, b) ⊗ B(c, d)

B(c, d) ⊗ A(a, b)

C(Gda,Gdb) ⊗ C(F ac, F ad)

C(F ac,Gdb)

C(F bc, F bd) ⊗ C(Gca,Gcb)

Gd
ab⊗Fa

cd

m

γ

F b
cd⊗Gc

ab

m

T〈a,c〉〈b,d〉
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このとき T (a, b) := F ab = Gba，T〈a,c〉〈b,d〉 := m ◦ (Gdab ⊗ F acd) と定義すれば，これは
T (a,−) = F a，T (−, b) = Gb を満たす V -関手 T : A ⊗ B → C を与える．

証明. まず次の図式が可換であることを示す．

(A(c, s) ⊗ B(d, t)) ⊗ (A(a, c) ⊗ B(b, d)) A(a, s) ⊗ B(b, t)

C(T (c, d), T (s, t)) ⊗ C(T (a, b), T (c, d)) C(T (a, b), T (s, t))

m

T〈a,b〉〈s,t〉T〈c,d〉〈s,t〉⊗T〈a,b〉〈c,d〉

m

その為に次の図式 [A]を考える．(ここでスペースの都合上，A(a, b)を Aab と表記した．
C(a, b)については 〈a, b〉という記法も使った．またテンソル積 ⊗は省略した．)

(AcsBdt)(AacBbd)

Acs(Bdt(AacBbd))

Acs((BdtAac)Bbd)

Acs((AacBdt)Bbd)

Acs(Aac(BdtBbd))

(AcsAac)(BdtBbd)

(AcsAac)Bbt

AasBbt

〈Gtc, Gts〉((BdtAac)Bbd)

〈Gtc, Gts〉((AacBdt)Bbd)

(〈Gtc, Gts〉Bdt)(〈Gda, Gdc〉Bbd)

〈Gtc, Gts〉(Bdt(〈Gda, Gdc〉Bbd))

〈Gtc, Gts〉((Bdt〈Gda, Gdc〉)Bbd)

〈Gtc, Gts〉((〈Gta, Gtc〉Bdt)Bbd)

〈Gtc, Gts〉(〈Gta, Gtc〉(BdtBbd))

(〈Gtc, Gts〉〈Gta, Gtc〉)(BdtBbd)

(〈Gtc, Gts〉〈Gta, Gtc〉)Bbt

〈Gta, Gts〉Bbt

α

id⊗α−1

id⊗(γ⊗id)

id⊗α

α−1

(id⊗id)⊗m

m⊗id

id⊗(γ⊗id)

α

id⊗α−1

id⊗α

α−1

(id⊗id)⊗m

m⊗id

(Gt⊗id)⊗(Gd⊗id)

Gt⊗((id⊗id)⊗id)

Gt⊗((id⊗id)⊗id)

(Gt⊗Gt)⊗(id⊗id)

(Gt⊗Gt)⊗id

Gt⊗id

id⊗((id⊗Gd)⊗id)

id⊗((Gt⊗id)⊗id)

(α)

(γ)

(α)

(⊗)

(Gt)

(α)は αの自然性から可換である．(γ)は γ の自然性から可換である．(Gt)は Gt が V -
関手であることから可換である．(⊗) は ⊗ が関手だから可換である．以上により，この
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図式は可換である．続いて次の図式 [B]を考える．

(〈Gtc, Gts〉Bdt)(〈Gda, Gdc〉Bbd)

〈Gtc, Gts〉(Bdt(〈Gda, Gdc〉Bbd))

〈Gtc, Gts〉((Bdt〈Gda, Gdc〉)Bbd)

〈Gtc, Gts〉((〈Gta, Gtc〉Bdt)Bbd)

〈Gtc, Gts〉(〈Gta, Gtc〉(BdtBbd))

(〈Gtc, Gts〉〈Gta, Gtc〉)(BdtBbd)

(〈Gtc, Gts〉〈Gta, Gtc〉)Bbt

〈Gta, Gts〉Bbt

(〈Gtc, Gts〉〈F cd, F ct〉)(〈Gda, Gdc〉〈Fab, Fad〉)

〈Gtc, Gts〉(〈F cd, F ct〉(〈Gda, Gdc〉〈Fab, Fad〉))

〈Gtc, Gts〉((〈F cd, F ct〉〈Gda, Gdc〉)〈Fab, Fad〉)

〈Gtc, Gts〉((〈F cd, F ct〉〈Gda, Gdc〉)Bbd)

〈Gtc, Gts〉(〈Gda, F ct〉Bbd)

〈Gtc, Gts〉((〈Gta, Gtc〉〈Fad, Fat〉)Bbd)

〈Gtc, Gts〉((〈Gta, Gtc〉〈Fad, Fat〉)〈Fab, Fad〉)

〈Gtc, Gts〉(〈Gta, Gtc〉(〈Fad, Fat〉〈Fab, Fad〉))

(〈Gtc, Gts〉〈Gta, Gtc〉)(〈Fad, Fat〉〈Fab, Fad〉)

(〈Gtc, Gts〉〈Gta, Gtc〉)〈Fab, Fat〉

〈Gta, Gts〉〈Fab, Fat〉

α

id⊗α−1

id⊗α

α−1

(id⊗id)⊗m

m⊗id

α

id⊗α−1

id⊗((id⊗id)⊗Fa)

id⊗(m⊗id)

id⊗(m⊗id)

id⊗((id⊗id)⊗Fa)

id⊗α

α−1

(id⊗id)⊗m

m⊗id

(id⊗Fc)⊗(id⊗Fa)

id⊗((Fc⊗id)⊗id)

id⊗((id⊗Fa)⊗id)

(id⊗id)⊗(Fa⊗Fa)

(id⊗id)⊗Fa

id⊗Fa

(α)

(α)

(Fa)

(⊗)

(α) は α の自然性から可換である．(F a) は F a が V -関手であることから可換である．
(⊗) は ⊗ が関手だから可換である．以上により，この図式も可換である．最後に次の図
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式 [C]を考える．

(〈Gtc, Gts〉〈F cd, F ct〉)(〈Gda, Gdc〉〈Fab, Fad〉)

〈Gtc, Gts〉(〈F cd, F ct〉(〈Gda, Gdc〉〈Fab, Fad〉))

〈Gtc, Gts〉((〈F cd, F ct〉〈Gda, Gdc〉)〈Fab, Fad〉)

〈Gtc, Gts〉((〈F cd, F ct〉〈Gda, Gdc〉)Bbd)

〈Gtc, Gts〉(〈Gda, F ct〉Bbd)

〈Gtc, Gts〉((〈Gta, Gtc〉〈Fad, Fat〉)Bbd)

〈Gtc, Gts〉((〈Gta, Gtc〉〈Fad, Fat〉)〈Fab, Fad〉)

〈Gtc, Gts〉(〈Gta, Gtc〉(〈Fad, Fat〉〈Fab, Fad〉))

(〈Gtc, Gts〉〈Gta, Gtc〉)(〈Fad, Fat〉〈Fab, Fad〉)

(〈Gtc, Gts〉〈Gta, Gtc〉)〈Fab, Fat〉

〈Gta, Gts〉〈Fab, Fat〉

(〈Gtc, Gts〉〈F cd, F ct〉)〈Fab, Gdc〉

〈Gtc, Gts〉(〈F cd, F ct〉〈Fab, Gdc〉)

〈Gtc, Gts〉(〈Gda, F ct〉〈Fab, Fad〉)

〈Gtc, Gts〉〈Fab, Gtc〉

〈Gtc, Gts〉(〈Gta, Gtc〉〈Fab, Fat〉)

〈Fab, Gts〉 〈F cd, Gts〉〈Fab, Gdc〉

α

id⊗α−1

id⊗((id⊗id)⊗Fa)

id⊗(m⊗id)

id⊗(m⊗id)

id⊗((id⊗id)⊗Fa)

id⊗α

α−1

(id⊗id)⊗m

m⊗id

α

id⊗m

id⊗m

id⊗m

α−1

m

(id⊗id)⊗m

id⊗(id⊗m)

id⊗(m⊗id)

id⊗(id⊗Fa)

id⊗(m⊗id)

id⊗(id⊗m)

m m⊗idm

(α)

(α)

(m)

(m)

(m)

(m)

(⊗)

(⊗)

(α)は αの自然性から可換である．(m)は豊穣圏の定義から可換である．(⊗)は ⊗が関
手だから可換である．以上によりこの図式も可換である．
以上の図式 [A][B][C]と仮定を組み合わせれば，示したかった図式の可換性が分かる (次
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の図式を参照)．

(AcsBdt)(AacBbd)

AasBbt 〈F ab,Gts〉 〈F cd,Gts〉〈F ab,Gdc〉

m

T⊗T

T m

[A]

[B]

[B]

[C]仮定

次に，次の図式が可換であることを示す．

I A(a, a) ⊗ B(b, b)

C(T (a, b), T (a, b))

j〈a,b〉

TjT (a,b)

その為には次の図式の一番外側が可換であることを示せばよい．

I I ⊗ I I ⊗ B(b, b)

I ⊗ C(F ab, F ab)

A(a, a) ⊗ B(b, b)

C(Gba,Gba) ⊗ B(b, b)

C(Gba,Gba) ⊗ C(F ab, F ab)

C(F ab,Gba)

id⊗Fa Gb⊗id

id⊗Fa

m

λ−1

jF ab

id⊗jb

id⊗jF ab

ja⊗id

j
Gba

⊗id

j
Gba

⊗id

λ

(F a)

(λ)

(Gb)

(⊗)

(C)

(F a)，(Gb) は F a, Gb が V -関手だから可換である．(λ) は λ の自然性から可換である．
(⊗)は ⊗が関手だから可換である．(C)は豊穣圏の定義から可換である．
以上により T は V -関手である．また，T (a,−)bc は定義から，合成

B(b, c) λ−1

−−→ I ⊗ B(b, c) ja⊗id−−−−→ A(a, a) ⊗ B(b, c)
Gc⊗Fa

−−−−−→ C(T (a, c), T (a, c)) ⊗ C(T (a, b), T (a, c))
m−→ C(T (a, b), T (a, c))
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と一致する．よって次の図式により T (a,−) = F a が分かる．

B(b, c) I ⊗ B(b, c)

I ⊗ C(T (a, b), T (a, c))

C(T (a, b), T (a, c))

A(a, a) ⊗ B(b, c)

C(T (a, c), T (a, c)) ⊗ B(b, c)

C(T (a, c), T (a, c)) ⊗ C(T (a, b), T (a, c))

id⊗Fa

λ

Gc⊗id

id⊗Fa

λ−1

Fa

ja⊗id

j⊗id

j⊗id

m

(λ) (j)
(⊗)

(Gc)

但し (λ)は λの自然性により可換である．(Gc)は Gc が V -関手であるから可換である．
(j)は C が V -豊穣圏であるから可換である．(⊗)は ⊗が関手だから可換である．
同様にして

A(a, c) A(a, c) ⊗ I

C(T (a, b), T (c, b)) ⊗ I

C(T (a, b), T (c, b))

A(a, c) ⊗ B(b, b)

A(a, c) ⊗ C(T (a, b), T (a, b))

C(T (a, b), T (c, b)) ⊗ C(T (a, b), T (a, b))

Gb⊗id

ρ

id⊗Fa

Gb⊗id

ρ−1

Gb

id⊗jb

id⊗j

id⊗j

m

(ρ) (j)
(⊗)

(F a)

により T (−, b) = Gb も分かる．

2.5 V -関手 ⊗

命題 21. x ∈ V とする．F を

• u ∈ V に対して Fu := u⊗ x．
• u, v ∈ V に対して Fuv : [u, v] → [u⊗ x, v ⊗ x]を

[u, v] ⊗ (u⊗ x) α−1

−−→ ([u, v] ⊗ u) ⊗ x
ev⊗id−−−−→ v ⊗ x

の随伴射とする．

により定めれば，これは V -関手 F : V → V を与える．
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証明. まず次の図式が可換であることを示す．

[v, w] ⊗ [u, v] [u,w]

[v ⊗ x,w ⊗ x] ⊗ [u⊗ x, v ⊗ x] [u⊗ x,w ⊗ x]

m

FuwFvw⊗Fuv

m

その為には随伴により次の図式が可換であることを示せばよい．

([v, w] ⊗ [u, v]) ⊗ (u⊗ x) [u,w] ⊗ (u⊗ x)

([u,w] ⊗ u) ⊗ x

([v ⊗ x,w ⊗ x] ⊗ [u⊗ x, v ⊗ x]) ⊗ (u⊗ x)

[v ⊗ x,w ⊗ x] ⊗ ([u⊗ x, v ⊗ x] ⊗ (u⊗ x)) [v ⊗ x,w ⊗ x] ⊗ (v ⊗ x)

w ⊗ x

m⊗(id⊗id)

α−1

ev⊗id

(Fvw⊗Fuv)⊗(id⊗id)

α

id⊗ev

ev

即ち，次の図式が可換であることを示せばよい．

([v, w][u, v])(ux)

([vx, wx][ux, vx])(ux)

[v, w]([u, v](ux))

[v, w]([ux, vx](ux))

[vx, wx]([ux, vx](ux))

(([v, w][u, v])u)x

[v, w](([u, v]u)x)

[v, w](vx)

[vx, wx](vx)

[u, w](ux)

([u, w]u)x

([v, w]([u, v]u))x

([v, w]v)x

wx

(F⊗F )⊗(id⊗id)

id⊗(F⊗id)

F⊗(id⊗id)

id⊗(ev⊗id)

F⊗(id⊗id)

α−1

(id⊗ev)⊗id

ev⊗id

ev⊗id

m⊗(id⊗id)

α−1

α

α

id⊗α−1

id⊗ev

id⊗ev

(m⊗id)⊗id

α⊗id
α−1

α−1

ev

(α)

(α) (α)

(V )
(∗)

(F )

(F )(⊗)

(α) は α の自然性から可換である．(F ) は F の定義から可換である．(V ) は coherence
定理から可換である．(⊗)は ⊗が関手だから可換である．(∗)は補題 15より可換である．
以上により，この図式は可換である．
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後は次の図式の可換性を示せばよい．

I [u, u]

[u⊗ x, u⊗ x]

ju

Fuuju⊗x

その為には随伴により，次の図式が可換であることを示せばよい．

I ⊗ (u⊗ x) [u, u] ⊗ (u⊗ x)

([u, u] ⊗ u) ⊗ x

u⊗ x

ju⊗(id⊗id)

α−1

ev⊗id
λ

即ち次の図式の外側が可換であることを示せばよい．

I ⊗ (u⊗ x)

(I ⊗ u) ⊗ x

[u, u] ⊗ (u⊗ x)

([u, u] ⊗ u) ⊗ x

u⊗ x

α−1 α−1

ev⊗id

ju⊗(id⊗id)

(ju⊗id)⊗id

λ⊗id

λ

(α)

(j)(V )

(α) は α の自然性から可換である．(j) は ju の定義から可換である．(V ) は coherence
定理から可換である．以上により，この図式は可換である．

この V -関手 F を − ⊗ xと書く．同様にして V -関手 x⊗ − : V → V も得られる．即ち
x⊗ − : [u, v] → [x⊗ u, x⊗ v]を

[u, v] ⊗ (x⊗ u) id⊗γ−−−→ [u, v] ⊗ (u⊗ x) α−1

−−→ ([u, v] ⊗ u) ⊗ x
ev⊗id−−−−→ v ⊗ x

γ−→ x⊗ v

の随伴射とすればよい．

命題 22. ⊗ : 〈u, v〉 7→ u⊗ v は V -関手 ⊗ : V ⊗ V → V を定める．
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証明. 補題 20により，次の図式が可換であることを示せばよい．

[u, v] ⊗ [w, x]

[w, x] ⊗ [u, v]

[u⊗ x, v ⊗ x] ⊗ [u⊗ w, u⊗ x]

[u⊗ w, v ⊗ x]

[v ⊗ w, v ⊗ x] ⊗ [u⊗ w, v ⊗ w]

(−⊗x)⊗(u⊗−)

m

γ

(v⊗−)⊗(−⊗w)

m

随伴により次の図式が可換であることを示せばよい．

([u, v] ⊗ [w, x]) ⊗ (u⊗ w)

([w, x] ⊗ [u, v]) ⊗ (u⊗ w)

([u⊗ x, v ⊗ x] ⊗ [u⊗ w, u⊗ x]) ⊗ (u⊗ w)

v ⊗ x

([v ⊗ w, v ⊗ x] ⊗ [u⊗ w, v ⊗ w]) ⊗ (u⊗ w)

((−⊗x)⊗(u⊗−))⊗id

γ⊗id

((v⊗−)⊗(−⊗w))⊗id
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即ち，次の図式の一番外側が可換であることを示せばよい．

([u, v][w, x])(uw)

[u, v]([w, x](uw))

[u, v]([w, x](wu))

[u, v](([w, x]w)u)

[u, v](u([w, x]w))

([u, v]u)([w, x]w)

([u, v]u)(w[w, x])

(([u, v]u)w)[w, x]

([u, v](uw))[w, x]

[w, x]([u, v](uw))

([w, x][u, v])(uw)

([ux, vx][w, x])(uw)

[ux, vx]([w, x](uw))

[ux, vx]([w, x](wu))

[ux, vx](([w, x]w)u)

[ux, vx](u([w, x]w))

[u, v](ux)

([u, v]u)x

v([w, x]w)

v(w[w, x])

(vw)[w, x]

([uw, vw](uw))[w, x]

[w, x]([uw, vw](uw))

([w, x][uw, vw])(uw)

([ux, vx][uw, ux])(uw)

[ux, vx]([uw, ux](uw))

[ux, vx](xu)

[ux, vx](ux)

vx

[vw, vx](vw)

(vw)[vw, vx]

([uw, vw](uw))[vw, vx]

[vw, vx]([uw, vw](uw))

([vw, vx][uw, vw])(uw)

α

id⊗(id⊗γ)

id⊗α−1

id⊗γ

α−1

(id⊗id)⊗γ

α

α−1⊗id

γ

α

γ⊗id

α

id⊗(id⊗γ)

id⊗α−1

id⊗γ

α−1

(id⊗id)⊗γ

α

ev⊗id

γ

α

α

id⊗ev

id⊗γ

ev

ev

γ

ev⊗id

γ

α

(−⊗x)⊗id

(−⊗x)⊗id

(−⊗x)⊗id

(−⊗x)⊗id

(−⊗x)⊗id

id⊗(id⊗ev)

(id⊗id)⊗ev)

ev⊗(id⊗id)

ev⊗(id⊗id)

(ev⊗id)⊗id

(−⊗w)⊗id

(−⊗w)⊗id

(−⊗w)⊗id

(id⊗(u⊗−))⊗id

id⊗((u⊗−)⊗id)

id⊗(ev⊗id)

id⊗(id⊗ev)

(−⊗x)⊗id

ev⊗id

id⊗ev

id⊗(v⊗−)

(id⊗id)⊗(v⊗−)

(v⊗−)⊗(id⊗id)

((v⊗−)⊗id)⊗id

(V )

(α)

(γ)

(α)

(γ)

(⊗)

(α)

(⊗)

(γ)

(α)

(− ⊗ w)

(γ)

(α)

(α)

(u⊗ −)

(γ)

(α)

(∗)

(⊗)

(γ)

(α)

(α)は αの自然性から可換である．(γ)は γ の自然性から可換である．(u⊗ −), (− ⊗ w)
は u⊗ −,− ⊗ w の定義から可換である．(V )は coherence定理から可換である．(⊗)は
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⊗が関手だから可換である．(∗)は次の図式により可換である．

v([w, x]w)

v(w[w, x])

(vw)[w, x]

xv([w, x]w)v

[w, x](wv)

[w, x](vw)

vx

[vw, vx](vw)

(vw)[vw, vx]

id⊗γ

α

ev⊗id

α−1

id⊗γ

ev

γ

id⊗ev

γ

γ

(id⊗id)⊗(v⊗−)

γ

(v⊗−)⊗(id⊗id)(V )

(γ)

(v ⊗ −)

(γ)

以上により，この図式は可換である．

2.6 V -関手 C(−,□)

命題 23. s ∈ C とする．F を

• a ∈ C に対して Fa := C(s, a)．
• a, b ∈ C に対して Fab : C(a, b) → [C(s, a), C(s, b)]をm : C(a, b)⊗C(s, a) → C(s, b)
の随伴射とする．

により定めれば，これは V -関手 F : C → V を与える．

証明. まず次の図式が可換であることを示す．

C(b, c) ⊗ C(a, b) C(a, c)

[C(s, b), C(s, c)] ⊗ [C(s, a), C(s, b)] [C(s, a), C(s, c)]

m

FacFbc⊗Fab

m

随伴 − ⊗ C(s, a) a [C(s, a),−]により，次の図式が可換であることを示せばよい．

(C(b, c) ⊗ C(a, b)) ⊗ C(s, a) C(a, c) ⊗ C(s, a)

([C(s, b), C(s, c)] ⊗ [C(s, a), C(s, b)]) ⊗ C(s, a) C(s, c)

m⊗id

m(Fbc⊗Fab)⊗id

m の随伴射
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即ち，次の図式が可換であることを示せばよい．

(C(b, c) ⊗ C(a, b)) ⊗ C(s, a)

([C(s, b), C(s, c)] ⊗ C(a, b)) ⊗ C(s, a)

([C(s, b), C(s, c)] ⊗ [C(s, a), C(s, b)]) ⊗ C(s, a)

[C(s, a), C(s, c)] ⊗ C(s, a)

C(b, c) ⊗ (C(a, b) ⊗ C(s, a))

[C(s, b), C(s, c)] ⊗ (C(a, b) ⊗ C(s, a))

[C(s, b), C(s, c)] ⊗ ([C(s, a), C(s, b)] ⊗ C(s, a))

C(b, c) ⊗ C(s, b)

[C(s, b), C(s, c)] ⊗ C(s, b)

C(s, c)

C(a, c) ⊗ C(s, a)
α

F⊗(id⊗id)

(F⊗id)⊗id

α

id⊗(F⊗id)

(id⊗F )⊗id

α

m⊗id

ev

id⊗m

F⊗id

id⊗m

id⊗ev
ev

m⊗id

m

m

(α)

(α)

(⊗)

(F )

(15)

(F )

(m)

(α)は αの自然性から可換である．(F )は F の定義から可換である．(m)は豊穣圏の定
義から可換である．(⊗) は ⊗ が関手だから可換である．(15) は補題 15 により可換であ
る．以上によりこの図式は可換である．
次に次の図式の可換性を示す．

I C(a, a)

[C(s, a), C(s, a)]

ja

FaajC(s,a)

随伴 − ⊗ C(s, a) a [C(s, a),−]により，次の図式が可換であることを示せばよいが，それ
は豊穣圏の定義から明らか．

I ⊗ C(s, a) C(a, a) ⊗ C(s, a)

C(s, a)

ja⊗id

m
λ

この V -関手 F を C(s,−)と書く．
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C として Cop を考えれば V -関手 Cop(s,−) : Cop → V が得られる．これを C(−, s)で表
す．C(−, s)ab : Cop(a, b) → [C(a, s), C(b, s)] の随伴射は定義より

C(b, a) ⊗ C(a, s) γ−→ C(a, s) ⊗ C(b, a) m−→ C(b, s)

である．

命題 24. C(−,□) : 〈a, b〉 7→ C(a, b)は V -関手 Cop ⊗ C → V を定める．

証明. 補題 20 により次の図式が可換であることを示せばよい．(ここでスペースの都合
上，C(a, b)を Cab と表記した．)

Cdt ⊗ Cca

Cca ⊗ Cdt

Cdt ⊗ [Cad, Ccd]

[Cat, Cct] ⊗ Cdt

[Ccd, Cct] ⊗ [Cad, Ccd]

[Cad, Cct]

[Cat, Cct] ⊗ [Cad, Cat]

id⊗C(−,d) C(c,−)⊗id

m

γ

C(−,t)⊗id id⊗C(a,−)

m

随伴 − ⊗ Cad a [Cad,−]により，次の可換性を示せばよい．(スペースの都合上テンソル
積 ⊗は省略した．)

(CdtCca)Cad

(CcaCdt)Cad

(Cdt[Cad, Ccd])Cad

([Cat, Cct]Cdt)Cad

([Ccd, Cct][Cad, Ccd])Cad

[Ccd, Cct]([Cad, Ccd]Cad)

[Ccd, Cct]Ccd

Cct

[Cat, Cct]Cat

[Cat, Cct]([Cad, Cat]Cad)

([Cat, Cct][Cad, Cat])Cad

(id⊗C(−,d))⊗id (C(c,−)⊗id)⊗id

α

id⊗ev

ev

γ⊗id

(C(−,t)⊗id)⊗id (id⊗C(a,−))⊗id

α

id⊗ev

ev
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即ち次の図式が可換であることを示せばよい．

(CdtCca)Cad

(CcaCdt)Cad

(Cdt[Cad, Ccd])Cad

Cdt([Cad, Ccd]Cad)

Cdt(CcaCad)

Cdt(CadCca)

(CdtCad)Cca

Cca(CdtCad)

[Cat, Cct](CdtCad)

([Cat, Cct]Cdt)Cad

CdtCcd

CatCca

CcaCat

([Ccd, Cct][CadCcd])Cad

[Ccd, Cct]([CadCcd]Cad)

[Ccd, Cct]Ccd

Cct

[Cat, Cct]Cat

[Cat, Cct]([CadCat]Cad)

([Cat, Cct][CadCat])Cad

γ⊗id

α

id⊗(C(−,d)⊗id)

id⊗γ

α

γ

C(−,t)⊗(id⊗id)

α

γ

α

id⊗ev

ev

ev

id⊗ev

α

(id⊗C(−,d))⊗id

α

α

(C(−,t)⊗id)⊗id

(C(c,−)⊗id)⊗id

C(c,−)⊗(id⊗id)

id⊗ev

id⊗m

m⊗id

id⊗m

id⊗m

id⊗(C(a,−)⊗id)

(id⊗C(a,−))⊗id

C(c,−)⊗id

m

m

C(−,t)⊗id

(α) (α)

(α)(α)

(⊗)

(⊗)

(∗)
(∗)

(∗)

(∗)

(γ)

(V ) (m)

(α)は αの自然性から可換である．(γ)は γ の自然性から可換である．(m)は豊穣圏の定
義から可換である．(V ) は対称モノイダル圏の定義から可換である．(⊗) は ⊗ が関手だ
から可換である．(∗)は C(a,−)，C(−, a)の定義から可換である．以上により一番外側も
可換である．

2.7 以降での記法について
特別な V の場合を除いて，V -豊穣圏 C の「射」f ∈ C(a, b)を取ることはできない．そ
こで代わりに (既に見てきた通り) V の射 f : I → C(a, b) を考えることがある．以降で
は，この f : I → C(a, b)を単に C の射と呼び，記号で f : a −V→ bと表すことにする．
f : a −V→ b，g : b −V→ cとする．即ち f : I → C(a, b)，g : I → C(b, c)である．このとき
合成 g ◦ f : a −V→ c (即ち g ◦ f : I → C(a, c))を

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
g⊗f−−−→ C(b, c) ⊗ C(a, b) m−→ C(a, c)
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により定める．この合成は結合律を満たす．
. . . ) f : a −V→ b，g : b −V→ c，h : c −V→ dとする．定義より (h ◦ g) ◦ f : a −V→ dは

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
λ−1⊗id−−−−−→ (I ⊗ I) ⊗ I

(h⊗g)⊗f−−−−−−→ (C(c, d) ⊗ C(b, c)) ⊗ C(a, b)
m⊗id−−−→ C(b, d) ⊗ C(a, b) m−→ C(a, d)

であり，h ◦ (g ◦ f) : a −V→ dは

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
id⊗λ−1

−−−−−→ I ⊗ (I ⊗ I) h⊗(g⊗f)−−−−−−→ C(c, d) ⊗ (C(b, c) ⊗ C(a, b))
id⊗m−−−→ C(c, d) ⊗ C(a, c) m−→ C(a, d)

である．次の図式を考える．

I ⊗ I

(I ⊗ I) ⊗ I

I ⊗ (I ⊗ I)

(C(c, d) ⊗ C(b, c)) ⊗ C(a, b)

C(c, d) ⊗ (C(b, c) ⊗ C(a, b))

C(b, d) ⊗ C(a, b)

C(a, d)

C(c, d) ⊗ C(a, c)

λ−1⊗id

id⊗λ−1

α α

m

m

(h⊗g)⊗f

h⊗(g⊗f)

m⊗id

id⊗m

(V ) (α) (C)

(V )の部分は，coherence定理より可換である．(α)の部分は αの自然性から可換で
ある．(C)の部分は豊穣圏の定義から可換である．よってこの図式は可換であり，し
たがって (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)が分かった．

ja : I → C(a, a)に対応する C の射 ja : a −V→ aは「恒等射」である．(そこで以降，C の
射 ja を ida とも書く．)

. . . ) f : a −V→ bとする．定義より f ◦ ja は合成

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
f⊗ja−−−→ C(a, b) ⊗ C(a, a) m−→ C(a, b)
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である．次の図式が可換であるから f ◦ ja = f が分かる．

I ⊗ I C(a, b) ⊗ I

I

C(a, b) ⊗ C(a, a)

C(a, b)
λ= ρ ρ

m

f⊗id id⊗ja

f

同様に次の図式から jb ◦ f = f も分かる．

I ⊗ I I ⊗ C(a, b)

I

C(b, b) ⊗ C(a, b)

C(a, b)
λ λ

m

id⊗f jb⊗id

f

故に C の対象と C の射は圏をなすことが分かる．この圏を C の underlying category
という．(定理 42の後で定義するが，underlying categoryを U(C)で表す．)
F : C → Dを V -関手とする．C の射 f : a −V→ bに対してDの射 Ff : Fa −V→ Fbを合成

I
f−→ C(a, b) Fab−−→ D(Fa, Fb)で定義する．このとき F (g ◦ f) = Fg ◦Ff，F (ida) = idFa

である．即ち V -関手は underlying categoryの間の関手を導く．
対象 u, v ∈ V に対して，同型 HomV (I, [u, v]) ∼= HomV (I ⊗ u, v) ∼= HomV (u, v) が成
り立つから，V の射 u −V→ v と (通常の意味での) V の射 u → v は一対一に対応する．ev
が随伴 − ⊗ u a [u,−]の counitだったから，この同型は

HomV (I, [u, v]) 3 f 7→ ev ◦ (f ⊗ id) ◦ λ−1 ∈ HomV (u, v)

で与えられる．即ち，V の射 f : u −V→ v と V の射 f̃ : u → v が対応するのは
u

I ⊗ u v

[u, v] ⊗ u

f⊗id ev

λ−1
f̃

が可換となるときである．

命題 25. V の射 f : u −V→ v，g : v −V→ w に対応する V の射を f̃ : u → v，g̃ : v → w とす
るとき，V の射 g ◦ f : u −V→ wに対応する V の射は g̃ ◦ f̃ : u → wである．
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証明. 次の図式が可換であることを示せばよい．

(I ⊗ I) ⊗ u

(I ⊗ [u, v]) ⊗ u

([v, w] ⊗ [u, v]) ⊗ u

u

I ⊗ u

[u, v] ⊗ u

I ⊗ ([u, v] ⊗ u)

[v, w] ⊗ ([u, v] ⊗ u)

[v, w] ⊗ v

v

I ⊗ v

[v, w] ⊗ v

w

(id⊗f)⊗id

(g⊗id)⊗id

λ−1

f⊗id

λ−1

g⊗(id⊗id)

λ−1

g⊗id

λ−1⊗id

λ−1⊗id

α

α

m⊗id

f̃

ev

id⊗ev

id⊗ev ev

g̃

ev

(g◦f)⊗id

(λ)

(V )

(α)

(15)
(g ◦ f)

(f)

(λ)

(⊗)

(g)

ここで (α)，(λ)は α, λの自然性から可換である．(15)は補題 15より可換である．(V )
は coherence定理より可換である．(f)，(g)，(g ◦ f)は f̃，g̃，g ◦ f の定義から可換であ
る．(⊗)は ⊗が関手だから可換である．

命題 26. V の射 ju : u −V→ uに対応する V の射は idu : u → uである．

証明. 次の図式が可換であることを示せばよい．
u

I ⊗ u u

[u, u] ⊗ u

ju⊗id ev

λ−1
idu

それは随伴 − ⊗ u a [u,−]により対応する図式を考えると

I [u, u]

[u, u]

ju

id

ju

となり明らか．
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従ってこの対応 f 7→ f̃ は圏同型 U(V) → V を与えることが分かる．
f : a −V→ bを C の射とする．C(c,−)は V -関手 C → V だったから，C(c, f) : C(c, a) −V→

C(c, b)は V の射である．これに対応する V の射を f ◦ − : C(c, a) → C(c, b)と書くことに
する．つまり f ◦ −とは可換図式

C(c, a)

I ⊗ C(c, a) C(c, b)

C(a, b) ⊗ C(c, a)

[C(c, a), C(c, b)] ⊗ C(c, a)

f⊗id

C(c,−)⊗id

ev

λ−1
f◦−

を満たす V の射である．ここで C(c,−)の定義より，この図式は

C(c, a)

I ⊗ C(c, a) C(c, b)

C(a, b) ⊗ C(c, a)

f⊗id
m

λ−1
f◦−

と書き直せる．
次に C(a, b) = Cop(b, a)だったから，C の射 f : a −V→ bは Cop の射 b −V→ aとみなせる．
これを区別のため fop と書いて，− ◦ f := fop ◦ −と定義する．即ち − ◦ f とは

Cop(c, b)

I ⊗ Cop(c, b) Cop(c, a)

Cop(b, a) ⊗ Cop(c, b)

fop⊗id
m

λ−1
−◦f
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を可換にする V の射である．これは Cop の定義を使って書き直せば
C(b, c)

I ⊗ C(b, c) C(a, c)

C(a, b) ⊗ C(b, c)

C(b, c) ⊗ C(a, b)

f⊗id

γ

m

λ−1
−◦f

となる．C(−, c)の定義より，これは

C(b, c)

I ⊗ C(b, c) C(a, c)

C(a, b) ⊗ C(b, c)

[C(b, c), C(a, c)] ⊗ C(b, c)

f⊗id

C(−,c)⊗id

ev

λ−1
−◦f

と書き直せる．従って − ◦ f とは V の射 C(f, c)に対応する V の射である．もしくは，γ
の自然性を使えば

C(b, c)

C(b, c) ⊗ I C(a, c)

C(b, c) ⊗ C(a, b)

id⊗f
m

ρ−1
−◦f

としてもよい．

命題 27. f : a −V→ b，g : b −V→ cを C の射とするとき，次の図式は可換である．

I

C(a, b) C(a, c)

g◦f
f

g◦−

I

C(b, c) C(a, c)

g◦f
g

−◦f
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証明. 次の図式より分かる．

C(a, b)

I

I ⊗ I

I ⊗ C(a, b)

C(b, c) ⊗ C(a, b) C(a, c)

λ−1

id⊗f

g⊗id

f

λ−1

g◦−

g◦f

m

(λ)

(g ◦ −)

(g ◦ f)

C(b, c)

I

I ⊗ I

C(b, c) ⊗ I

C(b, c) ⊗ C(a, b) C(a, c)

ρ−1

g⊗id

id⊗f

g

ρ−1

−◦f

g◦f

m

(ρ)

(− ◦ f)

(g ◦ f)

命題 28. f : a −V→ b，g : b −V→ c を C の射とするとき，(g ◦ −) ◦ (f ◦ −) = (g ◦ f) ◦ −，
(− ◦ f) ◦ (− ◦ g) = − ◦ (g ◦ f)である．

C(s, a)

C(s, b) C(s, c)

f◦−

g◦−

(g◦f)◦−
C(c, s)

C(b, s) C(a, s)

−◦g

−◦f

−◦(g◦f)

証明. V の射 C(s, f)，C(s, g)，C(s, g ◦ f)に対応する V の射が f ◦ −，g ◦ −，(g ◦ f) ◦ −
である．今 C(s,−) が V -関手だから C(s, g) ◦ C(s, f) = C(s, g ◦ f) である．よって命題
25により (g ◦ −) ◦ (f ◦ −) = (g ◦ f) ◦ −が分かる．同様に (− ◦ f) ◦ (− ◦ g) = − ◦ (g ◦ f)
も分かる．

命題 29. f : a −V→ b，g : c −V→ dを C の射とするとき，(− ◦ f) ◦ (g ◦ −) = (g ◦ −) ◦ (− ◦ f)
である．

C(b, c) C(a, c)

C(b, d) C(a, d)

g◦−

−◦f

−◦f

g◦−

証明. 命題 19より C(f, d) ◦ C(b, g) = C(f, g) = C(a, g) ◦ C(f, c)である．従って命題 25
から分かる．
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命題 30. ida ◦ − = idC(s,a)，− ◦ ida = idC(a,s) である．

証明. 豊穣圏の定義より

C(s, a)

I ⊗ C(s, a) C(s, a)

C(a, a) ⊗ C(s, a)

ja⊗id
m

λ−1
id

C(a, s)

C(a, s) ⊗ I C(a, s)

C(a, s) ⊗ C(a, a)

id⊗ja m

ρ−1 id

が可換となるから分かる．

命題 31. f : c −V→ sを C の射とするとき，次の図式は可換である．

C(b, c) ⊗ C(a, b) C(b, s) ⊗ C(a, b)

C(a, c) C(a, s)

(f◦−)⊗id

mm

f◦−

証明. まず次の図式を考える．

I ⊗ (Cbc ⊗ Cab)

Ccs ⊗ (Cbc ⊗ Cab)

[Cbc, Cbs] ⊗ (Cbc ⊗ Cab)

[Cbc ⊗ Cab, Cbs ⊗ Cab] ⊗ (Cbc ⊗ Cab)

[Cbc ⊗ Cab, Csc] ⊗ (Cbc ⊗ Cab)

Cbc ⊗ Cab

(I ⊗ Cbc) ⊗ Cab

(Ccs ⊗ Cbc) ⊗ Cab

([Cbc, Cbs] ⊗ Cbc) ⊗ Cab

Cbs ⊗ Cab

Cas

f⊗(id⊗id)

C(b,−)⊗(id⊗id)

(−⊗Cab)⊗(id⊗id)

[id,m]⊗(id⊗id)

λ−1⊗id

(f⊗id)⊗id

(C(b,−)⊗id)⊗id

m

λ−1

α−1

α−1

α−1

ev

ev

(f◦−)⊗id

id⊗ev

(V )

(α)

(α)

(− ⊗ Cab)

(ev)

(f ◦ −)

(V ) は coherence 定理より可換である．(α) は α の自然性により可換である．(ev) は
ev の自然性により可換である．(f ◦ −) は f ◦ − の定義より可換である．(− ⊗ Cab)
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は − ⊗ Cab の定義より可換である．以上によりこの図式は可換である．従って V の射
m◦(id⊗(f ◦−))に対応する V の射は [id,m]◦(−⊗Cab)◦C(b,−)◦f : I → [Cbc⊗Cab, Csc]
である．
次に次の図式を考える．

Cbc ⊗ Cab

I ⊗ (Cbc ⊗ Cab)

Ccs ⊗ (Cbc ⊗ Cab)

[Cac, Cas] ⊗ (Cbc ⊗ Cab)

[Cbc ⊗ Cab, Cas] ⊗ (Cbc ⊗ Cab)

Cac

I ⊗ Cac

Ccs ⊗ Cac

[Cac, Cas] ⊗ Cac

Cas

λ−1

f⊗(id⊗id)

C(a,−)⊗(id⊗id)

[m,id]⊗(id⊗id)

λ−1

f⊗id

C(a,−)⊗id

m

id⊗m

id⊗m

id⊗m

ev

f◦−

ev

(λ)

(⊗)

(⊗)

(ev)

(f ◦ −)

(λ)，(ev)は λ, ev の自然性により可換である．(f ◦ −)は f ◦ −の定義より可換である．
(⊗) は ⊗ が関手だから可換である．以上によりこの図式は可換である．従って V の射
(f ◦ −) ◦mに対応する V の射は [m, id] ◦ C(a,−) ◦ f : I → [Cbc ⊗ Cab, Cas] である．
上記の 2つから，次の図式が可換であることを示せば証明が終わる．

[Cbc, Cbs]

Ccs

Ccs

[Cbc ⊗ Cab, Cbs ⊗ Cab]

[Cbc ⊗ Cab, Cas]

[Cac, Cas]

C(b,−)

id

[id⊗id,m]

[m,id]

−⊗Cab

C(a,−)

それは，随伴により次の図式から分かる．

[Cbc, Cbs] ⊗ (Cbc ⊗ Cab)

Ccs ⊗ (Cbc ⊗ Cab)

Ccs ⊗ Cac

([Cbc, Cbs] ⊗ Cbc) ⊗ Cab

(Ccs ⊗ Cbc) ⊗ Cab

Cbs ⊗ Cab

Cas

Cas

C(b,−)⊗(id⊗id)

id⊗m

(C(b,−)⊗id)⊗id m

id

α−1

α−1

m

ev⊗id

m⊗id
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命題 32. f : s −V→ aを C の射とするとき，次の図式は可換である．

C(b, c) ⊗ C(a, b)

　

C(b, c) ⊗ C(s, b)

C(a, c)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C(s, c)

id⊗(−◦f)

mm

−◦f

証明. Cop において命題 31を考えれば次の可換図式を得る．

Cop(b, a) ⊗ Cop(c, b) Cop(b, s) ⊗ Cop(c, b)

Cop(c, a) Cop(c, s)

(fop◦−)⊗id

mm

fop◦−

これを定義を使って書き直せば次のようになる．

C(a, b) ⊗ C(b, c) C(s, b) ⊗ C(b, c)

C(b, c) ⊗ C(a, b) C(b, c) ⊗ C(s, b)

C(a, c) C(s, c)

(−◦f)⊗id

γ

m

γ

id⊗(−◦f)
m

−◦f

外側の四角と上の四角が可換であり，また γ が同型射だから，下の四角も可換になる．

命題 33. f : b −V→ cを C の射とするとき，次の図式は可換である．

C(c, d) ⊗ C(a, b)

　

C(c, d) ⊗ C(a, c)

C(b, d) ⊗ C(a, b) C(a, d)

id⊗(f◦−)

m(−◦f)⊗id

m
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証明. 次の図式より分かる．

Cbd ⊗ Cab

Ccd ⊗ Cab

(Ccd ⊗ I) ⊗ Cab

(Ccd ⊗ Cbc) ⊗ Cab

Ccd ⊗ Cab

Ccd ⊗ (I ⊗ Cab)

Ccd ⊗ (Cbc ⊗ Cab)

Ccd ⊗ Cac

Cad

ρ−1⊗id

(id⊗f)⊗id

id⊗λ−1

id⊗(f⊗id)

(−◦f)⊗id

m⊗id

id

α

α

id⊗(f◦−)

id⊗m

m m

最後に，C = V の場合は次のようになる．

命題 34. f : u −V→ v を V の射として，対応する V の射を f̃ : u → v とする．このとき
f ◦ − : [x, u] → [x, v]は [idx, f̃ ]と一致し，− ◦ f : [v, x] → [u, x]は [f̃ , idx]と一致する．

証明. 次の図式は可換である．

(I ⊗ [x, u]) ⊗ x

([u, v] ⊗ [x, u]) ⊗ x

[x, u] ⊗ x

I ⊗ ([x, u] ⊗ x)

[u, v] ⊗ ([x, u] ⊗ x)

[x, v] ⊗ x

I ⊗ u

[u, v] ⊗ u

u

v

(f⊗id)⊗id

λ

f⊗(id⊗id) f⊗id f̃

λ⊗id ev

α id⊗ev

λ

α id⊗ev ev

m⊗id ev

(V ) (λ)

(α) (⊗) (f̃)

(15)

よって随伴 − ⊗ x a [x,−]により得られる次の図式も可換である．

I ⊗ [x, u]

[u, v] ⊗ [x, u]

[x, u]

[x, v]

f⊗id [id,f̃ ]

λ

m

故に f ◦ −の定義から f ◦ − = [id, f̃ ]が分かる．
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次の図式も可換である．

([v, x] ⊗ I) ⊗ v

([v, x] ⊗ I) ⊗ u

([v, x] ⊗ [u, v]) ⊗ u

[v, x] ⊗ v

[v, x] ⊗ u

[u, x] ⊗ u

[v, x] ⊗ ([u, v] ⊗ u)

[v, x] ⊗ (I ⊗ u)

x

x

x

(id⊗id)⊗f̃

(id⊗f)⊗id α

id⊗f̃

id⊗(f⊗id)

id

id

ρ⊗id

ρ⊗id

α

m⊗id ev

ev

id⊗ev

id⊗λ

(⊗)

(V )
(f̃)

(α)

(15)

よって随伴により得られる次の図式も可換である．

[v, x] ⊗ I

[v, x] ⊗ I

[v, x] ⊗ [u, v]

[v, x]

[u, x]

[u, x]

id⊗id

id⊗f

[f̃ ,id]

[id,id]

ρ

m

故に − ◦ f = [f̃ , id]が分かる．

2.8 まとめ
• − ⊗ xの随伴射:

[u, v] ⊗ (u⊗ x) α−1

−−→ ([u, v] ⊗ u) ⊗ x
ev⊗id−−−−→ v ⊗ x

• x⊗ −の随伴射:

[u, v] ⊗ (x⊗ u) id⊗γ−−−→ [u, v] ⊗ (u⊗ x) α−1

−−→ ([u, v] ⊗ u) ⊗ x
ev⊗id−−−−→ v ⊗ x

γ−→ x⊗ v

• C(s,−)の随伴射:
C(a, b) ⊗ C(s, a) m−→ C(s, b)

• C(−, s)の随伴射:

C(b, a) ⊗ C(a, s) γ−→ C(a, s) ⊗ C(b, a) m−→ C(b, s)

46



• f ◦ −，− ◦ f が満たす図式

C(c, a)

I ⊗ C(c, a) C(c, b)

C(a, b) ⊗ C(c, a)

f⊗id
m

λ−1
f◦−

C(b, c)

C(b, c) ⊗ I C(a, c)

C(b, c) ⊗ C(a, b)

id⊗f
m

ρ−1
−◦f

3 V -自然変換
3.1 定義
定義. C,Dを V -豊穣圏，F,G : C → Dを V -関手とする．V -自然変換 θ : F ⇒ Gとは D
の射の族 θ = {θa : Fa −V→ Ga}a∈C であって，任意の a, b ∈ C に対して次の図式が可換と
なるものである．

C(a, b)

I ⊗ C(a, b)

C(a, b) ⊗ I

D(Fb,Gb) ⊗ D(Fa, Fb)

D(Ga,Gb) ⊗ D(Fa,Ga)

D(Fa,Gb)

λ−1

θb⊗Fab

m

ρ−1

Gab⊗θa

m

またこのとき θa : Fa −V→ Gaは a ∈ C について自然であるという．

命題 35. F,G : C → D を V -関手とする．θa : Fa −V→ Gaが a ∈ C について自然
⇐⇒任意の a, b ∈ C に対して，次の図式が可換となる．

D(Fa, Fb)

C(a, b) D(Fa,Gb)

D(Ga,Gb)

Fab θb◦−

Gab −◦θa

(♦)
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証明. 次の図式を考える．

C(a, b)

I ⊗ C(a, b)

C(a, b) ⊗ I

I ⊗ D(Fa, Fb)

D(Ga,Gb) ⊗ I

D(Fb,Gb) ⊗ D(Fa, Fb)

D(Ga,Gb) ⊗ D(Fa,Ga)

D(Fa,Gb)

D(Fa, Fb)

D(Ga,Gb)

λ−1

id⊗F θb⊗id

m

ρ−1

G⊗id id⊗θa

m

Fab

λ−1

θb◦−

Gab

ρ−1

−◦θa

(λ) (∗)

(ρ) (∗)

(♦)

(λ)，(ρ)は λ, ρの自然性から可換である．(∗)は − ◦ θa，θb ◦ −の定義から可換である．
従って「θa が a ∈ C について自然 (=一番外側が可換) ⇐⇒ (♦)が可換」が分かる．

例 36. V = Catの場合を考える．C,D を Cat-豊穣圏，F,G : C → D を Cat-関手とす
る (即ち C,D は strict 2-categoryで F,Gは strict 2-functorである)．この場合 D の射
とは Dの 1-morphismのことであるから，Cat-自然変換 θ : F ⇒ Gとは 1-morphismの
族 θ = {θa : Fa → Ga}a∈C であって

D(Fa, Fb)

C(a, b) D(Fa,Gb)

D(Ga,Gb)

Fab θb◦−

Gab −◦θa

が可換となるものである．つまり Cat-自然変換とは strict natural transformationであ
る．

命題 37. F,G,H : C → D を V -関手として θa : Fa −V→ Ga，τa : Ga −V→ Haは a ∈ C に
ついて自然であるとする．このとき τa ◦ θa も aについて自然である．
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証明. 命題 28，29，35により次の図式が可換となるからである．

C(a, b)

D(Fa, Fb)

D(Fa,Gb)

D(Ga,Gb) D(Fa,Hb)

D(Ha,Hb)

D(Ga,Hb)

Fab

Gab

Hab

θb◦−

−◦θa

τb◦−

−◦τa

τb◦−

−◦θa

(τb◦θb)◦−

−◦(τa◦θa)

(35)

(35)

(29)

(28)

(28)

よって V -自然変換 θ : F ⇒ G，τ : G ⇒ H が与えられたとき，垂直合成 τ ∗ θ : F ⇒ H

を (τ ∗ θ)a := τa ◦ θa により定義することができる．

命題 38. F : A → B，G,H : B → C を V -関手とする．C の射 θb : Gb −V→ Hb が b ∈ B
について自然ならば，θFa : GFa −V→ HFaも a ∈ Aについて自然である．

証明. 次の図式から分かる．

C(GFa,GFb)

A(a, b) B(Fa, Fb) C(GFa,HFb)

C(HFa,HFb)

Fab

(GF )ab

(HF )ab

GF aF b

θF b◦−

HF aF b

−◦θF a

故に V -関手 F : A → B と V -自然変換 θ = {θb : Gb −V→ Hb}b∈B : G ⇒ H が与えられ
たとき，V -自然変換 θF : GF ⇒ HF を (θF )a := θFa により定めることができる．

命題 39. C の恒等射 ida : a −V→ aは a ∈ C について自然である．
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証明. V -豊穣圏の定義より次の図式が可換だからである．

C(a, b)

I ⊗ C(a, b)

C(a, b) ⊗ I

C(b, b) ⊗ C(a, b)

C(a, b) ⊗ C(a, a)

C(a, b)

λ−1

jb⊗id

m

ρ−1

id⊗ja

m

id

命題 40. F : C → D を V -関手とするとき idFa : Fa −V→ Faは a ∈ C について自然であ
る．(よって V -自然変換 idF : F ⇒ F を定める．)

証明. 命題 38, 39より明らか．

上で定義した垂直合成とこの idF により，C から D への V -関手全体 Fun(C,D)は (通
常の)圏となる．また Fun(C,D)の同型射を V -自然同型という．

命題 41. F,G : A → B，H : B → C を V -関手とする．B の射 θa : Fa −V→ Gaが a ∈ A
について自然ならば，H(θa) : HFa −V→ HGaも a ∈ Aについて自然である．

証明. 次の図式が可換であることを示せばよい．

B(Fa, Fb) C(HFa,HFb)

A(a, b) B(Fa,Gb) C(HFa,HGb)

B(Ga,Gb) C(HGa,HGb)

Fab

Gab

θb◦−

−◦θa

HF aF b

Hθb◦−

HGaGb

−◦Hθa

HF aGb

(∗)
(θ)

(∗∗)

(θ)は θa が aについて自然だから命題 35により可換である．(∗)が可換であることを示
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すには次の図式が可換であることを示せばよい．

B(Fa, Fb)

I ⊗ B(Fa, Fb)

B(Fb,Gb) ⊗ B(Fa, Fb)

B(Fa,Gb)

C(HFa,HFb)

I ⊗ C(HFa,HFb)

B(Fb,Gb) ⊗ C(HFa,HFb)

C(HFb,HGb) ⊗ C(HFa,HFb)

C(HFa,HGb)

λ−1

θb⊗id

HF bGb⊗id

m

λ−1

θb⊗id

m

HF aF b

id⊗HF aF b

id⊗HF aF b

HF aGb

Hθb◦−θb◦−

(⋆)

(λ)

(⊗)

(H)

(⋆)

(H) は H が V -関手だから可換である．(λ) は λ の自然性により可換である．(⊗) は ⊗
が関手だから可換である．(⋆)は θb ◦ −，Hθb ◦ −の定義より可換である．以上によりこ
の図式は可換である．
同様に，(∗∗)が可換であることは次の図式から分かる．

B(Ga,Gb)

I ⊗ B(Ga,Gb)

B(Fa,Ga) ⊗ B(Ga,Gb)

B(Ga,Gb) ⊗ B(Fa,Ga)

B(Fa,Gb)

C(HGa,HGb)

I ⊗ C(HGa,HGb)

B(Fa,Ga) ⊗ C(HGa,HGb)

C(HFa,HGa) ⊗ C(HGa,HGb)

C(HGa,HGb) ⊗ C(HFa,HGa)

C(HFa,HGb)

λ−1

θa⊗id

HF aGa⊗id

γ

m

λ−1

θa⊗id

γ

m

HGaGb

id⊗HGaGb

id⊗HGaGb

HGaGb⊗HF aGa

HF aGb

−◦Hθa−◦θa

(⋆)

(λ)

(⊗)

(γ)

(H)

(⋆)

故に V -自然変換 θ : F ⇒ Gに対して V -自然変換Hθ : HF ⇒ HGを (Hθ)a := H(θa)
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により定めることができる．以上の二つにより，Cat の場合と同様に次の定理が証明で
きる．

定理 42. V -Cat は A,B ∈ V -Cat に対して V -Cat(A,B) := Fun(A,B) と定めること
により strict 2-categoryとなる．

証明. θ : F ⇒ G : A → B，σ : K ⇒ L : B → C を V -自然変換とする．

A B C⇐ θ ⇐ σ
F

G

K

L

θ と σ の水平合成 σ • θ を σ • θ := σL ∗Kθ で定義する．これは関手
• : V -Cat(B, C) × V -Cat(A,B) → V -Cat(A, C)

を与える．
. . . ) ididA • ididA = ididA だから，•が合成と交換することを示せばよい．即ち

A B C⇐θ

⇐γ

⇐σ

⇐τ

F

G

H

K

L

M

において (τ ∗ σ) • (γ ∗ θ) = (σ • θ) ∗ (τ • γ)を示す．まず a ∈ Aに対して(
(τ ∗ σ) • (γ ∗ θ)

)
a

= (τ ∗ σ)Ha ◦K(γ ∗ θ)a
= (τHa ◦ σHa) ◦ (Kγa ◦Kθa)(

(τ • γ) ∗ (σ • θ)
)
a

= (τ • γ)a ◦ (σ • θ)a
= (τHa ◦ Lγa) ◦ (σGa ◦Kθa)

だから σHa ◦Kγa = Lγa ◦ σGa を示せばよい．σ : K ⇒ Lが V -自然変換だから

B(Ga,Ha)

I ⊗ B(Ga,Ha)

B(Ga,Ha) ⊗ I

C(KHa,LHa) ⊗ C(KGa,KHa)

C(LGa,LHa) ⊗ C(KGa,LGa)

C(KGa,LHa)

λ−1

σHa⊗K

m

ρ−1

L⊗σGa

m
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が可換である．よって B の射 γa : Ga −V→ Haを考えれば σHa ◦Kγa = Lγa ◦ σGa を
得る．

結合律が成り立つことを示す．即ち，次の図式が可換であることを示す．

V -Cat(C,D) × V -Cat(B, C) × V -Cat(A,B)

V -Cat(B,D) × V -Cat(A,B) V -Cat(C,D) × V -Cat(A, C)

V -Cat(A,D)

•×id

•

id×•

•

その為に次の状況を考える．

A B C D⇐ θ ⇐ σ ⇐ τ
F

G

K

L

P

Q

a ∈ Aに対して

((τ • σ) • θ)a = (τ • σ)Ga ◦ PKθa = (τLGa ◦ PσGa) ◦ PKθa
(τ • (σ • θ))a = τLGa ◦ P (σ • θ)a = τLGa ◦ P (σGa ◦Kθa)

だから (τ • σ) • θ = τ • (σ • θ)となり結合律が成り立つことが分かる．
単位元についても同様に

(θ • ididA)a = θa ◦ F ida = θa

(ididB • θ)a = idGa ◦ θa = θa

となって成り立つ．

U := V -Cat(I,−) : V -Cat → Cat と定める．V -Cat が strict 2-category だから U

は strict 2-functor である．C を V -豊穣圏とすると，定義より U(C) = Fun(I, C) であ
る．今 Ob(I) = {∗}だったから，F ∈ U(C)に対して対象 F (∗) ∈ C が定まる．逆に対象
a ∈ C に対して，F (∗) = aとなる F ∈ U(C)が一意に存在する．
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. . . ) まず F (∗) := a，F∗∗ := ja と定義すれば，次の図式は可換である．

I(∗, ∗) ⊗ I(∗, ∗) I(∗, ∗)

C(a, a) ⊗ C(a, a) C(a, a)

m

F∗∗F∗∗⊗F∗∗

m

I I(∗, ∗)

C(a, a)

j∗

F∗∗jF ∗

実際右の図式は明らかに可換で，左の図式は次の図式により可換である．

I ⊗ I

I ⊗ C(a, a)

C(a, a) ⊗ C(a, a)

I

C(a, a)

id⊗ja

ja⊗id

ja

λ

λ

m

従ってこの F は V -関手 F : I → C を定める．故に F (∗) = aとなる F ∈ U(C)は存
在する．
逆に F ∈ U(C)が F (∗) = aを満たすとする．このとき F∗∗ : I(∗, ∗) → C(a, a)は

V の射である．V -関手の条件から F∗∗(j∗) = ja である．

I I(∗, ∗)

C(a, a)

j∗

F∗∗ja

I の定義から I(∗, ∗) = I，j∗ = idI である．故に F∗∗ = ja でなければならない．
よって，a ∈ C に対して F (∗) = aとなる V -関手 F : I → C はただ一つ存在すること
がわかる．

従って Ob(U(C)) = Ob(C)とみなすことができる．
次に Homについて考える．V -自然変換の条件の可換性は常に満たされる事が分かるか
ら，a, b ∈ U(C)に対して HomU(C)(a, b) = {f : a −V→ b} = HomV (I, C(a, b))である．即
ち U(C)は C の underlying categoryである．
V -関手 F : C → D に対して関手 U(F ) : U(C) → U(D)を F の underlying functorと
いう．U(F )は次のようになる．

54



• a ∈ U(C)に対して U(F )(a) := Fa．
• a, b ∈ U(C)に対して U(F )(f) := F (f) = Fab ◦ f．

HomU(C)(a, b) HomU(D)(Fa, Fb)

∈ ∈(
I
f−→ C(a, b)

) (
I
f−→ C(a, b) Fab−−→ D(Fa, Fb)

)
U(F )

命題 43. F,G : A ⊗ B → C を V -関手として a ∈ A，b ∈ B に対して θab : F (a, b) −V→
G(a, b)を C の射とする．このとき θab が 〈a, b〉 ∈ A ⊗ B について自然
⇐⇒各 a ∈ Aに対して θab が b ∈ B について自然かつ，各 b ∈ B に対して θab が a ∈ A
について自然．

証明. (=⇒) 明らか．
(⇐=) 次の図式が可換であることから分かる．

C(Gab′, Ga′b′) ⊗ (I ⊗ B(b, b′))

C(Gab′, Ga′b′) ⊗ (A(a, a) ⊗ B(b, b′))

C(Gab′, Ga′b′) ⊗ C(Gab, Gab′)

C(Gab, Ga′b′)

A(a, a′) ⊗ B(b, b′)

C(Gab′, Ga′b′) ⊗ B(b, b′) A(a, a′) ⊗ C(F ab, F ab′)

C(Gab′, Ga′b′) ⊗ C(F ab, F ab′)

C(Gab′, Ga′b′) ⊗ C(F ab, Gab′) C(F ab′, Ga′b′) ⊗ C(F ab, F ab′)

C(F ab, Ga′b′)

(A(a, a′) ⊗ I) ⊗ C(F ab, F ab′)

(A(a, a′) ⊗ B(b′, b′)) ⊗ C(F ab, F ab′)

C(F ab′, F a′b′) ⊗ C(F ab, F ab′)

C(F ab, F a′b′)

id⊗(ja⊗id)

id⊗G

m

G(−,b′)⊗id

id⊗F (a,−)

id⊗F (a,−)

G(−,b′)⊗id

id⊗(θab′ ◦−)

m

(−◦θab′ )⊗id

m

(id⊗jb′ )⊗id

F⊗id

m

id⊗λ−1

id⊗F

id⊗(−◦θab)

−◦θab

ρ−1⊗id

G⊗id

(θa′b′ ◦−)⊗id

θa′b′ ◦−

定義. C を V -豊穣圏とする．

(1) C の射 f : a −V→ bが同型⇐⇒ U(C)の射として同型．
(2) a, b ∈ C が同型 (記号では a ∼= bと書く)

⇐⇒ C の同型射 a −V→ bが存在する．
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命題 44. V -自然変換 θ : F ⇒ G : C → D が V -自然同型
⇐⇒各 a ∈ C について θa : Fa −V→ Gaが同型

証明. (=⇒) θ が V -自然同型だとすると，ある σ : G ⇒ F が存在して σ ∗ θ = idF，
θ ∗ σ = idG となる．このとき σa は θa の逆射である．

(⇐=) 各 a ∈ C について θa が逆射 θ−1
a を持つとする．次の図式が可換であることを示

せばよい．(命題 30も参照．)

D(Fa,Gb)C(a, b)

D(Ga,Gb)D(Fa, Fb)

D(Ga,Fb)

D(Ga,Fb)

D(Fa, Fb)

D(Ga,Fb)

D(Ga,Gb)
Gab −◦θa

θ−1
b

◦−

−◦θ−1
a

Fab

−◦θ−1
a

θb◦−

θb◦−

−◦θa

θ−1
b

◦− −◦θ−1
a

θ−1
b

◦−

−◦idGa

idF b◦−

(θ)

(29)

(29)

(29)

(28)

(28)

(θ)は θ が V -自然変換だから可換である．また (28)と (29)は命題 28, 29により可換で
ある．

3.2 wedge, cowedge

定義. C,D を V -豊穣圏，T : Cop ⊗ C → D を V -関手とする．d ∈ D として，a ∈ C に対
して σa : d −V→ T (a, a)を D の射とする．σa が a ∈ C について自然とは，任意の a, b ∈ C
に対して，次の図式が可換であることをいう．

D(T (a, a), T (a, b))

C(a, b) D(d, T (a, b))

D(T (b, b), T (a, b))

T (a,−) −◦σa

T (−,b) −◦σb

またこのとき σ = {σa}a∈C を wedgeという．
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同様に，D の射 σa : T (a, a) −V→ dが a ∈ C について自然とは，任意の a, b ∈ C に対し
て，次の図式が可換であることをいう．

D(T (b, a), T (a, a))

C(a, b) D(T (b, a), d)

D(T (b, a), T (b, b))

T (−,a) σa◦−

T (b,−) σb◦−

またこのとき σ = {σa}a∈C を cowedgeという．

命題 45. F : A → B，T : Bop ⊗ B → C を V -関手とする．V の射 σa : c −V→ T (b, b) は
b ∈ B について自然とする．このとき σFa : d −V→ T (Fa, Fa) は a ∈ C について自然で
ある．

証明. 次の図式からから分かる．

A(a, b)

C(T (Fa, Fa), T (Fa, Fb))

B(Fa, Fb) C(c, T (Fa, Fb))

C(T (Fb, Fb), T (Fa, Fb))

T (Fa,−) −◦σF a

T (−,Fb) −◦σF b

Fab

T (Fa,F−)

T (F−,Fb)

3.3 自然な射の合成について
命題 46. T : Cop ⊗ C → D を V -関手とする．f : d −V→ d′ と σa : d′ −V→ T (a, a) を D
の射とするとき，σa が a ∈ C について自然であれば σa ◦ f も a について自然である．
τa : T (a, a) −V→ dについても同様．

証明. 命題 28と次の図式により明らか．

D(T (a, a), T (a, b))

C(a, b) D(d′, T (a, b)) D(d, T (b, a))

D(T (b, b), T (a, b))

T (a,−) −◦σa

−◦(σa◦f)

T (−,b) −◦σb

−◦(σb◦f)

−◦f
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D(T (b, a), T (a, a))

C(a, b) D(T (b, a), d) D(T (b, a), d′)

D(T (b, a), T (b, b))

T (−,a) τa◦−
(f◦τa)◦−

T (b,−) τb◦−
(f◦τb)◦−

f◦−

命題 47. S, T : Cop ⊗ C → D を V -関手として，σa : d −V→ S(a, a) が a ∈ C について自
然，θab : S(a, b) −V→ T (a, b)が a, bについて自然であるとする．このとき，これらの合成
θaa ◦ σa : d −V→ T (a, a)も aについて自然である．

証明. 次の図式により，aについて自然であることが分かる．

C(a, b) D(d, T (a, b))

D(T (a, a), T (a, b))

D(S(a, a), T (a, b))

D(S(a, a), S(a, b))

D(d, S(a, b))

D(S(b, b), S(a, b))

D(S(b, b), T (a, b))

D(T (b, b), T (a, b))

T (a,−)

S(a,−)

S(−,b)

T (−,b)

−◦θaa

θab◦−

−◦σa

−◦σb

θab◦−

−◦θbb

−◦σa

θab◦−

−◦σb

(θ)

(σ)

(θ)

(29)

(29)

命題 48. S : Cop ⊗ C ⊗ Cop ⊗ C → D，T : Cop ⊗ C → D を V -関手とする．σab : x −V→
S(a, a, b, b)，τabc : S(a, b, b, c) −V→ T (a, c)を D の射とする．σab は a, bについて自然で，
τabc は a, b, cについて自然であるとする．このとき τaaa ◦ σaa : x −V→ T (a, a)は aについ
て自然である．
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証明. 次の図式により，aについて自然であることが分かる．

C(a, b)

D(T (a, a), T (a, b))

D(S(a, a, a, a), T (a, b))

D(S(a, a, a, a), S(a, a, a, b))

D(x, S(a, a, a, b))

D(S(a, a, b, b), S(a, a, a, b))

D(S(a, a, b, b), T (a, b))

D(S(a, a, b, b), S(a, b, b, b))

D(x, S(a, b, b, b))

D(S(b, b, b, b), S(a, b, b, b))

D(S(b, b, b, b), T (a, b))

D(T (b, b), T (a, b))

D(x, T (a, b))

T (a,−)

S(a,a,a,−)

S(a,a,−,b)

S(a,−,b,b)

S(−,b,b,b)

T (−,b)

−◦τaaa

τaab◦−

−◦σaa

−◦σab

τaab◦−

τabb◦−

−◦σab

−◦σbb

τabb◦−

−◦τbbb

−◦σaa

τaab◦−

−◦σab

τabb◦−

−◦σbb

(τ)

(σ)

(τ)

(σ)

(τ)

(29)

(29)

(29)

(29)

命題 49. F,G : C → D，T : C ⊗ Cop ⊗ C → Dを V -関手とする．σab : Fa −V→ T (a, b, b)，
τab : T (a, a, b) −V→ Gbを D の射とする．σab, τab は a, bについて自然であるとする．この
とき τaa ◦ σaa : Fa −V→ Gaは aについて自然である．
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証明. 次の図式により，aについて自然であることが分かる．

C(a, b)

D(Fa, Fb)

D(Fa, T (b, b, b))

D(T (a, b, b), T (b, b, b))

D(T (a, b, b), Gb)

D(T (a, b, b), T (a, a, b))

D(Fa, T (a, a, b))

D(T (a, a, a), T (a, a, b))

D(T (a, a, a), Gb)

D(Ga,Gb)

D(Fa,Gb)

F

T (−,b,b)

T (a,−,b)

T (a,a,−)

G

σbb◦−

−◦σab

τbb◦−

τab◦−

−◦σab

−◦σaa

τab◦−

−◦τaa

τbb◦−

−◦σab

τab◦−

−◦σaa

(σ)

(τ)

(σ)

(τ)

(29)

(29)

(29)

3.4 標準的な射の自然性
F,G : C → V を V -関手とする．V の射の族 {θa : Fa → Ga}を V の射の族と見なした
ものを {θ̃a : Fa −V→ Ga}とする．θ̃a が aについて自然であるとき θa が aについて自然
であると言う事にすると，θa が aについて自然である条件は，命題 34，35によれば任意
の a, b ∈ C に対して

[Fa, Fb]

C(a, b) [Fa,Gb]

[Ga,Gb]

Fab
[id,θb]

Gab [θa,id]
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が可換となることである．V の射 σa : d → T (a, a)，σa : T (a, a) → dについても同様と
する．

命題 50. D の射 θa : Fa −V→ Gaが a ∈ C について自然
⇐⇒対応する V の射 θ̃a : I → D(Fa,Ga)が a ∈ C について自然．

証明. θ̃a が a ∈ C について自然であるとは，次の図式が可換であることである．

D(Ga,Gb) [D(Fa,Ga),D(Fa,Gb)]

C(a, b) [I,D(Fa,Gb)]

C(Fa, Fb) [D(Fb,Gb),D(Fa,Gb)]

D(Fa,−)

[θ̃a,id]

[θ̃b,id]

Gab

Fab

D(−,Gb)

随伴により，次の図式が可換であることと同値である．

D(Ga,Gb) ⊗ D(Fa,Ga) D(Fa,Gb)

C(a, b) ⊗ I D(Fa,Gb)

C(Fa, Fb) ⊗ D(Fb,Gb) C(Fb,Gb) ⊗ D(Fa, Fb) D(Fa,Gb)

m

id

id

Gab⊗θ̃a

Fab⊗θ̃b

γ m
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次の図式を考える．

D(Ga,Gb) ⊗ D(Fa,Ga)

D(Fa,Ga) ⊗ D(Ga,Gb)

I ⊗ C(a, b)

I ⊗ D(Ga,Gb)

C(a, b) ⊗ I C(a, b)

D(Ga,Gb)

D(Fa, Fb)

D(Fa,Gb)

I ⊗ C(a, b)

I ⊗ D(Fa, Fb)

D(Fa, Fb) ⊗ D(Fb,Gb) D(Fb,Gb) ⊗ D(Fa, Fb)

γ

Gab⊗θ̃a

m
θ̃a⊗id

γ

λ

id⊗Gab

λ

Gab −◦θa

Fab θb◦−λ

id⊗Fab

λ

γ

Fab⊗θ̃b

γ

m

θ̃b⊗id

(γ)

(γ)

(λ)

(∗)

(λ)

(− ◦ θa)

(θb ◦ −)

これにより「θa が a ∈ C について自然 (= (∗)が可換) ⇐⇒ θ̃a が a ∈ C について自然 (=
一番外側が可換)」である．

命題 51. V の射 ja : I → C(a, a)は a ∈ C について自然である．

証明. 命題 39，50により明らか．

補題 52. F,G : C → V を V -関手，x ∈ V とする．θc : Fc ⊗ x → Gc の随伴射を
θ̃c : Fc → [x,Gc]とする．このとき θc が cについて自然⇐⇒ θ̃c が cについて自然．

証明. まず θc が cについて自然とは次の図式が可換になることである．

[Fa, Fb] [Fa⊗ x, Fb⊗ x]

C(a, b) [Fa⊗ x,Gb]

[Ga,Gb] [Ga,Gb]

−⊗x

[id⊗id,θb]

[θa,id]

Fab

Gab

id
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これは随伴により，次の図式の可換性と同値である．

[Fa, Fb] ⊗ (Fa⊗ x) ([Fa, Fb] ⊗ Fa) ⊗ x Fb⊗ x

C(a, b) ⊗ (Fa⊗ x) Gb

[Ga,Gb] ⊗Ga Gb

α−1 ev⊗id

θb

id

Fab⊗(id⊗id)

Gab⊗θa

ev

(∗)

次に θ̃c の自然性は
[Fa, Fb] [Fa, Fb]

C(a, b) [Fa, [x,Gb]]

[Ga,Gb] [[x,Ga], [x,Gb]]

id

[id,θ̃b]

[θ̃a,id]

Fab

Gab

[x,−]

の可換性であり，これは

[Fa, Fb] ⊗ Fa Fb

C(a, b) ⊗ Fa [x,Gb]

[Ga,Gb] ⊗ [x,Ga] [x,Gb]

ev

θ̃b

id

Fab⊗id

Gab⊗θ̃a

m

の可換性と同値である．再び随伴により，これは次の図式の一番外側の可換性と同値で
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ある．

([Fa, Fb] ⊗ Fa) ⊗ x

(C(a, b) ⊗ Fa) ⊗ x

([Ga,Gb] ⊗ Fa) ⊗ x

([Ga,Gb] ⊗ [x,Ga]) ⊗ x

[Fa, Fb] ⊗ (Fa⊗ x)

C(a, b) ⊗ (Fa⊗ x)

[Ga,Gb] ⊗ (Fa⊗ x)

[Ga,Gb] ⊗ ([x,Ga] ⊗ x) [Ga,Gb] ⊗ [x,Ga]

Fb⊗ x

Gb

Gb

(Fab⊗id)⊗id

(Gab⊗id)⊗id

(id⊗θ̃a)⊗id

Fab⊗(id⊗id)

Gab⊗(id⊗id)

id⊗(θ̃a⊗id)

θb

id

ev⊗id

α−1

α

α

α

id⊗θa

id⊗ev ev

(α)

(α)

(α) (θ̃)

(∗)

従って「θc が cについて自然 (= (∗)が可換) ⇐⇒ θ̃c が cについて自然 (=一番外側が可
換)」が分かる．

補題 53. T : Cop ⊗ C → V を V -関手，u, v ∈ V とする．V の射 θc : u ⊗ v → T (c, c)の
随伴射を θ̃c : u → [v, T (c, c)]とする．このとき θc が cについて自然⇐⇒ θ̃c が cについ
て自然．

証明. まず θc が cについて自然とは次の図式が可換になることである．

[T (a, a), T (a, b)] [T (a, a), T (a, b)]

C(a, b) [u⊗ v, T (a, b)]

[T (b, b), T (a, b)] [T (b, b), T (a, b)]

id

[θa,id]

[θb,id]

T (a,−)

T (−,b)

id

これは随伴により，次の図式の可換性と同値である．

[T (a, a), T (a, b)] ⊗ T (a, a) T (a, b)

C(a, b) ⊗ (u⊗ v) T (a, b)

[T (b, b), T (a, b)] ⊗ T (b, b) T (a, b)

ev

id

id

T (a,−)⊗θa

T (−,b)⊗θb

ev

(∗)
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次に θ̃c の自然性は

[T (a, a), T (a, b)] [[v, T (a, a)], [v, T (a, b)]]

C(a, b) [u, [v, T (a, b)]]

[T (b, b), T (a, b)] [[v, T (b, b)], [v, T (a, b)]]

[v,−]

[θ̃a,id]

[θ̃b,id]

T (a,−)

T (−,b)

[v,−]

の可換性であり，これは

[T (a, a), T (a, b)] ⊗ [v, T (a, a)] [v, T (a, b)]

C(a, b) ⊗ u [v, T (a, b)]

[T (b, b), T (a, b)] ⊗ [v, T (b, b)] [v, T (a, b)]

m

id

id

T (a,−)⊗θ̃a

T (−,b)⊗θ̃b

m

の可換性と同値である．再び随伴により，これは次の図式の一番外側の可換性と同値で
ある．

([T (a, a), T (a, b)][v, T (a, a)])v

(C(a, b)u)v

([T (b, b), T (a, b)][v, T (b, b)])v

[T (a, a), T (a, b)]([v, T (a, a)]v)

[T (a, a), T (a, b)]T (a, a)

C(a, b)(uv)

[T (b, b), T (a, b)]T (b, b)

[T (b, b), T (a, b)]([v, T (b, b)]v)

T (a, b)

(T (a,−)⊗θ̃a)⊗id

(T (−,b)⊗θ̃b)⊗id

id⊗ev

T (a,−)⊗θa

T (−,b)⊗θb

id⊗ev

T (a,−)⊗(θ̃a⊗id)

T (−,b)⊗(θ̃b⊗id)

α

α

α

ev

ev

(α)

(α)

(θ̃)

(θ̃)

(∗)

αが同型射だから「θc が cについて自然 (= (∗)が可換) ⇐⇒ θ̃c が cについて自然 (=一
番外側が可換)」が分かる．
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補題 54. T : Cop ⊗ C → V を V -関手，u, v ∈ V とする．V の射 θc : T (c, c) ⊗ u → v の
随伴射を θ̃c : T (c, c) → [u, v]とする．このとき θc が cについて自然⇐⇒ θ̃c が cについ
て自然．

証明. 省略

補題 55. F,G : C → V を V -関手，x ∈ V とする．V の射 θc : x⊗ Fc → Gcの随伴射を
θ̃c : x → [Fc,Gc]とする．このとき θc が cについて自然⇐⇒ θ̃c が cについて自然．

証明. まず θc が cについて自然とは次の図式が可換になることである．

[Fa, Fb] [x⊗ Fa, x⊗ Fb]

C(a, b) [x⊗ Fa,Gb]

[Ga,Gb] [Ga,Gb]

x⊗−

[id⊗id,θb]

[θa,id]

Fab

Gab

id

これは随伴により，次の図式の可換性と同値である．

[Fa, Fb] ⊗ (x⊗ Fa) x⊗ Fb

C(a, b) ⊗ (x⊗ Fa) Gb

[Ga,Gb] ⊗Ga Gb

f := (x⊗−の随伴射)

θb

id

Fab⊗(id⊗id)

Gab⊗θa

ev

(∗)

次に θ̃c の自然性は
[Fa, Fb] [[Fb,Gb], [Fa,Gb]]

C(a, b) [x, [Fa,Gb]]

[Ga,Gb] [[Fa,Ga], [Fa,Gb]]

[−,Gb]

[θ̃b,id]

[θ̃a,id]

Fab

Gab

[Fa,−]
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の可換性であり，これは

[Fb,Gb] ⊗ [Fa, Fb][Fa, Fb] ⊗ [Fb,Gb] [Fa,Gb]

C(a, b) ⊗ x [Fa,Gb]

[Ga,Gb] ⊗ [Fa,Ga] [Fa,Gb]

γ m

id

id

Fab⊗θ̃b

Gab⊗θ̃a

m

の可換性と同値である．再び随伴により，これは次の図式の一番外側の可換性と同値で
ある．

([Fb,Gb] ⊗ [Fa, Fb]) ⊗ Fa

([Fa, Fb] ⊗ [Fb,Gb]) ⊗ Fa

([Fa, Fb] ⊗ x) ⊗ Fa

(C(a, b) ⊗ x) ⊗ Fa

([Ga,Gb] ⊗ [Fa,Ga]) ⊗ Fa

[Fb,Gb] ⊗ ([Fa, Fb] ⊗ Fa)

[Fa, Fb] ⊗ ([Fb,Gb] ⊗ Fa)

[Fa, Fb] ⊗ (x⊗ Fa)

C(a, b) ⊗ (x⊗ Fa)

[Ga,Gb] ⊗ ([Fa,Ga] ⊗ Fa)

[Fb,Gb] ⊗ Fb

x⊗ Fb

[Ga,Gb] ⊗Ga

Gb

Gb

γ⊗id

(id⊗θ̃b)⊗id

(Fab⊗id)⊗id

(Gab⊗θ̃a)⊗id

id⊗(θ̃b⊗id)

Fab⊗(id⊗id)

Gab⊗(θ̃a⊗id)

θ̃b⊗id

id

α

α

α

α

α

id⊗ev

f

f

Gab⊗θa

id⊗ev

ev

θb

ev

(α)

(α)

(α) (θ̃)

(∗)

(θ̃)

従って「θc が cについて自然 (= (∗)が可換) ⇐⇒ θ̃c が cについて自然 (=一番外側が可
換)」が分かる．

補題 56. F : Cop → V，G : C → V を V -関手，x ∈ V とする．θc : Fc⊗Gc → xの随伴
射を θ̃c : Fc → [Gc, x]とする．このとき θc が cについて自然⇐⇒ θ̃c が cについて自然．

証明. まず θc が cについて自然とは次の図式が可換になることである．

[Fb, Fa] [Fb⊗Ga,Fa⊗Ga]

C(a, b) [Fb⊗Ga, x]

[Ga,Gb] [Fb⊗Ga,Fb⊗Gb]

−⊗Ga

[id,θa]

[id,θb]

Fba

Gab

Fb⊗−
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これは随伴により，次の図式の可換性と同値である．

[Fb, Fa] ⊗ (Fb⊗Ga) Fa⊗Ga

C(a, b) ⊗ (Fb⊗Ga) x

[Ga,Gb] ⊗ (Fb⊗Ga) Fb⊗Gb

([Fb, Fa] ⊗ Fb) ⊗Ga

[Ga,Gb] ⊗ (Ga⊗ Fb) ([Ga,Gb] ⊗Ga) ⊗ Fb Gb⊗ Fb

α−1 ev⊗id

θa

θb

Fba⊗(id⊗id)

Gab⊗(id⊗id)

id⊗γ

α−1 ev⊗id

γ

(∗)

次に θ̃c の自然性は
[Fb, Fa] [Fb, Fa]

C(a, b) [Fb, [Ga, x]]

[Ga,Gb] [[Gb, x], [Ga, x]]

id

[id,θ̃a]

[θ̃b,id]

Fba

Gab

[−,x]

の可換性であり，これは

[Fb, Fa] ⊗ Fb Fa

C(a, b) ⊗ Fb [Ga, x]

[Ga,Gb] ⊗ [Gb, x] [Gb, x] ⊗ [Ga,Gb] [Ga, x]

ev

θ̃a

id

Fba⊗id

Gab⊗θ̃b

γ m

の可換性と同値である．再び随伴により，これは次の図式の一番外側の可換性と同値で
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ある．

([Fb, Fa]Fb)Ga

(C(a, b)Fb)Ga

([Ga,Gb]Fb)Ga

([Ga,Gb][Gb, x])Ga

([Gb, x][Ga,Gb])Ga

[Fb, Fa](FbGa)

C(a, b)(FbGa)

[Ga,Gb](FbGa)

[Ga,Gb]([Gb, x]Ga)

[Gb, x]([Ga,Gb]Ga)

[Gb, x]Gb

GbFb

([Ga,Gb]Ga)Fb

[Ga,Gb](GaFb)

[Ga,Gb](Ga[Gb, x])

([Ga,Gb]Ga)[Gb, x]

Gb[Gb, x]

FaGa

x

x

(Fba⊗id)⊗id

(Gab⊗id)⊗id

(id⊗θ̃b)⊗id

γ⊗id

Fba⊗(id⊗id)

Gab⊗(id⊗id)

id⊗(θ̃b⊗id)

id⊗ev

ev⊗id

α−1

id⊗(id⊗θ̃b)

α−1

ev⊗id

θa

id

ev⊗id

α−1

α

α

α

α

id⊗γ

id⊗γ

γ

γ

ev

θb◦γ(∗)

(⋆)

ここで (⋆)は次の図式により可換である．

[Ga,Gb](GaFb)

[Ga,Gb](Ga[Gb, x])

([Ga,Gb]Ga)Fb

([Ga,Gb]Ga)[Gb, x]

GbFb

Gb[Gb, x]

FbGb

[Gb, x]Gb x

id⊗(id⊗θ̃b) (id⊗id)⊗θ̃b id⊗θ̃b θ̃b⊗id

α−1

α−1

ev⊗id

ev⊗id

γ

γ

θb

ev

従って「θc が cについて自然 (= (∗)が可換) ⇐⇒ θ̃c が cについて自然 (=一番外側が可
換)」が分かる．

命題 57. F,G : C → V を V -関手として，θa : Fa → Gaが a ∈ C について自然であると
する．f : u → v が V の射のとき，θa ⊗ f : Fa ⊗ u → Ga ⊗ v も a ∈ C について自然で
ある．

69



証明. 次の図式が可換であることを示せばよい．

C(a, b) [Fa, Fb] [Fa⊗ u, Fb⊗ u]

[Ga,Gb] [Fa,Gb] [Fa⊗ u,Gb⊗ u]

[Ga⊗ v,Gb⊗ v] [Fa⊗ v,Gb⊗ v] [Fa⊗ u,Gb⊗ v]

F

[id,θb]G

[θa,id]

−⊗u

[id,θb⊗id]
−⊗u

−⊗v−⊗v

[θa⊗id,id]

[id,id⊗f ]

[id⊗f,id]

(∗)

他の部分は明らかに可換なので (∗)が可換であることを示せばよい．それは次の図式が可
換であることから随伴により分かる．

[Fa,Gb] ⊗ (Fa⊗ u) ([Fa,Gb] ⊗ Fa) ⊗ u Gb⊗ u

[Fa,Gb] ⊗ (Fa⊗ u) ([Fa,Gb] ⊗ Fa) ⊗ u Gb⊗ v

[Fa,Gb] ⊗ (Fa⊗ v) ([Fa,Gb] ⊗ Fa) ⊗ v Gb⊗ v

id⊗(id⊗id)

id⊗(id⊗f)

(id⊗id)⊗id

(id⊗id)⊗f

id⊗f

id

α−1

α−1

α−1

ev⊗id

ev⊗f

ev⊗id

命題 58. T : Cop ⊗ C → V を V -関手として，θc : x → T (c, c)が c ∈ C について自然であ
るとする．f : u → v が V の射のとき，θc ⊗ f : x⊗ u → T (c, c) ⊗ v も c ∈ C について自
然である．

証明. 次の図式が可換であることを示せばよい．

C(a, b) [T (a, a), T (a, b)] [T (a, a) ⊗ v, T (a, b) ⊗ v]

[T (b, b), T (a, b)] [x, T (a, b)] [x⊗ v, T (a, b) ⊗ v]

[T (b, b) ⊗ v, T (a, b) ⊗ v] [x⊗ v, T (a, b) ⊗ v] [x⊗ u, T (a, b) ⊗ v]

T (a,−)

[θa,id]T (−,b)

[θb,id]

−⊗v

[θa⊗id,id]
−⊗v

−⊗v−⊗v

[θb⊗id,id]

[id⊗f,id]

[id⊗f,id]

(∗)

他の部分は明らかに可換なので (∗)が可換であることを示せばよい．それは次の図式が可
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換であることから随伴により分かる．

[x, T (a, b)] ⊗ (x⊗ v) ([x, T (a, b)] ⊗ x) ⊗ v T (a, b) ⊗ v

[x, T (a, b)] ⊗ (x⊗ u) ([x, T (a, b)] ⊗ x) ⊗ u T (a, b) ⊗ v

[x, T (a, b)] ⊗ (x⊗ v) ([x, T (a, b)] ⊗ x) ⊗ v T (ab) ⊗ v

id⊗(id⊗f)

id⊗(id⊗f)

(id⊗id)⊗f

(id⊗id)⊗f

id

id

α−1

α−1

α−1

ev⊗id

ev⊗f

ev⊗id

命題 59. F : C → Dを V -関手とするとき，V の射 Fab : C(a, b) → D(Fa, Fb)は a, b ∈ C
について自然である．

証明. まず bについて自然であることを示す．F が V -関手であるから，次の図式が可換
である．

C(s, t) ⊗ C(a, s) C(a, t)

C(s, t) ⊗ C(a, s) D(Fa, F t)

D(Fs, F t) ⊗ D(Fa, Fs) D(Fa, F t)

m

Fat

id

id⊗id

Fst⊗Fas

m

よって随伴により次の可換図式を得る．

C(s, t) [C(a, s), C(a, t)]

C(s, t) [C(a, s),D(Fa, F t)]

D(Fs, F t) [D(Fa, Fs),D(Fa, F t)]

C(a,−)

[id,Fat]

[Fas,id]

id

Fst

D(Fa,−)
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故に次の図式が可換であることが分かり，Fab は bについて自然である．

[C(a, s), C(a, t)]

C(s, t) [C(a, s),D(Fa, F t)]

[D(Fa, Fs),D(Fa, F t)]

C(a,−) [id,Fat]

D(Fa,F−) [Fas,id]

aについても同様に，次の図式の可換性から

C(t, b) ⊗ C(s, t) C(s, b)

C(t, b) ⊗ C(s, t) D(Fs, Fb)

D(Ft, Fb) ⊗ D(Fs, F t) D(Fs, Fb)

m

Fsb

id

id⊗id

Ftb⊗Fst

m

C(s, t) ⊗ C(t, b)

C(s, t) ⊗ C(t, b)

D(Fs, F t) ⊗ D(Ft, Fb)

γ

id⊗id

γ

Fst⊗Ftb

γ

次の図式の可換性が分かり，

C(s, t) [C(t, b), C(s, b)]

C(s, t) [C(t, b),D(Fs, Fb)]

D(Fs, F t) [D(Ft, Fb),D(Fs, Fb)]

C(−,b)

[id,Fsb]

[Ftb,id]

id

Fst

D(−,Fb)

Fab が aについて自然だと分かる．

[C(t, b), C(s, b)]

C(s, t) [C(t, b),D(Fs, Fb)]

[D(Ft, Fb),D(Fs, Fb)]

C(−,b) [id,Fsb]

D(F−,Fb) [Ftb,id]

命題 60. V -関手 T : A⊗B → C に対し T (a,−)bc : B(b, c) → C(T (a, b), T (a, c))は a, b, c

について自然である．
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証明. 命題 59により b, cについては自然である．また T (a,−)bc は合成

B(b, c) λ−1

−−→ I ⊗ B(b, c) ja⊗id−−−−→ A(a, a) ⊗ B(b, c) T−→ C(T (a, b), T (a, c))

で定義されていたから，命題 46, 47, 51, 58を組み合わせれば aについて自然であること
が分かる．

命題 61. V の射 ev : [u, v] ⊗ u → v は u, v ∈ V について自然である．

証明. id : [u, v] → [u, v] は u, v について自然である．ev は id の随伴射だから，補題 56
より evは uについて自然である．同様にして 52より v についても自然である．

命題 62. mabc : C(b, c) ⊗ C(a, b) → C(a, c)は a, b, cについて自然である．

証明. m =
(
C(b, c) ⊗ C(a, b) C(a,−)bc⊗id−−−−−−−−→ [C(a, b), C(a, c)] ⊗ C(a, b) ev−→ C(a, c)

)であった
から，命題 57, 58, 60, 61により，a, b, cについて自然である．

補題 63. 次の図式は可換である．

[u, v] ⊗ u v

[u, v] ⊗ [I, u] [I, v]

ev

iid⊗i

m

証明. 随伴により次の図式が可換であることを示せばよい．

([u, v] ⊗ u) ⊗ I v ⊗ I

([u, v] ⊗ [I, u]) ⊗ I v

[u, v] ⊗ (u⊗ I)

[u, v] ⊗ ([I, u] ⊗ I) [u, v] ⊗ u

α

id⊗(i⊗id)(id⊗i)⊗id

α

id⊗ρ

id⊗ev

ρ

ev

ev⊗id

ρ

(α) (i)

(V )
(ρ)

(α)，(ρ)は α, ρが自然変換であるから可換である．V は coherence定理から可換である．
(i)は iの定義より可換である．

命題 64. V の射 ρx : x⊗ I → xは x ∈ V について自然である．
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証明. u, v ∈ V に対して次の図式が可換であることを示せばよい．

[u, v] [u⊗ I, v ⊗ I]

[u, v] [u⊗ I, v]

[u, v] [u, v]

−⊗I

[id,ρv]

[ρu,id]

id

id

id

それは次の図式が可換であることから，随伴により分かる．

[u, v] ⊗ (u⊗ I) ([u, v] ⊗ u) ⊗ I v ⊗ I

[u, v] ⊗ (u⊗ I) v

[u, v] ⊗ u v

α−1 ev⊗id

ρv

id

id⊗id

id⊗ρu

ev

ρ[u,v]⊗u(V )

(ρ)

命題 65. V の射 i : x → [I, x]は x ∈ V について自然である．

証明. ρx の随伴射が iだから，命題 64と補題 52から分かる．

3.5 V -随伴
定義. strict 2-category V -Catにおける随伴を V -随伴 (もしくは単に随伴)という．

命題 66. F : C → D，G : D → C を V -関手とする．V -随伴 F a Gが成り立つ
⇐⇒ V -自然同型 D(F−,□) ∼= C(−, G□)が存在する．

証明. (=⇒) V -随伴 F a Gの unit, counitを η, εとする．c ∈ C，d ∈ D に対して V の
射 φcd : D(Fc, d) → C(c,Gd)を合成

D(Fc, d) GF c,d−−−−→ C(GFc,Gd) −◦ηc−−−→ C(c,Gd)
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で定める．− ◦ ηc が満たす図式

D(GFc,Gd)

D(GFc,Gd) ⊗ I C(c,Gd)

C(GFc,Gd) ⊗ C(c,GFc)

id⊗ηc
m

ρ−1
−◦ηc

と，命題 37, 50, 59, 62により φcd は c, dについて自然である．
後は V の射 φcd が同型射であることを示せばよい．その為に σcd を合成

C(c,Gd) Fc,Gd−−−→ D(Fc, FGd) εd◦−−−−→ D(Fc, d)

で定め，次の図式を考える．

DFcd(II)

DFcd(IDFcFGFc)

DFcd

DFcdI

DFcdCcGFc

DFcdDFcFGFc

DFcdDFcFGFc

(DFcdI)DFcFGFc

DFcd(IDFcFGFc)

CGFcGd

CGFcGdI

CGFcGdCcGFc

DFGFcFGdDFcFGFc

DFGFcdDFcFGFc

(DFcdDFGFcFc)DFcFGFc

DFcd(DFGFcFcDFcFGFc)

CcGd

DFcFGd

DFcd

DFcdDFcFc

id⊗(id⊗Fηc)

ρ−1

id⊗ηc

id⊗F

id⊗id

ρ−1⊗id

α

ρ−1

id⊗ηc

F⊗F

(εd◦−)⊗id

m⊗id

α

F

εd◦−

m

id⊗λ−1

id⊗λ−1

id

G

G⊗id

G⊗id

FG⊗id

(−◦εF c)⊗id

(id⊗εF c)⊗id

id⊗(εF c⊗id)

−◦ηc

m

m

m

id⊗m

(λ)

(V )

(ρ)

(⊗)

(⊗)

(ε)

(∗)

(α)

(∗)

(F )

(31)

(D)

(α)，(λ)，(ρ)は自然性から可換である．(V )は coherence条件より可換である．(⊗)は
⊗が関手だから可換である．(ε)は εが V -自然変換だから可換である．(∗)は − ◦ f の定
義より可換である．(F ) は F が V -関手だから可換である．(D) は V -豊穣圏の条件より
可換である．(31) は命題 31 より可換である．以上によりこの図式は可換である．さて，
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左回りの合成から得られる射

D(Fc, d) ρ−1

−−→ D(Fc, d) ⊗ I

id⊗λ−1

−−−−−→ D(Fc, d) ⊗ (I ⊗ I)
id⊗(εF c⊗Fηc)−−−−−−−−−→ D(Fc, d) ⊗ (D(FGFc, Fc) ⊗ D(Fc, FGFc))
id⊗m−−−→ D(Fc, d) ⊗ D(Fc, Fc)
m−→ D(Fc, d)

において，V -随伴 F a Gより

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
εF c⊗Fηc−−−−−−→ D(FGFc, Fc) ⊗ D(Fc, FGFc) m−→ D(Fc, Fc)

は jFc と一致する．従って左回りの合成は idである．故に σcd ◦ φcd = idが分かった．
φcd ◦ σcd = idも同様にして

(II)CcGd

(CGFGdGdI)CcGd

CcGd

ICcGd

DFGddCcGd

CGFGdGdCcGd

CGFGdGdCcGd

CGFGdGd(ICcGd)

(CGFGdGdI)CcGd

DFcFGd

IDFcFGd

DFGddDFcFGd

CGFGdGdCGFcGFGd

CGFGdGdCcGFGd

CGFGdGd(CGdGFGdCcGd)

(CGFGdGdCGdGFGd)CcGd

DFcd

CGFcGd

CcGd

CGdGdCcGd

(Gεd⊗id)⊗id

λ−1

εd⊗id

G⊗id

id⊗id

id⊗λ−1

α

λ−1

εd⊗id

G⊗G

id⊗(−◦ηc)

id⊗m

α

G

−◦ηc

m

ρ−1⊗id

ρ−1⊗id

id

F

id⊗F

id⊗F

id⊗GF

id⊗(ηGd◦−)

id⊗(ηGd⊗id)

(id⊗ηGd)⊗id

εd◦−

m

m

m

m⊗id

(ρ)

(V )

(λ)

(⊗)

(⊗)

(η)

(∗)

(α)

(∗)

(G)

(32)

(D)

から分かる．よって φcd は同型射である．
(⇐=) φ : D(F−,□) ⇒ C(−, G□)を V -自然同型とする．C の射 ηc : c −V→ GFcを

I
jF c−−→ D(Fc, Fc) φc,F c−−−→ C(c,GFc))

76



で定める．命題 47, 51により ηc は cについて自然である．同様にして εd を

I
jGd−−→ C(Gd,Gd)

φ−1
Gd,d−−−−→ D(FGd, d))

により定めればこれも dについて自然である．
これらが等式

D D

C C

ε=⇒ η

=⇒
idD

G F

G

idC

=
D D

C C
idG=⇒

idD

G

G

idC

D D

C C=⇒

η =⇒ε

idC

F

G F

idD

=
D D

C C
=⇒ idF

idC

F

F

idD

を満たすことを示そう．まず Gεd ◦ ηGd = idGd を示す．そのためには次の図式の可換性
を示せばよい．

I

I ⊗ I

C(Gd,Gd) ⊗ D(FGd, FGd)

D(FGd, d) ⊗ D(FGd, FGd)

C(GFGd,Gd) ⊗ C(Gd,GFGd)

C(Gd,Gd) ⊗ C(Gd,Gd)

C(Gd,Gd)

D(FGd, d)

C(Gd,Gd)

λ−1

jGd⊗jF Gd

φ−1
Gd,d

⊗id

G⊗φGd,F Gd

m

φ−1
Gd,d

φGd,d

jGd⊗jGd

id⊗F

m

m

(C)

(φ−1)

(φ)

(C) は豊穣圏の定義より可換である．(φ)，(φ−1) は φ,φ−1 が V -自然変換だから可換で
ある．
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同様にして εFc ◦ Fηc = idFc も

I

I ⊗ I

C(GFc,GFc) ⊗ D(Fc, Fc)

D(GFc,GFc) ⊗ C(c,GFc)

D(FGFc, Fc) ⊗ D(Fc, FGFc)

D(Fc, Fc) ⊗ D(Fc, Fc)

D(Fc, Fc)

D(c,GFc)

D(Fc, Fc)

λ−1

jGF c⊗jF c

id⊗φc,F c

φ−1
GF c,F c

⊗F

m

φc,F c

φ−1
c,F c

jF c⊗jF c

G⊗id

m

m

(D)

(φ)

(φ−1)

から分かる．

4 エンド
4.1 V のエンド
ここではまず，V におけるエンドを考える．

定義. C を V -豊穣圏，T : Cop ⊗ C → V を V -関手とする．T のエンドとは組 〈e, ζ〉であっ
て，以下を満たすものである．

(1) e ∈ V は対象である．
(2) ζc : e → T (c, c)は c ∈ C について自然である．
(3) σc : x → T (c, c)が c ∈ C について自然なとき，V の射 h : x → eが一意に存在し
て ζc ◦ h = σc となる．

x e

T (c, c)

h

ζcσc

この eを記号
∫
c∈C

T (c, c)で表す．また ζ をこのエンドの counitという．双対的にコエ

ンド
∫ c∈C

T (c, c)も定義される (省略)．
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T : Cop ⊗ C → V を V -関手として，V の射 σc : x → T (c, c)が cについて自然であると
すると次の図式が可換である．

C(a, b) [T (a, a), T (a, b)]

C(a, b) [x, T (a, b)]

C(a, b) [T (b, b), T (a, b)]

T (a,−)ab

[σa,id]

[σb,id]

id

id

T (−,b)ab

この可換性は，随伴により次の図式の可換性と同値である．(ここで τ ′
ab, ξ

′
ab は随伴射で

ある．)

C(a, b) ⊗ T (a, a) T (a, b)

C(a, b) ⊗ x T (a, b)

C(a, b) ⊗ T (b, b) T (a, b)

τ ′
ab

id

id

id⊗σa

id⊗σb

ξ′
ab

更に随伴により，次の図式の可換性と同値である．(τab, ξab は随伴射である．)

T (a, a) [C(a, b), T (a, b)]

x [C(a, b), T (a, b)]

T (b, b) [C(a, b), T (a, b)]

τab

id

id

σa

σb

ξab

(∗)

よって σc : x → T (c, c) が c について自然であるとは，(∗) が可換であることだと分か
る．故に T のエンドとは τ, ξ :

∏
c∈Ob(C)

T (c, c) →
∏

c,d∈Ob(C)

[C(c, d), T (c, d)]の (圏 V にお

ける) equalizerである．今 V は完備だから，C が小さければこのエンドは存在する．
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4.2 関手圏 [C, D]

C,D を V -豊穣圏とし，C は小さいとする．F,G : C → D を V -関手とする．このとき
対象 [C,D](F,G) ∈ V を [C,D](F,G) :=

∫
c∈C

D(Fc,Gc) で定義する (上で述べた通り
このエンドは存在する)．またこのエンドの counit を (evc)FG で表すことにする．即ち
(evc)FG : [C,D](F,G) → D(Fc,Gc)である．これは cについて自然である．
F,G,H : C → D として ξc を合成

[C,D](G,H) ⊗ [C,D](F,G) (eva)GH ⊗(evc)F G−−−−−−−−−−−−→ D(Gc,Hc) ⊗ D(Fc,Gc)
mF c,Gc,Hc−−−−−−−→ D(Fc,Hc)

で定義する．命題 57 により (eva)GH ⊗ (evb)FG は a, b について自然である．命題 38,
45, 62によりmFa,Gb,Hc は a, b, cについて自然である．従って命題 48により ξc は c ∈ C
について自然である．故にエンドの普遍性から，次の点線の射が得られる．

[C,D](G,H) ⊗ [C,D](F,G) [C,D](F,H)

D(Gc,Hc) ⊗ D(Fc,Gc) D(Fc,Hc)

mF GH

(evc)F H(evc)GH ⊗(evc)F G

mF c,Gc,Hc

また，命題 45, 51より jFc : I → D(Fc, Fc)は c ∈ C について自然である．故にエンドの
普遍性から，V の射 jF : I → [C,D](F, F )が一意に存在して

I [C,D](F, F )

D(Fc, Fc)

jF

(evc)F FjF c

が可換となる．
Ob([C,D]) := Ob(Fun(C,D))と定める．

定理 67. 上記で定めた Ob([C,D])，[C,D](F,G)，mFGH , jF により [C,D]は V -豊穣圏
となる．この [C,D]を関手圏という．
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証明. まず結合律について示すため，次の五角柱の図式を考える．(
[C, D](H, K) ⊗ [C, D](G, H)

)
⊗ [C, D](F, G)

[C, D](G, K) ⊗ [C, D](F, G)

[C, D](H, K) ⊗ [C, D](F, H)

[C, D](F, K)

(
D(Hc, Kc) ⊗ D(Gc, Hc)

)
⊗ D(F c, Gc)

D(Hc, Kc) ⊗
(

D(Gc, Hc) ⊗ D(F c, Gc)
)

D(Gc, Kc) ⊗ D(F c, Gc)

D(Hc, Kc) ⊗ D(F c, Hc)

D(F c, Kc)

m⊗id

m

α

id⊗mm

(evc⊗evc)⊗evc

evc⊗evc

evc⊗evc

evc

[C, D](H, K) ⊗
(

[C, D](G, H) ⊗ [C, D](F, G)
)

evc⊗(evc⊗evc)

mGHK ⊗id

mF GK

α

id⊗mF GH

mF HK

上面の五角形が示すべき可換性である．底面の五角形は D が V -豊穣圏だから可換で
ある．側面の四角は mFGH の定義と α の自然性からすべて可換である．故にエンド
[C,D](F,K)の普遍性から上面の五角形が可換であることが分かる．
恒等射についても同様で，エンドの普遍性と次の図式から分かる．

I ⊗ [C,D](F,G) [C,D](F,G)

[C,D](G,G) ⊗ [C,D](F,G)

I ⊗ D(Fc,Gc) D(Fc,Gc)

D(Gc,Gc) ⊗ D(Fc,Gc)

λ

jGc⊗id m

id⊗evc evc

evc⊗evc

λ

jG⊗id mF GG
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[C,D](F,G) ⊗ I [C,D](F,G)

[C,D](F,G) ⊗ [C,D](F, F )

D(Fc,Gc) ⊗ I D(Fc,Gc)

D(Fc,Gc) ⊗ D(Fc, Fc)

ρ

id⊗jF c m

evc⊗id evc

evc⊗evc

ρ

id⊗jF mF F G

θ : F −V→ Gを [C,D]の射 (即ち V の射 θ : I → [C,D](F,G))とすると，a ∈ C に対し
て θa :=

(
I

θ−→ [C,D](F,G) (eva)F G−−−−−→ D(Fa,Ga)
)は D の射 Fa −V→ Gaであり，これは

a ∈ C について自然である (命題 46, 50)．逆に θa : Fa −V→ Gaを a ∈ C について自然な
D の射とすると，エンドの普遍性により

I [C,D](F,G)

D(Fa,Ga)

θ

(eva)F Gθa

となる θ : F −V→ Gが得られる．この対応により [C,D]の射とは V -自然変換 F ⇒ Gであ
り U([C,D]) = Fun(C,D)となる．

命題 68. 上記で定めた (eva)FG は V -関手 eva : [C,D] → D を与える．

証明. mFGH と jF を定義したときの図式から明らかに，eva が V -関手の条件を満たす
ことが分かる．

上で述べたことから，θ : F ⇒ Gを V -自然変換とすると eva(θ) = θa となる．つまり
eva は a成分を取る V -関手である．
この eva を使って V -関手 ev : [C,D] ⊗ C → D を ev(F,−) = F，ev(−, a) = eva によ
り定義することができる．
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. . . ) 補題 20を適用すればよい．即ち次の図式が可換であることを示せばよい．

[C,D](F,G) ⊗ C(a, b)

C(a, b) ⊗ [C,D](F,G)

D(Fb,Gb) ⊗ D(Fa, Fb)

D(Fa,Gb)

D(Ga,Gb) ⊗ D(Fa,Ga)

evb⊗F

m

γ

G⊗eva

m

この図式は書きかえると

D(Ga,Gb) ⊗ D(Fa,Ga) D(Fa,Gb)

C(a, b) ⊗ [C,D](F,G) D(Fa,Gb)

D(Fa, Fb) ⊗ D(Fb,Gb) D(Fb,Gb) ⊗ D(Fa, Fb) D(Fa,Gb)

m

id

id

G⊗eva

F⊗evb

γ m

(⋆)

となるから，随伴により

D(Ga,Gb) [D(Fa,Ga),D(Fa,Gb)]

C(a, b) [[C,D](F,G),D(Fa,Gb)]

D(Fa, Fb) [D(Fb,Gb),D(Fa,Gb)]

D(Fa,−)

[eva,id]

[evb,id]

G

F

D(−,Gb)

の可換性を示せばよいが，これは counit eva : [C,D](F,G) → D(Fa,Ga) が a につ
いて自然であることから可換である．

命題 69. F : C → D を V -関手とするとき Fab : C(a, b) → D(eva(F ), evb(F )) は F ∈
[C,D]について自然である．
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証明. 次の図式が可換であることを示せばよい．

D(Fb,Gb) [D(Fa, Fb),D(Fa,Gb)]

[C,D](F,G) [C(a, b),D(Fa,Gb)]

D(Fa,Ga) [D(Ga,Gb),D(Fa,Gb)]

D(Fa,−)

[Fab,id]

[Gab,id]

evb

eva

D(−,Gb)

これは随伴により次の可換性と同値である．

D(Fb,Gb) ⊗ D(Fa, Fb) D(Fa,Gb)

[C,D](F,G) ⊗ C(a, b) D(Fa,Gb)

D(Fa,Ga) ⊗ D(Ga,Gb) D(Fa,Gb)D(Ga,Gb) ⊗ D(Fa,Ga)

m

id

id

evb⊗Fa

eva⊗Gab

γ m

これは上の (⋆)から分かる通り可換である．

4.3 米田の補題
命題 70. B が小さいとき全単射 HomV -Cat(A ⊗ B, C) ∼= HomV -Cat(A, [B, C]) が存在
する．

証明. T : A ⊗ B → C を V -関手とする．a ∈ A に対して T̃ (a) := T (a,−) とすれば
T̃ (a) ∈ [B, C]である．
次に a, a′ ∈ A，b ∈ Bとすると T (−, b)aa′ : A(a, a′) → C(T (a, b), T (a′, b))は b ∈ Bに
ついて自然である (命題 60)．従ってエンドの普遍性により V の射

A(a, a′) →
∫
b∈B

C(T (a, b), T (a′, b)) = [B, C](T̃ (a), T̃ (a′))

が得られる．これを T̃aa′ とすれば，これは T̃ : A → [B, C]を定める．
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. . . ) まず次の図式が可換であることを示す．

A(a1, a2) ⊗ A(a0, a1)

[B, C](T̃ a1, T̃ a2) ⊗ [B, C](T̃ a0, T̃ a1)

A(a0, a2)

[B, C](T̃ a0, T̃ a2)

m

T̃a0a2T̃a1a2 ⊗T̃a0a1

m

(∗)

この図式の右回りの合成は，b ∈ B について自然な射

A(a1, a2) ⊗ A(a0, a1) m−→ A(a0, a2) T (−,b)−−−−→ C(T (a0, b), T (a2, b)) (∗∗)

からエンドの普遍性で得られる射である．一方，左回りの合成について考えるため，
b ∈ B に対して次の図式を考える．

A(a1, a2) ⊗ A(a0, a1)

[B, C](T̃ a1, T̃ a2) ⊗ [B, C](T̃ a0, T̃ a1)

[B, C](T̃ a0, T̃ a2)

A(a0, a2)

C(T (a1, b), T (a2, b)) ⊗ C(T (a0, b), T (a1, b))

C(T (a0, b), T (a2, b))

T̃⊗T̃

m

T (−,b)⊗T (−,b)

m

evb⊗evb

evb

m

T (−,b)(T̃ )

(evb)

(T )

(T )，(evb)は T (−, b)，evb が V -関手だから可換である．(T̃ )は T̃ の定義より可換で
ある．以上によりこの図式は可換だから，左回りの合成も (∗∗) からエンドの普遍性
により得られる射である．従って (∗)は可換である．
後は次の図式が可換であることを示せばよい．

I A(a, a)

[B, C](T̃ (a), T̃ (a))

ja

T̃aaj
T̃ (a)

これも
I C(a, a)

C(T (a, s), T (a, s))

ja

T (−,s)
jT (a,s)

が可換であることから，エンドの普遍性により分かる．
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この対応 HomV -Cat(A ⊗ B, C) 3 T 7→ T̃ ∈ HomV -Cat(A, [B, C])が全単射であること
を示せばよい．そのために V -関手K : A → [B, C]に対して K̃ を合成

A ⊗ B K⊗id−−−→ [B, C] ⊗ B ev−→ C

で定める．このとき T : A⊗B → C に対して ˜̃
T = T と，K : A → [B, C]に対して ˜̃

K = K

を示せばよい．
a, a′ ∈ A，b, b′ ∈ B とする．まず対象については ˜̃

T (a, b) = ev(T̃ (a), b) = T (a, b)であ
る．また ˜̃

T 〈a,b〉〈a′,b′〉 は

A(a, a′) ⊗ B(b, b′) T̃aa′ ⊗id−−−−−→ [B, C](T̃ a, T̃ a′) ⊗ B(b, b′)
ev

〈T̃ a,b〉〈T̃ a′,b′〉−−−−−−−−−−→ C(T (a, b), T (a′, b′))

で与えられる．ここで ev〈T̃ a,b〉〈T̃ a′,b′〉 は定義より

A(a, a′) ⊗ B(b, b′)
(evb′ )

T̃ aT̃ a′ ⊗T (a,−)bb′

−−−−−−−−−−−−−−−→ C(T (a, b′), T (a′, b′)) ⊗ C(T (a, b), T (a, b′))
m−→ C(T (a, b), T (a′, b′))

である．また T̃aa′ の定義より

A(a, a′) [B, C](T̃ a, T̃ a′)

C(T (a, b′), T (a′, b′))

T̃aa′

(evb′ )
T̃ aT̃ a′

T (−,b′)aa′

は可換である．故に ˜̃
T 〈a,b〉〈a′,b′〉 は

A(a, a′) ⊗ B(b, b′)
T (−,b′)aa′ ⊗T (a,−)bb′−−−−−−−−−−−−−−→ C(T (a, b′), T (a′, b′)) ⊗ C(T (a, b), T (a, b′))
m−→ C(T (a, b), T (a′, b′))

即ち T〈a,b〉〈a′,b′〉 に一致する．
以上により ˜̃

T = T が分かった．
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次に K について考える．まず対象については ˜̃
K(a) = K̃(a,−) = ev(Ka,−) = Ka

である．また ˜̃
Kaa′ は K̃(−, b)aa′ : A(a, a′) → C(Ka(b),Ka′(b)) からエンドの普遍性に

よって得られる射である．ここで K̃(−, b)aa′ は

A(a, a′) Kaa′−−−→ [B, C](Ka,Ka′) (evb)KaKa′−−−−−−−→ C(Ka(b),Ka′(b))

で与えられる．故にエンド [B, C](Ka,Ka′)の普遍性から ˜̃
Kaa′ = Kaa′ である．

従って ˜̃
K = K である．

C を小 V -豊穣圏とする．Ĉ := [Cop,V]と置く．命題 70により，全単射

HomV -Cat(Cop ⊗ C,V) ∼= HomV -Cat(C ⊗ Cop,V) ∼= HomV -Cat(C, [Cop,V])

= HomV -Cat(C, Ĉ)

が得られる．

定義. この全単射で C(−,□) : Cop ⊗ C → V に対応する V -関手を y : C → Ĉ と書き米田埋
込と呼ぶ．

命題 70の証明より，yab : C(a, b) → Ĉ(y(a), y(b))は

C(a, b) Ĉ(y(a), y(b))

[C(c, a), C(c, b)]

yab

evc
C(c,−)ab

により得られる射である．従って C の射 f : a −V→ bに対して，V -自然変換 y(f) : y(a) ⇒
y(b)の c成分は f ◦ − : C(c, a) → C(c, b)である．

補題 71. C を小 V -豊穣圏，G : Cop → V を V -関手とする．このとき a ∈ C に対して同
型 Hom

U(Ĉ)(y(a), G) ∼= HomV (I,Ga)が成り立つ．

証明. θ : y(a) ⇒ Gを V -自然変換とする．このとき θa : C(a, a) → Gaとみなせる．よっ
て h(θ) := θa ◦ ja : I → Ga が定義できる．逆に h : I → Ga と c ∈ C に対して V の射
θ(h)c を C(c, a) Gac−−→ [Ga,Gc] [h,id]−−−→ [I,Gc] i−1

−−→ Gc により定めれば，これは命題 38,
59, 65 により cについて自然である．よって V -自然変換 θ(h) : y(a) ⇒ Gを定める．こ
れらの対応が互いに逆であることを示せばよい．
まず h : I → Gaとする．V -関手の条件 G(ja) = jGa に注意すると

h(θ(h)) = θ(h)a ◦ ja = (i−1 ◦ [h, id] ◦Gaa) ◦ ja = i−1 ◦ [h, id] ◦ jGa
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だから [h, id] ◦ jGa = i ◦ hを示せばよい．それは

I ⊗Ga Ga

I ⊗ I I Ga

Gc⊗ I Ga

λ

id

id

id⊗h

h⊗id

ρ

λ= ρ

h

h

が可換であるから，随伴により

I [Ga,Ga]

I [I,Ga]

Gc [I,Ga]

jGa

[h,id]

[id,id]

id

h

i

が可換となり [h, id] ◦ jGa = i ◦ hである．
次に θ : y(a) ⇒ Gに対して θ(h(θ)) = θ を示す．その為に次の図式を考える．

C(c, a) [C(a, a), C(c, a)] [I, C(c, a)] C(c, a)

[Ga,Gc] [C(a, a), Gc] [I,Gc] Gc

C(−,a)ac [ja,id] i−1

Gac [id,θc] [id,θc] θc

[θa,id] [ja,id] i−1

(θ) (∗) (i)

θ が V -自然変換だから (θ)は可換である．(∗)は [−,−]が関手だから可換である．(i)は
iが自然だから可換である．
この図式で射を左回りに合成すると

i−1 ◦ [ja, id] ◦ [θa, id] ◦Gac = i−1 ◦ [h(θ), id] ◦Gac = θ(h(θ))c

である．故に右回りが θc になること，つまり(
C(c, a) C(−,a)ac−−−−−−→ [C(a, a), C(c, a)] [ja,id]−−−−→ [I, C(c, a)] i−1

−−→ C(c, a)
)

= id
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を示せばよい．それは次の図式が可換であり (ここで ja : I −V→ C(a, a)に対応する V の射
を j̃a : I −V→ C(a, a)とする)，

C(c, a)

C(c, a) ⊗ I

C(c, a) ⊗ [I, C(a, a)]

C(c, a) ⊗ C(a, a)

C(a, a) ⊗ C(c, a)

[C(a, a), C(c, a)]

[C(a, a), C(c, a)] ⊗ I

[C(a, a), C(c, a)] ⊗ [I, C(a, a)]

[C(a, a), C(c, a)] ⊗ C(a, a)

C(c, a)

[I, C(c, a)]

ρ−1

id⊗j̃a

id⊗i−1

γ

ρ−1

id⊗j̃a

id⊗i−1

ev

C(−,a)ac

C(−,a)ac⊗id

C(−,a)ac⊗id

C(−,a)ac⊗id

m

[ja,id]

m

i−1

(ρ)

(⊗)

(⊗)

(C(−, a))

(− ◦ ja)

(63)

更に左回りの合成が次の図式から idとなり分かる．

C(c, a) C(c, a) ⊗ I

I ⊗ C(c, a)

C(c, a) ⊗ [I, C(a, a)]

[I, C(a, a)] ⊗ C(c, a)

C(c, a) ⊗ C(a, a)

C(a, a) ⊗ C(c, a)

C(c, a)

γ γ γ

m

ρ−1

λ−1

id

id⊗j̃a

j̃a⊗id

ja⊗id

id⊗i−1

i−1⊗id

(V ) (γ) (γ)

(ja)

(C)

定理 72 (米田の補題). C を V -豊穣圏，F : Cop → V を V -関手とする．このとき a ∈ C
に対して V での同型 Ĉ(y(a), F ) ∼= Faが成り立つ．

証明. まず c ∈ C，x ∈ V に対して同型

HomV (x, [C(c, a), F c]) ∼= HomV (x⊗ C(c, a), F c) ∼= HomV (C(c, a), [x, Fc]) (∗)

が成り立つ．以下この証明の中では，この同型により f : x → [C(c, a), F c]に対応する射
を f ′ : C(c, a) → [x, Fc] で表す．補題 52, 55 により，f が c について自然であることは
f ′ が cについて自然であることと同値である．
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さて，定義により Ĉ(y(a), F ) = [Cop,V](y(a), F ) =
∫
c∈Cop

[C(c, a), F c]である．c ∈ C

に対して ζaFc : Fa → [C(c, a), F c]を (ζaFc )′ = Fac となるように取る．命題 59より Fac

は cについて自然だから，ζaFc も cについて自然である．〈Fa, ζaF 〉が [C(−, a), F□]の
エンドであることを示せばよい．
そのために σc : x → [C(c, a), F c]が cについて自然とする．このとき σ′

c は V -自然変換
σ′ : y(a) ⇒ [x, F−]を与える．補題 71より，ある h : I → [x, Fa]が存在して σ′ = θ(h)
と書ける．この hに対応する射 h̃ : x → Faを取る．このとき ζaFc ◦ h̃ = σc となる．

. . . ) つまり図式
x [C(c, a), F c]

Fa [C(c, a), F c]

σc

[id,id]h̃

ζaF
c

の可換性を示せばよい．そのためには同型 (∗)により

C(c, a) [x, Fc]

C(c, a) [Fa, Fc]

σ′
c

[̃h,id]id

Fac

(⋆)

の可換性を示せばよい．そこで次の図式を考える．

C(c, a) [x, Fc]

[Fa, Fc] [I, [Fa, Fc]]

[I, [x, Fc]]

[Fa, Fc] [[x, Fa], [x, Fc]]

Fac

id

i−1

[id,[̃h,id]]

[h,id]

σ′
c

[̃h,id]

i

[x,−]

(⋆) (i)

(♦)

まず θ(h)の定義と σ′ = θ(h)より，一番外側は可換である．(i)は iの自然性により
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可換である．(♦)の可換性は，随伴により

[Fa, Fc] ⊗ I [Fa, Fc]

[Fa, Fc] ⊗ I [x, Fc]

[Fa, Fc] ⊗ [x, Fa] [x, Fc]

ρ

[̃h,id]

id

id⊗id

id⊗h

m

の可換性と同値であるが，これは命題 34により可換である．以上により (⋆)も可換
である．

従って h̃の一意性を示せば 〈Fa, ζaF 〉が [C(−, a), F□]のエンドであると分かる．
そこで k̃ : x → Fa が ζc ◦ k̃ = σc を満たすとする．すると上記と同様の議論により

θ(k) = θ(h)が分かる．故に h = k，即ち h̃ = k̃ となる．

定理 73. 米田の補題 (定理 72)で得られた同型を φaF : Ĉ(y(a), F ) → Fa = ev(F, a)と
するとき φaF は a ∈ C と F ∈ Ĉ について自然である．

証明. 命題 44より ψaF := φ−1
aF の自然性を示せばよい．ここで ψaF は

Fa Ĉ(y(a), F )

[C(c, a), F c]

ψaF

evc
ζaF

c

を可換にする射である．(ζaFc は定理 72の証明を参照．)
まず aについて自然であることを示す．即ち

[Fb, Fa] [Fb, Fa]

C(a, b) [Fb, Ĉ(y(a), F )]

Ĉ(y(a), y(b)) [Ĉ(y(b), F ), Ĉ(y(a), F )]

id

[id,ψaF ]

[ψbF ,id]

Fab

yab

Ĉ(−,F )
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の可換性を示す．そのためには随伴により次の図式の可換性を示せばよい．

[Fb, Fa] ⊗ Fb Fa

C(a, b) ⊗ Fb Ĉ(y(a), F )

Ĉ(y(a), y(b)) ⊗ Ĉ(y(b), F ) Ĉ(y(a), F )Ĉ(y(b), F ) ⊗ Ĉ(y(a), y(b))

ev

ψaF

id

Fab⊗id

yab⊗ψbF

γ m

(∗)

そのために次の図式を考える．(上面が (∗)である．)

[Fb, Fa] ⊗ Fb Fa

C(a, b) ⊗ Fb Ĉ(y(a), F )

Ĉ(y(a), y(b)) ⊗ Ĉ(y(b), F )

[Fb, Fa] ⊗ Fb Fa

C(a, b) ⊗ Fb [C(c, a), F c]

[C(c, a), C(c, b)] ⊗ [C(c, b), F c] [C(c, b), F c] ⊗ [C(c, a), C(c, b)] [C(c, a), F c]

ev

ζaF
c

id

Fab⊗id

C(c,−)⊗ζbF
c

γ m

id

id

evc⊗evc

id

evc

ev

ψaF

Fab⊗id

yab⊗ψbF

Ĉ(y(b), F ) ⊗ Ĉ(y(a), y(b))
m

evc⊗evc

γ

側面の四角は ψ, ev, y の定義などから可換である．底面の可換性は随伴により次の図式の
可換性と同値である．

[Fb, Fa] [Fb, Fa]

C(a, b) [Fb, [C(c, a), F c]]

[C(c, a), C(c, b)] [[C(c, b), F c], [C(c, a), F c]]

id

[id,ζaF
c ]

[ζbF
c ,id]

Fab

C(c,−)

[−,Fc]

これは ζaFc が aについて自然だから可換である．
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以上によりエンドの普遍性から上面も可換となり，(∗)が可換であることが分かった．
次に F について自然であることを示す．即ち

[Fa,Ga] [Fa,Ga]

Ĉ(F,G) [Fa, Ĉ(y(a), G)]

Ĉ(F,G) [Ĉy(a), F ), Ĉ(y(a), G)]

id

[id,ψaG]

[ψaF ,id]

eva

id

Ĉ(y(a),−)

の可換性を示す．そのためには随伴により次の図式の可換性を示せばよい．

[Fa,Ga] ⊗ Fa Ga

Ĉ(F,G) ⊗ Fa Ĉ(y(a), G)

Ĉ(F,G) ⊗ Ĉ(y(a), F ) Ĉ(y(a), G)

ev

ψaG

id

eva⊗id

id⊗ψaF

m

(∗∗)

そのために次の図式を考える．(上面が (∗∗)である．)

[Fa,Ga] ⊗ Fa Ga

Ĉ(F,G) ⊗ Fa Ĉ(y(a), G)

Ĉ(F,G) ⊗ Ĉ(y(a), F )

[Fa,Ga] ⊗ Fa Ga

Ĉ(F,G) ⊗ Fa [C(c, a), Gc]

[Fc,Gc] ⊗ [C(c, a), F c] [C(c, a), Gc]

ev

ζaG
c

id

eva⊗id

evc⊗ζaF
c

m

id

id

evc⊗evc

id

evc

ev

ψaG

eva⊗id

id⊗ψaF

Ĉ(y(a), G)
id

evc

m

側面の四角は ψ, evの定義などから可換である．底面の可換性は随伴により次の図式の可
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換性と同値である．

[Fa,Ga] [Fa,Ga]

Ĉ(F,G) [Fa, [C(c, a), Gc]]

[Fc,Gc] [[C(c, a), F c], [C(c, a), Gc]]

id

[id,ζaG
c ]

[ζaF
c ,id]

eva

evc

[C(c,a),−]

これは補題 52, 55と命題 69より ζaFc が F について自然だから可換である．
以上によりエンドの普遍性から上面も可換となり，(∗∗) が可換であることが分かっ
た．

例 74. 単位的環 Rを 1点 Ab-categoryとみなしたとき (例 10)，R̂ = ModR (右 R加
群の圏)とみなせる．

. . . ) F : Rop → Abを Ab-関手とする．このときM := F (∗)はアーベル群であり，
r ∈ RのM への右作用が Fr : M → M により定まり，M は右 R加群となる．逆に
M を右 R加群とすれば，Ab-関手 Rop → Abが定まることも分かる．
F,G : Rop → Ab を Ab-関手として Ab-自然変換 θ : F ⇒ G を考える．即ち射

θ∗ : 1 → HomAb(F (∗), G(∗)) である．これは R 準同型とみなせる．逆に R 準同型
から V -自然変換が定まる．
以上の対応により R̂ = ModR とみなせる．

同様にして R → Abは左 R加群であり，R⊗ Sop → Abは左 R右 S 加群である．
y : R → R̂を米田埋込とすれば y(∗) ∈ R̂は右 R加群 Rである．よってM ∈ R̂とすれ
ば米田の補題により R̂(y(∗),M) ∼= M(∗)である．これは言い換えると HomR(R,M) ∼=
M である．
次にM : Rop → Ab，N : R → AbをAb-関手とする．即ちM は右R-加群でN は左

R-加群である．このときAb-関手 T = M ⊗N : Rop ⊗R → Abが T (∗, ∗) := M ⊗ZN，
T (r, s) := Mr ⊗Z Ns により定まる．

∫ ∗∈R
T (∗, ∗) = M ⊗R N である．それを示すた

め，まず写像 f : M ×N → M ⊗R N を f(m,n) := m⊗R nで定める．これは双線型で
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ある．
M ×N M ⊗R N

M ⊗Z N

f

⊗
ζ∗

よってテンソル積の普遍性により準同型 ζ∗ : M ⊗Z N → M ⊗R N が得られる．m ∈ M，
n ∈ N，r ∈ Rに対して

ζ∗ ◦ T (id, r)(m⊗Z n) = m⊗R rn,

ζ∗ ◦ T (r, id)(m⊗Z n) = mr ⊗R n

となる．従って ζ∗ ◦ T (id, r) = ζ∗ ◦ T (r, id) である．故に ζ∗ : T (∗, ∗) → M ⊗R N は
∗ ∈ Rについて自然である．
σ∗ : T (∗, ∗) → X が ∗ ∈ Rについて自然であるとする．m ∈ M，n ∈ N，r ∈ Rに対
して

σ∗ ◦ T (id, r)(m⊗Z n) = σ∗(m⊗Z rn),
σ∗ ◦ T (r, id)(m⊗Z n) = σ∗(mr ⊗Z n)

なので σ∗(m ⊗Z rn) = σ∗(mr ⊗Z n)である．故に f : M ⊗R N → X を f(m ⊗R n) :=
σ∗(m ⊗Z n) で定めれば f ◦ ζ∗ = σ∗ となる．またこのような f は明らかに一意である．
以上によりM ⊗R N =

∫ ∗∈R
T (∗, ∗)である．

定義. V -関手 F : C → D が V -忠実充満
⇐⇒各対象 a, b ∈ C に対して，V の射 Fab : C(a, b) → D(Fa, Fb)が同型射．

系 75. 米田埋込 y : C → Ĉ は V -忠実充満である．

証明. yab : C(a, b) → Ĉ(y(a), y(b))はエンドの普遍性により

C(a, b) Ĉ(y(a), y(b))

[C(c, a), C(c, b)]

yab

evc
C(c,−)ab
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から定まる V の射である．これは定理 73で F = C(−, b)としたときの ψaF と一致する．

C(a, b) Ĉ(y(a), y(b))

[C(c, a), C(c, b)]

ψaF

evc

C(c,−)ab=ζaF
c

故に yab は同型射である．

V -関手 F : C → Dに対して，underlying functor U(F )が与える写像 HomUC(a, b) →
HomUD(Fa, Fb)は HomV (I, Fab) = (Fab ◦ −)で与えられる．故に F が V -忠実充満な
らば U(F )は忠実充満である．

系 76. y(a) ∼= y(b)ならば a ∼= bである．

証明. y が V -忠実充満だから underlying functor U(y) も忠実充満であり，従って con-
servativeである．

命題 77. θc : C(c, a) → C(c, b)が c ∈ C について自然なとき，ある h : a −V→ bが存在して
θc = h ◦ −と書ける．このとき h =

(
I
ja−→ C(a, a) θa−→ C(a, b)

)である．
証明. θ : y(a) ⇒ y(b)が V -自然変換 (即ち Ĉ の射)で，y : C → Ĉ が V -忠実充満だから，
ある C の射 h : a −V→ bが存在して θ = y(h)と書ける．このとき θc = y(h)c = h ◦ −であ
る．また命題 27より(

I
ja−→ C(a, a) θa−→ C(a, b)

)
=
(
I
ja−→ C(a, a) h◦−−−−→ C(a, b)

)
= h ◦ ja = h

である．

定義. V -関手 F : C → V が表現可能
⇐⇒ある a ∈ C と V -自然同型 F ∼= C(a,−)が存在する．

このとき aは F を表現するという．系 76により，表現可能 V -関手を表現する対象は
同型を除いて一意である．

定理 78. T : Cop ⊗ D → V を V -関手として，各 c ∈ C に対して T (c,−)が表現可能であ
るとする．このときある V -関手 F : C → D が存在して D(Fc,−) ∼= T (c,−)となる．更
にこれは cに関して自然である．
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証明. c ∈ C に対して T (c,−) を表現する対象を Fc とし，V -自然同型 θc : D(Fc,−) ⇒
T (c,−)を取る．即ち d ∈ D に対して (θc)d : D(Fc, d) → T (c, d)は V の同型射である．
ηc :=

(
I
jF c−−→ D(Fc, Fc) (θc)F c−−−−→ T (c, Fc)

)と置く．
※ 補題 71の証明により，(θc)d は合成

D(Fc, d) T (c,−)−−−−→ [T (c, Fc), T (c, d)] [ηc,id]−−−−→ [I, T (c, d)] i−1

−−→ T (c, d) (♥)

と一致する．今から我々は Fab をうまく定義することで F を V -関手にするのである
が，その時 (θc)d が c ∈ C について自然になるためには (合成 (♥)と命題 46，59，65
により) ηc : I → T (c, Fc)が cについて自然になればよい．即ち次の図式の一番外側
が可換になればよい．

D(Fa, Fb)

[T (a, Fa), T (a, Fb)]

C(a, b) [I, T (a, Fb)]

[T (b, Fb), T (a, Fb)]

Fab

T (a,−)
[ηa,id]

T (−,Fb)ab [ηb,id]

T (a, Fb)(θa)F b
i

(♥)

(4)

ここで (♥)は上で述べた合成により可換である．故に Fab を定義するには (4)を可
換にするようにすればよいと分かる．

a, b ∈ C に対して V の射 Fab を合成

C(a, b) T (−,Fb)ab−−−−−−−→ [T (b, Fb), T (a, Fb)] [ηb,id]−−−−→ [I, T (a, Fb)]

i−1

−−→ T (a, Fb)
(θa)−1

F b−−−−→ D(Fa, Fb)

により定める (上の (4)を参照)．これにより F は V -関手 C → D となる．
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. . . ) まず次の図式 [A]を考える．

CbcCab

DFbFcCab

DFbFc[TbFb, TaFb]

DFbFc[DFbFb, TaFb]

DFbFc[I, TaFb]

DFbFcTaFb

DFbFcDFaFb

CabCbc

CabDFbFc

[TaFb, TaFc][TbFb, TaFb]

[TaFb, TaFc][DFbFb, TaFb]

[TaFb, TaFc][I, TaFb]

[TaFb, TaFc]TaFb

[TbFc, TaFc]Cbc

[TbFc, TaFc]DFbFc

[TbFc, TaFc][TbFb, TbFc]

[TbFb, TaFc]

[DFbFb, TaFc]

[I, TaFc]

TaFc

DFaFc

F⊗id

id⊗T (−,Fb)

id⊗[(θb)F b,id]

id⊗[jF b,id]

id⊗i−1

id⊗(θa)−1
F b

id⊗F

id⊗[(θb)F b,id]

id⊗[jF b,id]

id⊗i−1

id⊗F

id⊗T (b,−)

m

[(θb)F b,id]

[jF b,id]

i−1

(θa)−1
F c

γ

γ

T (a,−)⊗id

T (a,−)⊗id

T (a,−)⊗id

T (a,−)⊗id

m

T (−,Fc)⊗id

T (−,Fc)⊗id

m

m

m

ev

(γ) (⊗)

(19)

(⊗) (m)

(⊗) (m)

(⊗) (63)

(∗)

(γ)，(m) は γ，m の自然性により可換である．(⊗) は ⊗ が関手だから可換である．
(19)，(63) は補題 19，63 により可換である．(∗) については，(θa)−1

d : T (a, d) →
D(Fa, d)が d ∈ D について自然だから，次の図式が可換となり，従って随伴を考え
れば分かる．

[T (a, Fb), T (a, Fc)] [T (a, Fb), T (a, Fc)]

D(Fb, Fc) [T (a, Fb),D(Fa, Fc)]

D(Fb, Fc) [D(Fa, Fb),D(Fa, Fc)]

id

[id,(θa)−1
F c

]

[(θa)−1
F b
,id]

T (a,−)

id

D(Fa,−)
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次に次の図式 [B]を考える．

[TbFc, TaFc]Cbc

[TbFc, TaFc][TcFc, TbFc]

[TbFc, TaFc][DFcFc, TbFc]

[TbFc, TaFc][I, TbFc]

[TbFc, TaFc]TbFc

[TbFc, TaFc]DFbFc

[TbFc, TaFc][TbFb, TbFc]

[TbFb, TaFc]

[DFbFb, TaFc]

[I, TaFc]

TaFc

DFaFc

[TbFc, TaFc][DFbFb, TbFc]

[TbFc, TaFc][I, TbFc]

[TcFc, TaFc]

[DFcFc, TaFc]

[I, TaFc]

TaFc

id⊗F

id⊗T (−,Fc)

id⊗[(θc)F c,id]

id⊗[ȷF c,id]

id⊗i−1

id⊗(θb)−1
F c

id⊗T (b,−)

m

[(θb)F b,id]

[jF b,id]

i−1

(θa)−1
F c

id⊗[jF b,id]

[(θc)F c,id]

[ȷF c,id]

i−1

m

m

m

ev

id⊗[(θb)F b,id]

m

m

id⊗i

id

(F )

(∗)

(m)

(m)

(63)

(m)

(m)

(63)

(F )は F の定義である．(m)は mの自然性により可換である．(63)は補題 63によ
り可換である．(∗)が可換であることを示すには，η の定義 (ηb = (θb)Fb ◦ jFb)より
次の図式の可換性を示せばよいが，それは上で述べた合成 (♥)より分かる．

[TbFc, TaFc]DFbFc [TbFc, TaFc]TbFc

[TbFc, TaFc][TbFb, TbFc] [TbFc, TaFc][I, TbFc]

id⊗(θb)−1
F c

id⊗iid⊗T (b,−)

id⊗[ηb,id]
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これらを組み合わせて次の図式を得る．

CbcCab

DFbFcDFaFb DFaFc

Cac

Fbc⊗Fab

mabc

mF aF bF c

Fac

[A]

(∗)

[B]

ここで (∗)は T (−, F c)が V -関手だから可換である．
また次の図式も明らかに可換である．

C(a, a)

[T (a, Fa), T (a, Fa)]

[I, T (a, Fa)]

T (a, Fa)

D(Fa, Fa)

I

T (−,Fa)

[ηa,id]

i−1

(θa)−1
F a

F

ja

jT (a,F a)

jF a

T (a,−)

故に F は V -関手である．

このとき上で述べた通り，Fab の定義から θc : D(Fc,−) ⇒ T (c,−)は c ∈ C について自
然である．

定義. x ∈ V，a ∈ C を対象とする．

(1) V -関手 [x, C(a,−)]が表現可能なとき，これを表現する対象を copower object (も
しくは tensor object)といい x� aで表す．

(2) V -関手 [x, C(−, a)]が表現可能なとき，これを表現する対象を power object (もし
くは cotensor object)といい x ⋔ aで表す．

定義より C(x� a, b) ∼= [x, C(a, b)]，C(b, x ⋔ a) ∼= [x, C(b, a)]である．
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定義. C を V -豊穣圏とする．

(1) C が copowerを持つ⇐⇒任意の x ∈ V，a ∈ C に対して x� aが存在する．
(2) C が powerを持つ⇐⇒任意の x ∈ V，a ∈ C に対して x ⋔ aが存在する．

例 79. V = Setの場合，圏C と a, b ∈ C，x ∈ Setに対して x�a ∼=
∐
i∈x

a，x ⋔ a ∼=
∏
i∈x

a

である．

証明. bについて自然に

Set(x,C(a, b)) ∼=
∏
i∈x

C(a, b) ∼= C
(∐
i∈x

a, b
)
,

Set(x,C(b, a)) ∼=
∏
i∈x

C(b, a) ∼= C
(
b,
∏
i∈x

a
)
.

例 80. C = V の場合を考える．[u, [v, w]] ∼= [v, [u,w]] だった．この同型を与える射
を θu : [u, [v, w]] → [v, [u,w]] とするとこれは u ∈ V について自然である．よって
u ⋔ w = [u,w] である．同様にして u � v = u ⊗ v が分かる．以上により V は power，
copowerを持つ．

C が copowerを持つとき，定理 78を適用すれば，copowerが V -関手 � : V ⊗ C → C
を定めることが分かる．同様にして powerは V -関手 ⋔ : Vop ⊗ C → C を定める．

4.4 一般のエンド
ここでは，一般の V -豊穣圏 D におけるエンドを定義する．

命題 81. T : Cop ⊗ C → V を V -関手として，T のエンド 〈
∫
c
T (c, c), ζ〉が存在するとす

る．[idx, ζc] : [x,
∫
c
T (c, c)] → [x, T (c, c)]は cについて自然だから，これが定める wedge

を [idx, ζ]とする．このとき x ∈ V に対して 〈[x,
∫
c
T (c, c)], [idx, ζ]〉は [x, T (−,□)]のエ

ンドである．(従って [x,
∫
c
T (c, c)] ∼=

∫
c
[x, T (c, c)]であり [x,−]はエンドと交換する．)

証明. V の射 σc : u → [x, T (c, c)] が c ∈ C について自然だとする．このとき随伴射
σ̃c : u⊗ x → T (c, c)も cについて自然である．故にエンド ∫

c
T (c, c)の普遍性から，V の
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射 h : u⊗ x →
∫
c
T (c, c)が一意に存在して

u⊗ x

∫
c

T (c, c)

T (c, c)

h

ζa
σ̃a

が可換になる．このとき随伴により

u
[
x,

∫
c

T (c, c)
]

[x, T (c, c)]

h̃ :=h の随伴射

[idx,ζa]σa

も可換である．hが一意だからこのような h̃も一意である．

命題 82. T : Cop ⊗ C ⊗ D → V を V -関手として，任意の d ∈ D に対してエンド
〈
∫
c
T (c, c, d), ζd〉が存在するとする．このとき次の条件を満たす V -関手 F : D → V が一

意に存在する．

(1) d ∈ D に対して Fd =
∫
c∈C

T (c, c, d)．
(2) s ∈ C に対して，counitが定める ζds : Fd → T (s, s, d)は dについて自然である．

証明. まずこのような F が存在したとする．ζds : Fd → T (s, s, d)が d ∈ D について自然
だから

[Fa, Fb]

D(a, b) [Fa, T (s, s, b)]

[T (s, s, a), T (s, s, b)]

Fab
[id,ζb

s ]

T (s,s,−)ab [ζa
s ,id]

が可換である．この下回りの合成は命題 48, 60より sについて自然である．また命題 81
より 〈[Fa, Fb], [id, ζb]〉はエンドである．故にこのエンドの普遍性から，このような Fab

は一意であり，従って F も一意である．
よって F が存在することを示せばよい．そのためには，上記のエンドによって得られ
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る射 (次の図式の点線の射)を Fab として，

[Fa, Fb]

D(a, b) [Fa, T (s, s, b)]

[T (s, s, a), T (s, s, b)]

Fab
[id,ζb

s ]

T (s,s,−)ab [ζa
s ,id]

これにより F が V -関手となることを示せばよい．
まず次の図式が可換であることを示す．

D(b, c) ⊗ D(a, b) D(a, c)

[Fb, Fc] ⊗ [Fa, Fb] [Fa, Fc]

mabc

FacFbc⊗Fab

mF aF bF c

そのために次の図式を考える．

D(b, c) ⊗ D(a, b) D(a, c)

[Fb, Fc] ⊗ [Fa, Fb] [Fa, Fc]

[T (s, s, b), T (s, s, c)] ⊗ [T (s, s, a), T (s, s, b)] [T (s, s, a), T (s, s, c)]

[T (s, s, b), T (s, s, c)] ⊗ [Fa, T (s, s, b)] [Fa, T (s, s, c)]

m

[ζa
s ,id]id⊗[ζa

s ,id]

m

T (s,s,−)⊗T (s,s,−)
T (s,s,−)

[id,ζc
s ]

m

FF⊗F

m

奥の四角は T (s, s,−)が V -関手だから可換である．右の四角は Fab の定義より可換であ
る．手前の六角形は次の図式により可換である．

D(b, c) ⊗ D(a, b)

[T (s, s, b), T (s, s, c)] ⊗ [Fa, Fb]

[T (s, s, b), T (s, s, c)] ⊗ [T (s, s, a), T (s, s, b)]

[Fb, Fc] ⊗ [Fa, Fb]

[Fb, T (s, s, c)] ⊗ [Fa, Fb]

[Fa, Fc]

[Fa, T (s, s, c)]

[T (s, s, b), T (s, s, c)] ⊗ [Fa, T (s, s, b)]

T (s,s,−)⊗FT (s,s,−)⊗T (s,s,−) [id,ζc
s ]⊗id [id,ζc

s ]

m

F⊗F

[ζb
s ,id]⊗id

id⊗[id,ζb
s ]

id⊗[ζa
s ,id]

m

m

(F )

(F )

(33)

(31)
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従ってエンドの普遍性から上面の四角が可換であることが分かった．
後は

I D(a, a)

[Fa, Fa]

ja

FaajF a
(∗)

が可換であることを示せばよい．そのために次の図式を考える．

I D(a, a) [T (s, s, a), T (s, s, a)]

[Fa, Fa] [Fa, T (s, s, a)]

ja

FaajF a

jT (s,s,a)

T (s,s,−)

[ζa
s ,id]

[id,ζa
s ]

(∗)

(T )

(F )

(T )は T (s, s,−)が V -関手だから可換である．(F )は Fab の定義より可換である．また
一番外側も可換である．よってエンドの普遍性から (∗)が可換であると分かる．

この F を
∫
a∈A

T (a, a,−)で表す．

定義. T : Cop ⊗ C → D とするとき，
∫
c∈C

D(−, T (c, c))を表現する対象を T のエンドと

いい
∫
c∈C

T (c, c)と書く．同様に
∫
c∈C

D(T (c, c),−)を表現する対象を T のコエンドとい

い
∫ c∈C

T (c, c)と書く．

定義より

D
(
d,

∫
c∈C

T (c, c)
)

∼=
∫
c∈C

D(d, T (c, c))

D
(∫ c∈C

T (c, c), d
)

∼=
∫
c∈C

D(T (c, c), d)

である．命題 81より，D = V の場合のこの定義は前の定義と一致する．
T のエンド

∫
c∈C

T (c, c)が存在するとする．即ち d ∈ D について自然な同型

D
(
d,

∫
c∈C

T (c, c)
)

∼=
∫
c∈C

D(d, T (c, c))
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が成り立つ．これを φd とする．またエンド
∫
c∈C D(d, T (c, c)) の counit を ζdc とする．

a ∈ C，d ∈ D について τda を合成

D
(
d,

∫
c∈C

T (c, c)
)

φd−−→
∫
c∈C

D(d, T (c, c)) ζd
a−→ D(d, T (a, a))

で定める．τda は dについて自然だから，命題 77より，ある ξa :
∫
c
T (c, c) −V→ T (a, a)が

存在して ξa ◦ − = τda と書けて，更に (簡単のため e :=
∫
c∈C

T (c, c)とすると) ξa は合成

I
je−→ D

(∫
c∈C

T (c, c),
∫
c∈C

T (c, c)
)

φe−→
∫
c∈C

D
(∫

c∈C
T (c, c), T (c, c)

)
ζe

a−→ D
(∫

c∈C
T (c, c), T (a, a)

)
と一致する．故に命題 46, 50より ξa は a ∈ C について自然な D の射である．この ξa は
「普遍性」を満たす．

. . . ) a について自然な D の射 σa : d −V→ T (a, a) を取る．これは V の射 σa : I →
D(d, T (a, a)) であり，a について自然である．故にエンド ∫

c
D(d, T (c, c)) の普遍性

より，V の射 hが存在して

I

∫
c∈C

D(d, T (c, c))

D(d, T (a, a))

h

ζd
a

σa

が可換になる．このとき図式

I

∫
c∈C

D(d, T (c, c))

D(d, T (a, a))

D
(
d,

∫
c∈C

T (c, c)
)

h

ζd
a

σa

φ−1
d

τd
a = ξa◦−

は可換である．h̃ := φ−1
d ◦ hは D の射 d −V→

∫
c∈C T (c, c)である．よって命題 27よ

り ξa ◦ h̃ = σa である．
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逆に f : d −V→
∫
c∈C T (c, c)が ξa ◦ f = σa を満たしたとする．このとき図式

I D
(
d,

∫
c∈C

T (c, c)
)

D(d, T (a, a))

∫
c∈C

D(d, T (c, c))
f

ξa◦−σa

φd

ζd
a

は可換である．故にエンドの普遍性から φd ◦ f = hが分かり，h̃ = φ−1
d ◦ h = f で

ある．

但し，逆に a ∈ C について自然な D の射 ξa : e −V→ T (a, a)が「普遍性」を満たしたから
といって eがエンドになるとは限らない．

5 Kan拡張
V -Catは strict 2-categoryだったから，V -Catにおける Kan拡張を考えることがで
きる．これを具体的に書き下すと次の定義を得る．

定義. C,D,Mを V -豊穣圏，F : C → D，E : C → Mを V -関手とする．F に沿った E

の左 Kan拡張とは組 〈F †E, η〉であって，以下の条件を満たすものである．

(1) F †E は V -関手 D → M，η は V -自然変換 E ⇒ F †E ◦ F である．

D

C M
η

=⇒

F

E

F †E

(2) 他に V -関手 S : D → Mと V -自然変換 θ : E ⇒ S ◦F が存在したとき，V -自然変
換 τ : F †E ⇒ S が一意に存在して θ = τF ◦ η となる．即ち次の等式が成り立つ．

D

C M=⇒

η
F

E

F †E

S

τ =

D

C M

=⇒θF

E

S

同様にして右 Kan拡張，左 Kanリフト，右 Kanリフトも定義する．

定義より次が成り立つ．
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命題 83. 左 Kan拡張 F †E が存在する
⇐⇒任意の S : D → Mに対して全単射

HomFun(D,M)(F †E,S) HomFun(C,M)(E,SF )

∈ ∈

τ τF ◦ η

∼

が存在する．

より強い条件
[D,M](F †E,S) ∼= [C,M](E,SF )

は，左 Kan拡張 F †E が存在したとしても，一般には成り立たないことに注意する．
通常の圏の場合の各点左 Kan拡張の特徴づけに倣って次の定義をする．

定義. C,D,Mを V -豊穣圏，F : C → D，E : C → M，T : D → Mを V -関手とする．T
が F に沿った E の各点左 Kan拡張とは，d ∈ D，m ∈ Mに対して自然な同型

M(Td,m) ∼= Ĉ(D(F−, d),M(E−,m))

が成り立つことをいう．

定理 84. 各点左 Kan拡張は左 Kan拡張である．

証明. T が F に沿った E の各点左 Kan拡張だとすると，S : D → Mについて自然に

[D,M](T, S) =
∫
d∈D

M(Td, Sd)

∼=
∫
d∈D

Ĉ(D(F−, d),M(E−, Sd))

∼=
∫
d∈D

∫
c∈Cop

[D(Fc, d),M(Ec, Sd)]

∼=
∫
c∈Cop

∫
d∈D

[D(Fc, d),M(Ec, Sd)]

=
∫
c∈Cop

[D,V](D(Fc,−),M(Ec, S−))

∼=
∫
c∈C

M(Ec, SFc)

= [C,M](E,SF )

であるから HomFun(D,M)(T, S) ∼= HomFun(C,M)(E,SF ) が成り立つ．
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定理 85. 任意の d ∈ D に対して
∫ c∈C

D(Fc, d) � Ecが存在するならば各点左 Kan拡
張 F †E も存在し

F †E(d) ∼=
∫ c∈C

D(Fc, d) � Ec

である．

証明. L :=
∫ c∈C

D(Fc,−) � Ecと置く．d ∈ D,m ∈ Mについて自然に

M(Ld,m) = M

(∫ c∈C
D(Fc, d) � Ec,m

)
∼=
∫
c∈C

M(D(Fc, d) � Ec,m)

∼=
∫
c∈Cop

[D(Fc, d),M(Ec,m)]

= Ĉ(D(F−, d),M(E−,m))

であるから Lは F に沿った E の各点左 Kan拡張である．

6 極限
V -豊穣圏においても極限，余極限を考えたい．しかし一般の V -豊穣圏の場合，∆が自
然に定義できないため，∆の左随伴，右随伴として定義することはできない．なので，ど
のように定義すべきかを考える必要がある．
普通，どのような考えで定義するのかよく分からないが，ここでは「余極限による各点
左 Kan拡張ができる」ように定義することを考える．通常の圏では

Hom(Hom(F−, d),Hom(E−, u)) ∼= Hom(F ↓ d → C → U,∆u)

だったから，F †E が各点左 Kan拡張であるとすると

Hom(F †E(d), u) ∼= Hom(Hom(F−, d),Hom(E−, u))
∼= Hom(F ↓ d → C → U,∆u)

より F †E(d) ∼= colim(F ↓ d → C → U)となる．
そこで

108



定義. C,J を V -豊穣圏，F : J → C と W : J → V を V -関手とする．V -関手 c 7→
[J ,V](W−, C(c, F−)) が表現可能なとき，これを表現する対象を weighted limit とい
い，limWF と書く．即ち C(c, limWF ) ∼= [J ,V](W−, C(c, F−)) である．また Cop で
の weighted limit を weighted colimit という．これは言い換えると以下のようになる．
F : J → C と W : J op → V を V -関手とする．V -関手 c 7→ Ĵ (W−, C(F−, c)) が表現
可能なとき，これを表現する対象を weighted colimit といい，colimWF と書く．即ち
C(colimWF, c) ∼= Ĵ (W−, C(F−, c))である．*2

以下，weighted limitを単に極限，weighted colimitを単に余極限という．

例 86. F †E が各点左 Kan 拡張ならばM(F †E(d),m) ∼= Ĉ(D(F−, d),M(E−,m)) だ
から F †E(d) ∼= colimD(F−,d)E である．

例 87. 米田の補題により limJ (j,−)F = Fj，colimy(j)F = Fj である．

例 88. C = V の場合，x ∈ V に対して

[x, [J ,V](W,F )] ∼=
[
x,

∫
j∈J

[Wj,Fj]
]

∼=
∫
j∈J

[x, [Wj,Fj]]

∼=
∫
j∈J

[Wj, [x, Fj]]

∼= [J ,V](W−, [x, F−])

だから limWF ∼= [J ,V](W,F )である．よって一般の V -豊穣圏 C において

C(c, limWF ) ∼= [J ,V](W−, C(c, F−)) ∼= limW (C(c, F−))

C(colimWF, c) ∼= [J op,V](W−, C(F−, c)) ∼= limW (C(F−, c))

が成り立つ．また F : J → V，W : J op → V に対して
V(colimWF, x) ∼= Ĵ (W−,V(F−, x))

∼=
∫
j∈J op

[Wj, [Fj, x]]

∼=
∫
j∈J

[Fj, [Wj, x]]

∼= [J ,V](F−, [W−, x])

*2 [1]等では weighted limitを {W, F }，weighted colimitをW ⋆ F で表している．
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だから colimWF ∼= colimFW である．

定理 89. F : J op → V，G : J → Ĉ，H : C → D を V -関手とする．colimFG ∈ Ĉ が存
在し，各 j ∈ J に対して colimGjH ∈ D が存在するとする．このとき

colimF (colimG−H) ∼= colimcolimFGH.

但し，この式は，どちらか一方が存在すればもう一方も存在して同型となることを意味
する．

証明. d ∈ D に対して自然に

D(colimF (colimG−H), d) ∼= Ĵ (F−,D(colimG−H, d))
∼= Ĵ (F−, Ĉ((G−)□,D(H□, d)))
∼= Ĉ(colimFG,D(H□, d))
∼= D(colimcolimFGH, d).

例 90. V = Set の場合，通常の余極限は weighted colimit である．実際，C を圏，
F : J → C を関手とする．∆1: Jop → Setを定数関手とすれば colim∆1F は a ∈ C につ
いて自然な同型

C(colim∆1F, a) ∼= Ĵ(∆1, C(F−, a))

が成り立つ対象である．Ĵ(∆1, C(F−, a)) ∼= C(F−,∆a)だから，colim∆1F は通常の余
極限 colimF と一致することが分かる．
逆に，weighted colimitは通常の余極限で書くことができる．実際，W : Jop → Setを
関手とするとW は表現可能関手の余極限で書けるので，W ∼= colimi∈I HomJ(−, ai)と
書けば

colimWF ∼= colimcolimi∈I HomJ (−,ai)F

∼= colim
i∈I

colimHomJ (−,ai)F

∼= colim
i∈I

Fai

である．
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例 91. もし
∫
c

T (c, c)が存在すれば

D
(
d,

∫
c

T (c, c)
)

∼=
∫
c∈C

D(d, T (c, c))

∼=
∫
c∈C

Ĉ(y(c),D(d, T (−, c)))

∼=
∫
c∈C

∫
c′∈Cop

V(C(c′, c),D(d, T (c′, c)))

∼=
∫

〈c′,c〉∈Cop⊗C
V(C(c′, c),D(d, T (c′, c)))

∼= [Cop ⊗ C,V](C(−,□),D(d, T (−,□))).

故に
∫
c

T (c, c) = limCT である．同様にして
∫ c

T (c, c) = colimCT となる．

定義. (1) V -豊穣圏 C が V -完備
⇐⇒ 任意の小 V -豊穣圏 J と V -関手 F : J → C と W : J → V に対して，極限
limWF が存在する．

(2) V -豊穣圏 C が V -余完備
⇐⇒任意の小 V -豊穣圏 J と V -関手 F : J → C とW : J op → V に対して，余極
限 colimWF が存在する．

定理 92. V -豊穣圏 Mが V -余完備
⇐⇒ C,D を V -豊穣圏，F : C → D，E : C → Mを V -関手とするとき，C が smallなら
ば各点左 Kan拡張 F †E : D → Mが存在する．

証明. (=⇒) d ∈ D に対してWd : Cop → V をWd := D(F−, d)で定める．C が smallだ
から colimWdE ∈ M が存在し，M(colimWdE,m) ∼= Ĉ(D(F−, d),M(E−,m)) が成り
立つ．故に F †E は存在し，F †E(d) = colimWdE である．

(⇐=) J を小 V -豊穣圏，T : J → M，W : J op → V を V -関手とする．米田埋込
y : J → Ĵ を考える．仮定により各点 Kan拡張 y†T が存在する．このときm ∈ Mに対
して

M(y†T (W ),m) = Ĵ (Ĵ (y−,W ),M(T−,m)) ∼= Ĵ (W,M(T−,m))

である．故に colimWT ∼= y†T (W )が存在する．

定理 93. 左随伴は余極限と交換する．

111



証明. F a G : C → D，T : J → C，W : J → V とする．

D(F colimW T, d) ∼= C(colimW T,Gd)
∼= [J op,V](W−, C(T−, Gd))
∼= [J op,V](W−,D(FT−, d)).

よって F colimW T ∼= colimW (FT )である．

定理 94. C,D,M,N を V -豊穣圏で C は small でM,N は V -余完備とする．F : C →
D，E : C → M，K : M → N を V -関手とする．K が余連続ならば K ◦ (F †E) =
F †(K ◦ E)である．(即ち，余連続関手は左 Kan拡張と交換する．)

Ĉ

C M N

F

E K

F †E

F †(K◦E)

証明. M,N が余完備だから，余極限による各点左 Kan拡張を使えば

K ◦ (F †E)(d) = K(colimWd E) = colimWd K ◦ E = F †(K ◦ E)(d)

となる．

系 95. 左随伴は左 Kan拡張と交換する．

証明. 左随伴は余連続だから，定理 94より従う．

定理 96. C,D,J を V -豊穣圏，F : J op → [C,D]，W : J → V を V -関手とする．各
c ∈ C に対して関手 Fc := evc ◦ F と定める．各 c ∈ C に対して余極限 colimWFc が存在
するとする．このとき余極限 colimWF ∈ [C,D] が存在し，(colimWF )(c) = colimWFc

である．即ち，関手圏の余極限は各点ごとに計算できる．
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証明. V -関手 T : C → D を Tc := colimWFc で定める．K ∈ [C,D]に対して

[C,D](T,K) =
∫
c∈C

D(Tc,Kc)

=
∫
c∈C

D(colimWFc,Kc)

=
∫
c∈C

Ĵ (W−,D(Fc−,Kc))

=
∫
c∈C

∫
j∈J op

V(Wj,D(Fcj,Kc))

=
∫
c∈C

∫
j∈J op

V(Wj,D(Fj(c),Kc))

=
∫
j∈J op

∫
c∈C

V(Wj,D(Fj(c),Kc))

=
∫
j∈J op

V(Wj,

∫
c∈C

D(Fj(c),Kc))

=
∫
j∈J op

V(Wj, [C,D](Fj,K))

= Ĵ (W−, [C,D](F−,K))

だから T = colimWF である．

系 97. c ∈ C に対して evc : [C,D] → D は余連続である．

証明. 命題 96で示した様に F : J op → [C,D]，W : J → V に対して evc(colimW F ) =
colimW (evc ◦ F )だからである．

系 98. C が smallで D が V -余完備ならば [C,D]も V -余完備である．

系 99. C が smallならば Ĉ は V -余完備である．

7 普遍随伴
定理 100. F : C → D とするとき F †y(d) ∼= D(F−, d)である．

証明. 系 99より Ĉ は V -余完備である．故に各点左 Kan拡張 F †y(d)は存在する．この
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とき P ∈ Ĉ について自然に

Ĉ(F †y(d), P ) ∼= Ĉ(D(F−, d), Ĉ(y−, P ))
∼= Ĉ(D(F−, d), P )

だから米田の補題により F †y(d) ∼= D(F−, d)である．

系 101. y†y ∼= idである．

証明. P ∈ Ĉ について自然に y†y(P ) ∼= Ĉ(y−, P ) ∼= P．

定理 102. F : C → M を V -関手として各点左 Kan 拡張 y†F が存在すれば，V -随伴
y†F a F †y が成り立つ．

Ĉ

C M

y

F

y†F

F †y

証明. P ∈ Ĉ とm ∈ Mに対して

M(y†F (P ),m) ∼= Ĉ(Ĉ(y−, P ),M(F−,m))
∼= Ĉ(P,M(F−,m)) (米田の補題)
∼= Ĉ(P, F †y(m)). (定理 100)

定理 103. F : Ĉ → Mが余連続のとき，ある E : C → Mが存在して F ∼= y†E となる．

証明. E := F ◦ y とすれば定理 94により

y†E = y†(F ◦ y) ∼= F ◦ (y†y) ∼= F ◦ idĈ = F

となる．

系 104. 余連続な F : Ĉ → Mは右随伴を持つ．

証明. F が余連続だから定理 103 により F ∼= y†E と書ける．よって定理 102 より
F a E†y となる．
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系 105. 任意の随伴 F a G : Ĉ → Mに対して，ある E : C → Mが存在して F ∼= y†E，
G ∼= E†y となる．

証明. 左随伴は余連続だから定理 103により F ∼= y†E と書ける．このとき右随伴の一意
性と定理 102から G ∼= E†y である．

定義. C を V -豊穣圏とする．

(1) c ∈ C が small projective ⇐⇒ C(c,−) : C → V が余連続
(2) V -関手 F が conservative ⇐⇒ U(F )が conservative
(3) V -関手 F が strongly generating ⇐⇒ F †y が conservative
(4) 集合 X ⊂ Ob(C)が strong generator ⇐⇒ strongly generatingな F により X =

F (Ob(B))と書ける

定理 106. V -豊穣圏 C が，小 V -豊穣圏 Aにより C ∼= Âと書ける
⇐⇒ C が V -余完備で，small projectiveな対象からなる集合 A ⊂ Ob(C)が存在して，A
が strong generatorとなる．

証明. (=⇒) C = Â としてよい．Â は V -余完備である．米田埋込 y : A → Â により
A ⊂ Âと見なす．y(a) ∈ Âは small projectiveである．

. . . ) Â(y(a), P ) ∼= Pa だから Â(y(a),−) ∼= eva である．eva は余連続だったから，
y(a)は small projectiveである．

また，y†y = idA は conservativeだから，y : A → Âは strongly generatingである．
故に Ob(A) ⊂ Ob(Â)は strong generatorである．

(⇐=) 仮定の Aを取り，C の充満部分 V -豊穣圏 A ⊂ C とみなす．F : A → C を包含関
手とする．米田埋込 y : A → Âを取れば，定理 102により随伴 y†F a F †y が得られる．

Â

A C

y

F

y†F

F †y

この随伴が V -同値を与えることを示せばよい．
a ∈ A が small projective だから，F †y は余連続である．よって F †y ◦ (y†F ) ∼=

y†(F †y ◦ F ) ∼= y†y ∼= idÂ である．
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一方，Aが strong generatorだから F †y は conservativeである．c ∈ C を取る．定理
92 より F †y(c) = y†y(F †y(c)) = colimF †y(c) y である．よって F †y ◦ y†F ◦ F †y(c) =
F †y ◦ y†F (colimF †y(c) y) = colimF †y(c)(F †y ◦ y†F ◦ y) = colimF †y(c) y = F †y(c)とな
り F †y ◦ y†F ∼= idである．
以上により C ∼= Âである．

例 107. 順序集合 X が集合 Aにより X ∼= P(A)と書ける
⇐⇒ X が余完備で，アトミック

証明. (=⇒) 明らか．
(⇐=) 順序集合 X を 2-豊穣圏とみなす．アトム a ∈ X は small projective である．

A := {x ∈ X | xはアトム }と置き，F : A → X を包含関手とする．

P(A)

A X

y

F

y†F

F †y

x ∈ X に対して F †y(x) ∼= X(F−, x) = {a ∈ A | a ≤ x} である．よって F †y は
conservative である．X がアトミックだから A は strong generator である．故に定理
106により X ∼= P(A)と書ける．

例 108. 〈X, d〉 を距離空間，Y ⊂ X を部分空間とする．f : Y → R を f ≥ 0 とな
る Lipschitz 連続関数とし，L を f の Lipschitz 定数とする．(即ち |f(y0) − f(y1)| ≤
Ld(y0, y1) である．) このとき f̃ : X → R を f̃(x) := inf

y∈Y
(f(y) + Ld(x, y)) で定めれば

これは f の延長で Lipschitz連続である．

証明. X,Y の距離を d′ := Ldに変えた距離空間を X ′, Y ′ とする．このとき f : Y ′ → R
は Lipschitz定数が 1となる Lipschitz連続関数である．よって f を R+-関手 Y ′ → R+

とみなすことができる．i : Y ′ → X ′ を包含関手として，Kan拡張 i†f : X ′ → R+ を考え
れば i†f : X ′ → Rは Lipschitz連続となる．

X ′

Y ′ R+

=⇒

i

f

i†f
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更に i†f(x) =
∫ y∈Y ′

X ′(i(y), x) � f(y) = inf
y∈Y

(f(y) + Ld(x, y))である．

例 109 (Eilenberg-Wattsの定理). R,S を単位的環として，F a G : ModR → ModS
を Ab-随伴とするとある左 R右 S 加群 P が存在して F ∼= − ⊗R P，G ∼= HomS(P,−)
と書ける．

証明. ModR = R̂ だから，定理 105 によりある P : R → Ŝ が存在して F ∼= y†P，
G ∼= P †y となる．

R̂

R Ŝ

y

P

F

G

このとき P は左 R右 S 加群であり，M ∈ R̂，N ∈ Ŝ に対して

y†P (M) ∼=
∫ ∗∈R

R̂(y(∗),M) � P (∗) ∼=
∫ ∗∈R

M(∗) � P (∗) ∼= M ⊗R P

P †y(N) ∼= Ŝ(P−, N) ∼= HomS(P,N)

となる．

定義. (通常の)圏の射 r : a → bが retraction ⇐⇒ある i : b → aが存在して r ◦ i = idb

補題 110. ε : F ⇒ Gが自然変換で，aに対して εa : Fa → Gaが同型射であるとする．
このとき r : a → bが retractionならば εb : Fb → Gbも同型射である．

証明. ε : F ⇒ Gが自然変換で，r ◦ i = idb だから次が可換である．

Fa Ga

Fb Gb

εa

ε−1
a

Gr

Fr

εb

Fa Ga

Fb Gb

εa

ε−1
a

Gi

Fi

εb

id id
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よって f := Fr ◦ ε−1
a ◦Gi : Gb → Fbと置けば f ◦ εb = idb，εb ◦ f = idb である．

補題 111. P ∈ R̂が small projective ⇐⇒ P が有限生成射影右 R加群

証明. (=⇒) P の有限生成部分右 R 加群全体を X とすれば P = colim
N∈X

N と書ける．こ
のとき P が small projectiveだから R̂(P, P ) = R̂(P, colim

N∈X
N) = colim

N∈X
R̂(P,N)である．

idP ∈ R̂(P, P ) が存在するから，これに対応する x ∈ R̂(P,N) がある N ∈ X に存在す
る．このとき P = N となる．よって P は有限生成．また R̂(P,−)が余連続だから特に
全射を保存し，よって P は射影加群である．

(⇐=) P を有限生成射影右 R 加群とすれば，P はある Rn の直和因子となる．即ちあ
るM が存在して Rn = P ⊕ M と書ける．π : Rn → P を射影，i : P → Rn を包含とす
れば π ◦ i = idP である．即ち π : Rn → P は retractionである．
余極限の普遍性により，自然変換

ε : colim
N

Hom(−, N) ⇒ Hom(−, colim
N

N)

が存在する．εRn が同型だから，retraction π : Rn → P により εP も同型である．よっ
て P は small projectiveである．

定義. 単位的環 R,S が森田同値⇐⇒ Ab-同値 R̂ ∼= Ŝ が成り立つ

定理 112. 単位的環 R,S が森田同値
⇐⇒有限生成射影右 S 加群 P が存在して，P が generatorかつ環同型 R ∼= HomS(P, P )
が成り立つ．

証明. (=⇒) F : R̂ → Ŝ，G : Ŝ → R̂，GF ∼= id
R̂
，FG ∼= id

Ŝ
をAb-同値とする．F a G

としてよい．このとき P := F ◦yと置けば F ∼= y†P ∼= −⊗RP，G ∼= P †y ∼= HomS(P,−)
である．よってR ∼= GF (R) ∼= G(R⊗RP ) ∼= G(P ) ∼= HomS(P, P )である．またR ∈ R̂

が small projective だから P = F (R) ∈ Ŝ も small projective である．故に前補題か
ら P は有限生成射影右 R 加群である．また R ∈ R̂ は generator だから P = F (R) も
generatorである．

(⇐=) P が有限生成射影右 S 加群だから，P は small projective である．V -関手
Ŝ(P,−) : ModS → Abは conservativeである．

. . . ) Ŝ の射 f : M → N が同型 Ŝ(P, f) : Ŝ(P,M) ∼= Ŝ(P,N) を与えるとする．
Ŝ(P,−) は連続だから Ŝ(P, ker f) ∼= ker Ŝ(P, f) = 0 である．今 P が generator だ
から ker f = 0が分かる．また P が small projectiveだから余連続でもある．従って
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Ŝ(P, coker f) ∼= coker Ŝ(P, f) = 0となり，P が generatorだから coker f = 0であ
る．以上より f は同型である．

従って P は strong generatorである．よって，定理 106の証明から R̂ ∼= Ŝ となるこ
とが分かる．

例 113. 単位的環 R に対して Mn(R) を R の元を成分とする n 次行列全体がなす単位
的環とする．Rn は有限生成射影右 R 加群である．また Rn は generatorで，Mn(R) ∼=
Hom(Rn, Rn) である．従ってModMn(R) ∼= ModR であり，よって R とMn(R) は森
田同値である．

8 モノイダル関手
定義. V,W をモノイダル圏とする．(V,W を一点 bicategoryと見た時の) lax 2-functor
F : V → W を laxモノイダル関手という．同様に pseudofunctor F : V → W を strong
モノイダル関手，strict 2-functor F : V → W を strictモノイダル関手，oplax 2-functor
F : V → W を oplaxモノイダル関手という．

モノイダル圏を積の与えられた圏とみなすとき，laxモノイダル関手 F : V → W とは，
関手 F : V → W であって次の条件をみたすことである．

(1) 次の自然変換 φF が与えられている．

V × V

W ×W V

W

F×F

⊗

=⇒
φF

⊗

F

即ち，u, v ∈ V について自然なW の射 φFuv : Fu⊗ Fv → F (u⊗ v)が与えられて
いる．

(2) W の射 ψF : I → F (I)が与えられている．
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(3) 対象 u, v, w ∈ V に対して次のW の図式が可換である．

(Fu⊗ Fv) ⊗ Fw F (u⊗ v) ⊗ Fw F ((u⊗ v) ⊗ w)

Fu⊗ (Fv ⊗ Fw) Fu⊗ F (v ⊗ w) F (u⊗ (v ⊗ w))

φF
uv⊗id φF

u⊗v,w

F (αuvw)αF u,F v,F w

id⊗φF
vw φF

u,v⊗w

(4) 対象 u ∈ V に対して次のW の図式が可換である．

I ⊗ Fu Fu

FI ⊗ Fu F (I ⊗ u)

λF u

F (λu)ψF ⊗id

φF
I,u

Fu⊗ I Fu

Fu⊗ FI F (u⊗ I)

ρF u

F (ρu)id⊗ψF

φF
u,I

strong モノイダル関手は φF , ψF が同型な場合であり，strict モノイダル関手は id な場
合である．また oplaxモノイダル関手は φF , ψF が逆向きの場合である．φF , ψF の添え
字の F はしばしば省略する．

命題 114. F : V → W を laxモノイダル関手として C を V -豊穣圏とする．このとき FC
を次のように定義するとW -豊穣圏になる．

• Ob(FC) := Ob(C)．
• a, b ∈ C に対して FC(a, b) := F (C(a, b))．
• a, b, c ∈ C に対してW の射mabc : FC(b, c) ⊗ FC(a, b) → FC(a, c)を合成

F (C(b, c)) ⊗ F (C(a, b)) φF

−−→ F (C(b, c) ⊗ C(a, b)) F (mabc)−−−−−→ F (C(a, c))

で定める．
• a ∈ C に対してW の射 ja : I → FC(a, a)を合成

I
ψF

−−→ F (I) F (ja)−−−→ F (C(a, a))

で定める．
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証明. まず(
FC(c, d) ⊗ FC(b, c)

)
⊗ FC(a, b) FC(c, d) ⊗

(
FC(b, c) ⊗ FC(a, b)

)
FC(b, d) ⊗ FC(a, b) FC(c, d) ⊗ FC(a, c)

FC(a, d)

mbcd⊗id

mabd

α

id⊗mabc

macd

が可換であることを示す．定義より次の図式が可換であることを示せばよい．(ここでス
ペースの都合上，C(a, b)を Cab と表記した．)

(FCcd ⊗ FCbc) ⊗ FCab

F (Ccd ⊗ Cbc) ⊗ FCab

FCbd ⊗ FCab

F ((Ccd ⊗ Cbc) ⊗ Cab)

F (Cbd ⊗ Cab)

FCad

F (Ccd ⊗ (Cbc ⊗ Cab))

F (Ccd ⊗ Cac)

FCcd ⊗ (FCbc ⊗ FCab)

FCcd ⊗ F (Cbc ⊗ Cab)

FCcd ⊗ FCac

φ⊗id

Fm⊗id

F (m⊗id) F (id⊗m)

id⊗φ

id⊗Fm

α

φ

φ

Fα

Fm Fm

φ

φ

(F )

(φ) (φ)
(C)

(F )は laxモノイダル関手の定義より可換である．(φ)は φが自然変換であるから可換で
ある．(C)は V -豊穣圏の定義より可換である．故に全体も可換である．
次に

I ⊗ FC(a, b) FC(a, b)

FC(b, b) ⊗ FC(a, b)

λ

jb⊗id mabb
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が可換であることを示す．その為には

I ⊗ FC(a, b)

FI ⊗ FC(a, b)

FC(b, b) ⊗ FC(a, b)

F (C(b, b) ⊗ C(a, b))

FC(a, b)F (I ⊗ C(a, b))

ψ⊗id

Fjb⊗id φ

Fm

φ F (jb⊗id)

λ

Fλ(F )

(φ)

(C)

が可換であることを示せばよい．(F )は laxモノイダル関手の定義より可換である．(φ)
は φが自然変換であるから可換である．(C)は V -豊穣圏の定義より可換である．故に全
体も可換である．

FC(a, b) ⊗ I FC(a, b)

FC(a, b) ⊗ FC(a, a)

ρ

id⊗ja
maab

についても同様に

FC(a, b) ⊗ I

FC(a, b) ⊗ FI

FC(a, b) ⊗ FC(a, a)

F (C(a, b) ⊗ C(a, a))

FC(a, b)F (C(a, b) ⊗ I)

id⊗ψ

id⊗Fja
φ

Fm

φ F (id⊗ja)

λ

Fρ

から分かる．

命題 115. F : V → W を laxモノイダル関手として K : C → D を V -関手とする．この
とき FK を次のように定義するとW -関手 FC → FD になる．

• a ∈ C に対して FK(a) := K(a)．
• a, b ∈ C に対して (FK)ab := F (Kab) : FC(a, b) → FD(Ka,Kb)．
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証明. まず

FC(b, c) ⊗ FC(a, b) FC(a, c)

FD(FKb, FKc) ⊗ FD(FKa, FKb) FD(FKa, FKc)

m

FKacFKbc⊗FKab

m

が可換であることを示す．定義より

FC(b, c) ⊗ FC(a, b)

FD(Kb,Kc) ⊗ FD(Ka,Kb)

F (C(b, c) ⊗ C(a, b))

F (D(Kb,Kc) ⊗ D(Ka,Kb))

FC(a, c)

FD(Ka,Kc)

F (Kbc)⊗F (Kab) F (Kbc⊗Kab) F (Kac)

φ

φ

Fm

Fm

が可換であることを示せばよいが，左の四角は φが自然変換だから可換であり，右の四角
はK が V -関手だから可換である．
次に

I FC(a, a)

FD(FKa, FKa)

ja

FKaajF Ka

が可換であることを示す．定義より

I FI

FI

FC(a, a)

FD(Ka,Ka)

ψ ja

id FKaa
ψ

jKa

が可換であることを示せばよいが，左の三角は明らかに可換で，右の四角はK が V -関手
だから可換である．

命題 116. F : V → W を laxモノイダル関手として θ : K ⇒ L : C → D を V -自然変換
とする．このとき Fθ を (Fθ)a :=

(
I

ψ−→ FI
F (θa)−−−−→ F (D(Ka,La))

) により定義すると，
これはW -自然変換 Fθ : FK ⇒ FL : FC → FD になる．
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証明. 次の図式が可換であることを示せばよい．　

FC(a, b)

I ⊗ FC(a, b)

FC(a, b) ⊗ I

FD(FKb, FLb) ⊗ FD(FKa, FKb)

FD(FLa, FLb) ⊗ FD(FKa, FLa)

FD(FKa, FLb)

λ−1

(Fθ)b⊗FKab

m

ρ−1

FLab⊗(Fθ)a

m

定義より次の図式が可換であることを示せばよい．

I ⊗ FC(a, b)

F (C(a, b))

FC(a, b) ⊗ I

FI ⊗ FC(a, b)

F (I ⊗ C(a, b))

F (C(a, b) ⊗ I)

FC(a, b) ⊗ FI

FD(Kb,Lb) ⊗ FD(Ka,Kb)

F (D(Kb,Lb) ⊗ D(Ka,Kb))

FD(Ka,Lb)

F (D(La,Lb) ⊗ D(Ka,La))

FD(La,Lb) ⊗ FD(Ka,La)

λ−1

ρ−1

φ

φ

φ

Fm

Fm

φ

ψ⊗id

F (λ−1)

F (ρ−1)

id⊗ψ

F (θb)⊗F (Kab)

F (θb⊗Kab)

F (Lab⊗θa)

F (Lab)⊗F (θa)

(F )

(F )

(φ)

(φ)

(θ)

(F ) は lax モノイダル関手の定義より可換である．(φ) は φ が自然変換だから可換であ
る．(θ)は V -自然変換の定義より可換である．

定理 117. F : V → W を lax モノイダル関手とするとき，命題 114 から 116 により
strict 2-functor F : V -Cat → W -Catが得られる．

証明. A,B, C を V -豊穣圏とする．
まず命題 115, 116 の F が，関手 V -Cat(A,B) → W -Cat(FA, FB) を与えることを
示す．

. . . ) 関手であることを示すため，まず F が恒等射を保つことを示そう．その為に V -
関手K : A → B を取る．F (idK)の定義より

F (idK)a =
(
I
ψ−→ FI

F (jKa)−−−−−→ F (B(Ka,Ka))
)
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であるが，一方 FB の定義より

idKa =
(
I
ψ−→ FI

F (jKa)−−−−−→ F (B(Ka,Ka))
)

なので F (idK) = idFK が分かる．
次に F が合成と交換することを示す為，θ : K ⇒ L，σ : L ⇒ H を V -自然変換とす

る．F (σ ∗θ) = F (σ)∗F (θ)を示す為には a ∈ Aに対して F (σ ∗θ)a = F (σ)a ◦F (θ)a
を示せばよい．定義より

F (σ ∗ θ)a =
(
I
ψ−→ FI

F ((σ∗θ)a)−−−−−−→ F (B(Ka,Ha))
)

=
(
I
ψ−→ FI

F (σa◦θa)−−−−−−→ F (B(Ka,Ha))
)

であるが，ここで σa ◦ θa は合成

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
σa⊗θa−−−−→ B(La,Ha) ⊗ B(Ka,La) m−→ B(Ka,Ha)

である．故に F (σ ∗ θ)a は合成

I
φ−→ FI

Fλ−1

−−−→ F (I ⊗ I) F (σa⊗θa)−−−−−−→ F (B(La,Ha) ⊗ B(Ka,La))
Fm−−→ FB(Ka,Ha)

となる．一方 F (σ)a ◦ F (θ)a は合成

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
ψ⊗ψ−−−→ FI ⊗ FI

Fσa⊗Fθa−−−−−−→ FB(La,Ha) ⊗ FB(Ka,La)
m−→ FB(Ka,Ha)

である．よって F (σ ∗ θ)a = F (σ)a ◦F (θ)a となるには次の図式が可換であればよい．

I

I ⊗ I

FI

I ⊗ FI

F (I ⊗ I)

FI ⊗ FI

F (B(La,Ha) ⊗ B(Ka,La))

FB(La,Ha) ⊗ FB(Ka,La)
FB(Ka,Ha)

ψ F (λ−1) F (σa⊗θa)
Fm

id⊗ψ ψ⊗id Fσa⊗Fθa

m

λ−1 λ−1 φ φ(λ) (F ) (φ) (FB)

(λ)，(φ)は λ, φが自然変換であるから可換である．(F )は F が laxモノイダル関手
だから可換である．(FB)は FB の合成の定義より可換である．

W -関手の等式 idFA = F (idA)が成り立つ．
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. . . ) まず対象に関しては明らかに idFA(a) = F (idA)(a)である．よって a, b ∈ Aに
対して (idFA)ab = F (idA)ab を示せばよい．まず (idFA)ab = idFA(a,b) である．一
方 F (idA)ab = F ((idA)ab) = F (idA(a,b)) = idFA(a,b) である．

よって後は

V -Cat(B, C) × V -Cat(A,B)

W -Cat(FB, FC) ×W -Cat(FA, FB) V -Cat(A, C)

V -Cat(FA, FC)

F×F

•

•

F

が可換であることを示せばよい．その為には θ : K ⇒ L : A → B，σ : P ⇒ Q : B → C と
して F (σ • θ) = Fσ • Fθ を示せばよい．

A B C⇐ θ ⇐ σ
K

L

P

Q

a ∈ Aとする．まず (Fσ • Fθ)a = (Fσ)FLa ◦ FP ((Fθ)a)で

F (σ)FLa =
(
I
ψ−→ FI

F (σLa)−−−−−→ F (C(PLa,QLa))
)

FP ((Fθ)a) = FP
(
I
ψ−→ FI

F (θa)−−−−→ F (B(Ka,La))
)

=
(
I
ψ−→ FI

F (θa)−−−−→ F (B(Ka,La)) FPKaLa−−−−−→ F (C(PKa, PLa))
)

だから (Fσ • Fθ)a は合成

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
ψ⊗ψ−−−→ FI ⊗ FI

F (σLa)⊗F (θa)−−−−−−−−−→ F (C(PLa,QLa)) ⊗ F (B(Ka,La))
F (id)⊗F (PKaLa)−−−−−−−−−−−→ F (C(PLa,QLa)) ⊗ F (C(PKa, PLa)) m−→ C(PKa,QLa)

となる．一方

F (σ • θ)a =
(
I
ψ−→ FI

F ((σ•θ)a)−−−−−−→ F (C(PKa,QLa))
)

=
(
I
ψ−→ FI

F (σLa◦Pθa)−−−−−−−−→ F (C(PKa,QLa))
)
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で σLa ◦ Pθa は合成

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
σLa⊗θa−−−−−→ C(PLa,QLa) ⊗ B(Ka,La)

id⊗PKaLa−−−−−−−→ C(PLa,QLa) ⊗ C(PKa, PLa) m−→ C(PKa,QLa)

である．よって

II ⊗ I

FII ⊗ FI

F (I ⊗ I)FI ⊗ FI

F (C(PLa,QLa) ⊗ B(Ka,La))FC(PLa,QLa) ⊗ FB(Ka,La)

F (C(PLa,QLa) ⊗ C(PKa, PLa))FC(PLa,QLa) ⊗ FC(PKa, PLa)

FC(PKa,QLa)

ψ

F (λ−1)

F (σLa⊗θa)

F (id⊗PKaLa)

Fm

id⊗ψ

ψ⊗id

F (σLa)⊗F (θa)

F (id)⊗F (PKaLa)

m

λ−1

λ−1

φ

φ

φ

(λ)

(F )

(φ)

(φ)

(FC)

が可換であることを示せばよい．(λ)，(φ)は λ, φが自然変換であるから可換である．(F )
は F が lax モノイダル関手だから可換である．(FC) は FC の合成の定義より可換であ
る．

例 118. モノイダル圏 V に対して，表現可能関手 HomV (I,−) : V → Setは laxモノイ
ダル関手である．

. . . ) まず u, v ∈ V に対して φuv : HomV (I, u) × HomV (I, v) → HomV (I, u⊗ v)を
定義する．
f : I → u，g : I → v に対して φuv(f, g)を合成

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
f⊗g−−−→ u⊗ v

で定義する．この φuv は u, v ∈ V について自然である．
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. . . ) k : u → u′，l : v → v′ を V の射とする．

HomV (I, u) × HomV (I, v)

HomV (I, u′) × HomV (I, v′)

HomV (I, u⊗ v)

HomV (I, u′ ⊗ v′)

φuv

(k⊗l)◦−(k◦−)×(l◦−)

φu′v′

が可換であることを示せばよい．即ち f : I → u，g : I → v に対して

(k ⊗ l) ◦ φuv(f, g) = φu′v′(k ◦ f, l ◦ g)

を示せばよいが，それは定義より明らか．

次に写像 ψ : 1 → HomV (I, I)を ψ(∗) := idI で定義する．
以上で定義した φ,ψ が lax モノイダル関手の定義を満たすことを示せばよい．

F := HomV (I,−)とする．
まず次の図式の可換性を示す．

(Fu× Fv) × Fw F (u⊗ v) × Fw F ((u⊗ v) ⊗ w)

Fu× (Fv × Fw) Fu× F (v ⊗ w) F (u⊗ (v ⊗ w))

φuv×id φu⊗v,w

F (αuvw)αF u,F v,F w

id×φvw
φu,v⊗w

任意の f, g, h ∈ (Fu× Fv) × Fw を取る．時計回りの合成は

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
λ−1⊗id−−−−−→ (I ⊗ I) ⊗ I

(f⊗g)⊗h−−−−−−→ (u⊗ v) ⊗ w
α−→ u⊗ (v ⊗ w)

である．一方，反時計回りは

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
id⊗λ−1

−−−−−→ I ⊗ (I ⊗ I) f⊗(g⊗h)−−−−−−→ u⊗ (v ⊗ w)

である．よって次の図式が可換であることを示せばよい．

I ⊗ I (I ⊗ I) ⊗ I

I ⊗ (I ⊗ I)

(u⊗ v) ⊗ w

u⊗ (v ⊗ w)

α α

λ−1⊗id

id⊗λ−1

(f⊗g)⊗h

f⊗(g⊗h)

(V ) (α)
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(V )は coherence定理より可換である．(α)は α が自然変換であるから可換である．
従ってこの図式は可換である．
次に

1 × Fu Fu

FI ⊗ Fu F (I ⊗ u)

λF u

F (λu)ψ⊗id

φI,u

が可換であることを示す．f ∈ Fuを反時計回りに写すと

I
λ

1

−→ I ⊗ I
id⊗f−−−→ I ⊗ u

λ−→ u

であるが，λが自然変換であるからこれは f に一致する．
最後に

Fu⊗ 1 Fu

Fu⊗ FI F (u⊗ I)

ρF u

F (ρu)id⊗ψ

φu,I

についても同様に可換である．

故に strict 2-functor V -Cat → Catが得られる．これは underlying categoryを与え
る strict 2-functor U と一致する．

命題 119. V,W をモノイダル圏として F a G : V → W を随伴関手とする．このとき F

が oplaxモノイダル関手⇐⇒ Gが laxモノイダル関手である．

証明. どちらも同様なので⇐=を示す．
F a Gの unit, counitを η, εとする．〈G,φ, ψ〉が laxモノイダル関手を与えるとする．
つまり u, v ∈ V に対して φuv : Gu⊗Gv → G(u⊗ v)で ψ : I → G(I)である．w, x ∈ W

に対して φ′
wx : F (w ⊗ x) → Fw ⊗ Fxを，合成

w ⊗ x
ηw⊗ηx−−−−→ GFw ⊗GFx

φF wF x−−−−→ G(Fw ⊗ Fx)

に随伴 F a Gで対応する射とする．φ′ は自然変換である．
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. . . ) 定義より，w, x ∈ W に対して φ′
wx は合成

w ⊗ x
F (ηw⊗ηx)−−−−−−−→ F (GFw ⊗GFx) F (φF wF x)−−−−−−−→ FG(Fw ⊗ Fx) εF w⊗F x−−−−−→ Fw ⊗ Fx

だから w, xについて自然である．

また ψ : I → G(I)に随伴 F a Gで対応する射を ψ′ : F (I) → I とする．
後は 〈F,φ′, ψ′〉 が oplax モノイダル関手の条件を満たすことを示せばよい．まず次の
図式が可換であることを示す．

(Fw ⊗ Fx) ⊗ Fz

F (w ⊗ x) ⊗ Fz

Fw ⊗ (Fx⊗ Fz)

Fw ⊗ F (x⊗ z)

F ((w ⊗ x) ⊗ z)

F (w ⊗ (x⊗ z))

φ′
wx⊗id

φ′
w⊗x,z

G(αwxz) αGw,Gx,Gz

id⊗φ′
xz

φ′
w,x⊗z

その為には随伴により次の図式が可換であることを示せばよい．

G(F (w ⊗ x) ⊗ Fz)

G((Fw ⊗ Fx) ⊗ Fz)

G(Fw ⊗ (Fx⊗ Fz))

G(Fw ⊗ F (x⊗ z))

GF (w ⊗ x) ⊗GFz

G(Fw ⊗ Fx) ⊗GFz

GFw ⊗G(Fx⊗ Fz)

GFw ⊗GF (x⊗ z)

(w ⊗ x) ⊗ z

(GFw ⊗GFx) ⊗GFz

GFw ⊗ (GFx⊗GFz)

w ⊗ (x⊗ z)

G(φ′
wx⊗id)

G(α)

G(id⊗φ′
xz)

G(φ′
wx)⊗G(id)

G(id)⊗G(φ′
xz)

α

(ηw⊗ηx)⊗ηz

α

ηw⊗(ηx⊗ηz)

φ

φ

φ

φ

ηw⊗x⊗ηz

φ⊗id

id⊗φ

ηw⊗ηx⊗z

(φ)

(φ)

(G)

(φ′)

(φ′)

(α)

(φ)，αは φ, αが自然変換であるから可換である．(G)は Gが laxモノイダル関手だから
可換である．(φ′)は φ′ の定義より可換である．以上によりこの図式は可換である．
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次に

Fw I ⊗ Fw

F (I ⊗ w) FI ⊗ Fw

λ−1
F w

ψ′⊗idF (λ−1
w )

φ′
I,w

が可換であることを示す．その為には随伴により次の図式が可換であることを示せば
よい．

G(I ⊗ Fw)

G(FI ⊗ Fw)

GI ⊗GFw

GFI ⊗GFw

GFw

I ⊗GFw

w

I ⊗ w

G(ψ′⊗id)

Gψ′⊗G(id)

λ−1
GF w

λ−1
w

G(λ−1
F w

)

φI,F w

φF I,F w

ψ⊗id

ηI ⊗id

ηw

id⊗ηw

(φ)
(ψ′)

(G)
(λ)

(φ)，(λ)は φ, λが自然変換であるから可換である．(G)は Gが laxモノイダル関手だか
ら可換である．(ψ′)は ψ′ の定義より可換である．以上によりこの図式は可換である．
最後に

Fw Fw ⊗ I

F (w ⊗ I) Fw ⊗ FI

ρ−1
F w

id⊗ψ′F (ρ−1
w )

φ′
w,I

が可換であることを示すが，それは同様に

G(Fw ⊗ I)

G(Fw ⊗ FI)

GFw ⊗GI

GFw ⊗GFI

GFw

GFw ⊗ I

w

w ⊗ I

G(id⊗ψ′)

G(id)⊗Gψ′

ρ−1
GF w

ρ−1
w

G(ρ−1
F w

)

φF w,I

φF w,F I

id⊗ψ

id⊗ηI

ηw

ηw⊗id

から分かる．
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定義. モノイダル圏がなす充満部分 2-categoryをMonCatlax ⊂ Iconと書く．

定義. MonCatlax における随伴をモノイダル随伴という．

命題 120. F a G : V → W がモノイダル随伴のとき F は strongモノイダル関手である．

証明. 〈F,φF , ψF 〉, 〈G,φG, ψG〉が laxモノイダル関手で，F a Gがモノイダル随伴であ
るとする．命題 119で定義した φ′, ψ′ により 〈F,φ′, ψ′〉が oplaxモノイダル関手になる．
φ′, ψ′ が φF , ψF の逆を与えることを示せばよい．
まず φについては，定義より次の 2つの図式が可換であることを示せばよい．

F (GFw ⊗GFx) FG(Fw ⊗ Fx) Fw ⊗ Fx

F (w ⊗ x) FGF (w ⊗ x) F (w ⊗ x)

F (ηw⊗ηx) FGφF
wx

φF
wx

FφG
F wF x

FφGF
wx

εF w⊗F x

Fηw⊗x
εF (w⊗x)

id

(η) (φGF ) (ε)

(adj)

F (w ⊗ x) F (GFw ⊗GFx) FG(Fw ⊗ Fx)

Fw ⊗ Fx FGFw ⊗ FGFx Fw ⊗ Fx

φF
wx φF

GF w,GF x
εF w⊗F x

F (ηw⊗ηx) FφG
F wF x

Fηw⊗Fηx

φF G
F wF x

εF w⊗εF x

id⊗id

(φ) (φGF ) (ε)

(adj)

(η)，(ε)は η, εがモノイダル自然変換であるから可換である．(φGF )は lax 2-functorの
合成の定義から可換である．(φ)は φが自然変換であるから可換である．(adj)は随伴の
性質から可換である．以上によりこれらの図式は可換である．
次に ψ については，次の 2つの図式が可換であることを示せばよい (がこの 2つは同じ
図式である)．

I

F (I) FG(I) I

id
ψF

FψG εI

F (I)

FG(I)

I F (I)

id
FψG

εI

ψF

132



これは εがモノイダル自然変換であることから分かる．

定理 121. V,W をモノイダル圏，F a G : V → W をモノイダル随伴とする．このとき
Cat-随伴 F a G : V -Cat → W -Catが成り立つ．

証明. C を V -豊穣圏，D をW -豊穣圏とする．まず圏同型

Φ = ΦCD : W -Cat(FC,D) → V -Cat(C, GD)

が存在することを示す．
まずW -関手K : FC → D に対して Φ(K)を

• a ∈ C に対して Φ(K)(a) := Ka．
• a, b ∈ C に対して，Kab : FC(a, b) → D(Ka,Kb) に随伴 F a G で対応する射を

Φ(K)ab : C(a, b) → GD(Ka,Kb)とする．

で定義する．Φ(K)は V -関手 C → GD である．
. . . ) まず a, b, c ∈ C に対して

C(b, c) ⊗ C(a, b) C(a, c)

GD(Kb,Kc) ⊗GD(Ka,Kb) GD(Ka,Kc)

m

Φ(K)acΦ(K)bc⊗Φ(K)ab

m

が可換であることを示す．その為には

C(a, c)

C(b, c) ⊗ C(a, b)

GD(Kb,Kc) ⊗GD(Ka,Kb)

GD(Ka,Kc)

GD(Ka,Kc)

G(D(Kb,Kc) ⊗ D(Ka,Kb))

m

Φ(K)bc⊗Φ(K)ab

id

Gm

Φ(K)ac

φ

が可換であることを示せばよいが，随伴 F a Gにより次の図式が可換であることを
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示せばよい．(スペースの都合上，D(Ka,Kb)を DKaKb と表記した．)

FC(a, c)

F (C(b, c) ⊗ C(a, b))

F (GFC(b, c) ⊗GFC(a, b))

F (GDKbKc ⊗GDKaKb)

FC(b, c) ⊗ FC(a, b)

FGFC(b, c) ⊗ FGFC(a, b)

FGDKbKc ⊗ FGDKaKb

FG(DKbKc ⊗ DKaKb)

D(Ka,Kc)

D(Ka,Kc)

DKbKc ⊗ DKaKb

Fm

F (ηC(b,c)⊗ηC(a,b))

F (GKbc⊗GKab)

FηC(b,c)⊗FηC(a,b))

FGKbc⊗FGKab

id

m

Kac

φ−1

φ−1

φ−1

Fφ

Kbc⊗Kab

ε⊗ε

ε

後は
I C(a, a)

GD(Ka,Ka)

ja

Φ(K)aajKa

が可換であることを示せばよい．随伴 F a Gにより次の図式が可換であることを示
せばよい．(ここで各豊穣圏における ja を区別するために jC

a のように書いた．)

FI FC(a, a)

D(Ka,Ka)FGD(Ka,Ka)

I

F (jC
a )

KaaF (jGD
Ka )

εD(Ka,Ka)

ψ−1
jF C

a

jD
KajF GD

Ka

(FC)

(FGD) (K)

(ε)

(FC) は jFC
a の定義より可換である．(FGD) は jFGD

a の定義より可換である．(K)
は K がW -関手であるから可換である．(ε)は εがモノイダル自然変換であるから可
換である．以上よりこの図式は可換である．

次に θ : K ⇒ L : FC → D をW -自然変換とする．a ∈ C に対して θa : Ka −V→ Laは D
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の射，即ちW の射 θa : I → D(Ka,La)である．そこで合成

I
ψ−→ G(I) G(θa)−−−−→ GD(Ka,La)

を Φ(θ)a とする．この Φ(θ)は V -自然変換 Φ(K) ⇒ Φ(L) : C → GD である．
. . . ) a, b ∈ C に対して

C(a, b)

I ⊗ C(a, b)

C(a, b) ⊗ I

GD(Fb,Gb) ⊗GD(Fa, Fb)

GD(Ga,Gb) ⊗GD(Fa,Ga)

GD(Fa,Gb)

λ−1

Φ(θ)b⊗Fab

m

ρ−1

Gab⊗Φ(θ)a

m

が可換であることを示せばよい．その為には定義より次の図式が可換であることを示
せばよい．

I ⊗ C(a, b)

C(a, b)

C(a, b) ⊗ I

GI ⊗GFC(a, b)

G(I ⊗ FC(a, b))

GFC(a, b)

G(FC(a, b) ⊗ I)

GFC(a, b) ⊗GI

GD(Kb,Lb) ⊗GD(Ka,Kb)

G(D(Kb,Lb) ⊗ D(Ka,Kb))

GD(Ka,Lb)

G(D(La,Lb) ⊗ D(Ka,La))

GD(La,Lb) ⊗GD(Ka,La)

λ−1

ρ−1

φ

G(λ−1)

G(ρ−1)

φ

φ

Gm

Gm

φ

ψ⊗ηC(a,b)

ηC(a,b)

ηC(a,b)⊗ψ

G(θb)⊗G(Kab)

G(θb⊗Kab)

G(Lab⊗θa)

G(Lab)⊗G(θa)

(∗)

(∗∗)

(φ)

(θ)

(φ)

(φ)は φが自然変換であるから可換である．(θ)は θが V -自然変換であるから可換で
ある．(∗)，(∗∗)は次の図式により可換である．

I ⊗ C(a, b)

C(a, b)

I ⊗GFC(a, b)

GFC(a, b)

GI ⊗GFC(a, b)

G(I ⊗ FC(a, b))
λ−1 λ−1 φ

id⊗ηC(a,b)

ηC(a,b)

ψ⊗id

G(λ−1)
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C(a, b) ⊗ I

C(a, b)

GFC(a, b) ⊗ I

GFC(a, b)

GFC(a, b) ⊗GI

G(FC(a, b) ⊗ I)
ρ−1 ρ−1 φ

ηC(a,b)⊗id

ηC(a,b)

id⊗ψ

G(ρ−1)

以上よりこの図式は可換である．

以上で定義された Φは関手W -Cat(FC,D) → V -Cat(C, GD)である．
. . . ) まずGDの恒等射の定義から明らかに，K : FC → Dに対して Φ(idK) = idΦ(K)

である．
θ : K ⇒ L，σ : L ⇒ H として Φ(σ ∗ θ) = Φ(σ) ∗ Φ(θ)を示す．その為には a ∈ C

に対して Φ(σ ∗ θ)a = Φ(σ)a ◦ Φ(θ)a を示せばよい．まず定義より Φ(σ ∗ θ)a は合成

I
ψ−→ G(I) G(σa◦θa)−−−−−−→ GD(Ka,Ha)

であって，σa ◦ θa は

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
σa⊗θa−−−−→ GD(La,Ha) ⊗GD(Ka,La) m−→ GD(Ka,Ha)

である．一方 Φ(σ) ∗ Φ(θ)は

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
Φ(σ)a⊗Φ(θ)a−−−−−−−−→ GD(La,Ha) ⊗GD(Ka,La) m−→ GD(Ka,Ha)

即ち

I
λ−1

−−→ I ⊗ I
ψ⊗ψ−−−→ G(I) ⊗G(I) G(σa)⊗G(θa)−−−−−−−−−→ GD(La,Ha) ⊗GD(Ka,La)

m−→ GD(Ka,Ha)

である．よって次の図式が可換であることを示せばよい．

I

I ⊗ I

GI

I ⊗GI

G(I ⊗ I)

GI ⊗GI

G(D(La,Ha) ⊗ D(Ka,La))

GD(La,Ha) ⊗GD(Ka,La)
FD(Ka,Ha)

ψ G(λ−1) G(σa⊗θa)
Gm

id⊗ψ ψ⊗id Gσa⊗Gθa

m

λ−1 λ−1 φ φ(λ) (G) (φ) (GD)

(λ)，(φ)は λ, φが自然変換であるから可換である．(G)は Gが laxモノイダル関手
だから可換である．(GD)は GD の合成の定義より可換である．
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Φは忠実充満である．
. . . ) まず忠実であることを示す．θ, σ : K ⇒ L : FC → D をW -関手として，a ∈ C
に対して Φ(θ)a = Φ(σ)a が成り立つとする．即ち(

I
ψ−→ G(I) G(θa)−−−−→ GD(Ka,La)

)
=
(
I
ψ−→ G(I) G(σa)−−−−→ GD(Ka,La)

)
であるから，随伴 F a Gにより(

F (I) ψ′

−→ I
θa−→ D(Ka,La)

)
=
(
F (I) ψ′

−→ I
σa−→ D(Ka,La)

)
となり，今 ψ′ は同型だから θa = σa が分かる．
次に充満を示すため，K,L : FC → D をW -関手，θ : Φ(K) ⇒ Φ(L) : C → GD を

V -自然変換とする．つまり a ∈ C に対して θa : I → GD(Ka,La)である．このとき
θa に随伴 F a Gで対応する射を θ̃a として，σa :=

(
I

ψ−→ F (I) θ̃a−→ D(Ka,La)
)と

おく．これはW -自然変換 σ : K ⇒ Lを定める．
. . . ) a, b ∈ C に対して

FC(a, b)

I ⊗ FC(a, b)

FC(a, b) ⊗ I

D(Kb,Lb) ⊗ D(Ka,Kb)

D(La,Lb) ⊗ D(Ka,La)

D(Ka,Lb)

λ−1

σb⊗Kab

m

ρ−1

Lab⊗σa

m
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が可換であることを示す．

I ⊗ F C(a, b)

F C(a, b)

F C(a, b) ⊗ I

F I ⊗ F C(a, b)

F (I ⊗ C(a, b))

F (C(a, b) ⊗ I)

F C(a, b) ⊗ F I

F GD(Kb, Lb) ⊗ F GD(Ka, Kb)

F (GD(Kb, Lb) ⊗ GD(Ka, Kb))

F GD(Ka, Lb)

F (GD(La, Lb) ⊗ GD(Ka, La))

F GD(La, Lb) ⊗ F GD(Ka, La)

D(Kb, Lb) ⊗ D(Ka, Kb)

D(Ka, Lb)

D(La, Lb) ⊗ D(Ka, La)

λ−1

ρ−1

φ

φ

φ

Fm

Fm

φ

m

m

ψ⊗id

Fλ−1

Fλ−1

ψ⊗id

θ̃b⊗Kab

Fθb⊗FΦ(K)ab

F (θb⊗Φ(K)ab)

F (θb⊗Φ(K)ab)

Fθb⊗FΦ(K)ab

θ̃b⊗Kab

ε⊗ε

ε

ε⊗ε

(F )

(F )

(θ)

(φ)

(φ)

(∗)

(∗)

(∗∗)

(∗∗∗)

(F )は F がモノイダル関手であるから可換である．(θ)は θ がW -自然変換であ
るから可換である．(φ) は φ が自然変換であるから可換である．(∗) は θ̃,Φ(K)
の定義から可換である．(∗∗)は次の図式により可換である．

FGD(Kb,Lb) ⊗ FGD(Ka,Kb)

F (GD(Kb,Lb) ⊗GD(Ka,Kb))

FGD(Ka,Lb)

D(Kb,Lb) ⊗ D(Ka,Kb)

FG(D(Kb,Lb) ⊗ D(Ka,Kb))

D(Ka,Lb)

φF

Fm

ε

m

ε⊗ε

φF G

FφG

FGm

ε

(φFG)

(GD)

(+)

(ε)

(但し，φFG は φFG の定義により可換である．(GD)は GDの定義により可換で
ある．(ε) は ε が自然変換であるから可換である．(+) は ε がモノイダル自然変
換であるから可換である．) (∗∗∗)も (∗∗)と同様に可換である．
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このとき Φ(σ)a は合成

I
ψ−→ G(I) G(σa)−−−−→ GD(Ka,Ha)

だから，これに随伴で対応する射は

F (I) ψ−1

−−−→ I
σa−→ D(Ka,Ha)

即ち (
F (I) ψ−1

−−−→ I
ψ−→ F (I) θ̃a−→ D(Ka,La)

)
= θ̃a

である．故に Φ(σ)a = θa となり Φ(σ) = θ が分かる．

定義より明らかに Φは対象について全単射であるから，Φは圏同型を与えることが分
かった．
あとは ΦCD が C,D について自然であることを示せばよい．
まず C について自然であることを示す．その為に θ : S ⇒ T : C → C′ をW -自然変換と
する．ΦCD • (− • Fθ) = (− • θ) • ΦC′D を示せばよい．

W -Cat(FC,D) V -Cat(C, GD)

W -Cat(FC′,D) V -Cat(C′, GD)

=⇒
−•Fθ

=⇒
−•θ

ΦCD

−•S −•T−•FS −•FT

ΦC′D

つまりW -関手K : FC′ → Dに対して V -自然変換の等式 Φ(K • Fθ) = Φ(K) • θを示せ
ばよい．まず a ∈ C に対して Φ(K • Fθ)a は合成

I
ψ−→ G(I) G((K•Fθ)a)−−−−−−−−→ GD(KSa,KTa

であり，(K • Fθ)a = K ◦ (Fθ)a は合成

I
ψ−→ FI

F (θa)−−−−→ F (C′(Sa, Ta)) K−→ D(KSa,KTa)

である．一方 (Φ(K) • θ)a は合成

I
θa−→ C′(Sa, Ta) Φ(K)−−−→ GD(KSa,KTa)
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である．
GI

I

GFI

C′(Sa, Ta)

GFC′(Sa, Ta)

GD(KSa,KTa)

ψ ηI

ηC′(Sa,T a) GK

Gψ GF (θa)

θa Φ(K)

(∗) (η) (Φ)

(η)は η が自然変換であるから可換である．(Φ)は Φ(K)の定義より可換である．(∗)は
η がモノイダル自然変換だから可換である．

D についても同様に，V -自然変換 θ : S ⇒ T : D → D′ に対して ΦCD′ • (θ • −) =
(Gθ • −) • ΦCD を示せばよい．

W -Cat(FC,D) V -Cat(C, GD)

W -Cat(FC,D′) V -Cat(C, GD′)

=⇒
θ•−

=⇒
Gθ•−

ΦCD

GS•− GT•−S•− T•−

ΦCD′

つまりW -関手 K : FC → D に対して V -自然変換の等式 Φ(θ •K) = Gθ • Φ(K)を示せ
ばよい．まず a ∈ C に対して Φ(θ •K)a は合成

I
ψ−→ GI

G((θ•K)a)−−−−−−−→ GD(SKa, TKa)

であり，(θ •K)a = θKa である．一方 (Gθ • Φ(K))a = (Gθ)Ka は合成

I
ψ−→ GI

G(θKa)−−−−−→ GD′(SKa, TKa)

である．よって Φ(θ •K)a = (Gθ • Φ(K))a である．

例 122. モノイダル圏 V に対して，表現可能関手 U := HomV (I,−) : V → Setは左随
伴 F を持ち，この F は laxモノイダル関手である．

. . . ) E : 1 → V を E(∗) := I で定まる関手とすれば E†y ∼= U だから，F := y†E と
すれば普遍随伴 F a U : Set → V を得る．

Set

1 V

y

E

y†E

E†y
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各点 Kan拡張により，a ∈ Setに対して Fa = colim(∗ ↓ a → 1 E−→ V ) =
∐
i∈a

I であ

る．a, b ∈ Setに対して

Fa⊗ Fb =
(∐
i∈a

I
)

⊗
(∐
j∈b

I
)

∼=
∐
i∈a

(
I ⊗

(∐
j∈b

I
))

∼=
∐
i∈a

∐
j∈b

(I ⊗ I) ∼=
∐

k∈a×b

(I ⊗ I)

= F (a× b)

となるから，これを φab とする．また明らかに F (1) = I だからこれを ψ とする．こ
のとき 〈F,φ, ψ〉は laxモノイダル関手である．

F a U : V → Setはモノイダル随伴である．
従って Cat-随伴 F a U : Cat → V -Catが成り立つことが分かる．
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