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定義. C,D を圏，F : C → D，G : D → C を関手とする．c ∈ C，d ∈ D について自
然な同型射 φcd : HomD(Fc, d) → HomC(c,Gd)が存在するとき，3つ組 ⟨F,G, φ⟩を随
伴 (adjoint)という．このとき記号では F ⊣ G : C → D もしくは単に F ⊣ Gと書く．ま
た F を (Gの)左随伴関手 (left adjoint functor)，Gを (F の)右随伴関手 (right adjoint
functor)という．

F ⊣ G : C → D とすると，自然同型 φにより次のような二つの射が一対一に対応する
という事になる．

f : Fc → d g : c → Gd

φcd(f) = g のとき，g を f の右随伴射 (right adjunct)，f を g の左随伴射 (left adjunct)
と呼ぶ．この PDFでは，随伴射を˜をつけて表すことにする．つまり f : Fc → dのとき
f̃ : c → Gdであり φcd(f) = f̃ となる．
今，q : d → d′ を D の射とすると，自然性から次の図式が可換となる．

HomD(Fc, d) HomC(c,Gd)

HomD(Fc, d′) HomC(c,Gd′)

φcd

Gq◦−q◦−

φcd′

よって f ∈ HomD(Fc, d)として g := q ◦ f と置くと f の行き先を見れば Gq ◦ f̃ = g̃ が
分かる．

f f̃

Gq ◦ f̃g g̃ =

φcd

Gq◦−q◦−

φcd′
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つまり，次の図式の (0)が可換であれば，(1)も可換になる．

Fc d

d′

f

q
g

(0)
c Gd

Gd′

f̃

Gq
g̃

(1)

逆に，(1)が可換であるとする (即ち，f : Fc → d，g : Fc → d′，q : d → d′ が Gq ◦ f̃ = g̃

を満たすとする)．このとき先程と同様にして

f f̃

q ◦ f Gq ◦ f̃
=

g g̃

φcd

Gq◦−q◦−
φcd′

φcd′

となるが，φcd′ は同型 (全単射)だから g = q ◦ f が分かる．即ち，(0)が可換となる．
同様のことが次の図式にも成り立つ．

Fc

Fc′ d′

g
Fp

h

(2)

c

c′ Gd′

g̃
p

h̃

(3)

即ち，(2) が可換であれば (3) も可換であるし，逆に (3) が可換であれば (2) も可換と
なる．
この二つを合わせて次の命題を得る．

命題 1. f : Fc → d，h : Fc′ → d′，p : c → c′，q : d → d′ とする．このとき，次の左の図
式が可換ならば右の図式も可換であり，右の図式が可換ならば左の図式も可換である*1．

Fc d

Fc′ d′

f

qFp

h

c Gd

c′ Gd′

f̃

Gqp

h̃

*1 感覚的に言えば，図式の可換性を考えるときには，左側にある F を右側の Gへと変えてよい，というこ
とになる
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同じような形の命題で，次の命題も成り立つ．

命題 2. f : Fc → d，h : Fc′ → d′，p : c → c′，q : d′ → dとする．このとき，次の左の図
式が可換ならば右の図式も可換であり，右の図式が可換ならば左の図式も可換である

Fc d

Fc′ d′

f

qFp

h

c Gd

c′ Gd′

f̃

Gqp

h̃

証明. k := h ◦ Fpと置く．すると次の図式が得られる．

Fc d

Fc′ d′

f

qFp

h

k (1)(0)

c Gd

c′ Gd′

f̃

Gqp

h̃

k̃ (3)(2)

(0)は定義から可換なので，(2)も可換である．よって「(1)が可換⇐⇒ (3)が可換」より
命題が成り立つ．

さて，F ⊣ G : C → D を随伴とする．即ち HomD(Fc, d) ∼= HomC(c,Gd)であるが，
ここで dとして Fcを取れば HomD(Fc, Fc) ∼= HomC(c,GFc)を得る．この同型の左辺
には恒等射 idFc があるから，その随伴射 ηc := ĩdFc を得ることができる．この ηc は次
のような普遍性を持つ．

定理 3. F ⊣ G : C → D を随伴とする．c ∈ C に対して上のように ηc : c → GFcを取る
と，⟨Fc, ηc⟩は cから Gへの普遍射である．

証明. 任意の f̃ : c → Gdを取る．g : Fc → dが一意に存在して Gg ◦ ηc = f̃ となること
を示す．

c GFc Fc

Gd d

ηc

f̃

gGg
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まず次の左の図式が可換だから，右の図式も可換である．

Fc Fc

d

idF c

f
f

c GFc

Gd

ηc

Gf
f̃

よって Gf ◦ ηc = f̃ であるから，上記の g が存在することが分かる．
g の一意性を示すため，g : Fc → dが Gg ◦ ηc = f̃ を満たすとする．次の右の図式が可
換だから，左の図式も可換である．

Fc Fc

d

idF c

g
f

c GFc

Gd

ηc

Gg
f̃

よって f = g となり，g の一意性が分かった．

※ 証明中に見たように f̃ = Gg ◦ ηc だから，同型 HomD(Fc, d) → HomC(c,Gd)は
ηc により g 7→ Gg ◦ ηc で与えられることも分かる．

実は，ある意味で定理 3の逆も成り立つ．

定理 4. G : D → C を関手として，各 c ∈ C に対して普遍射 ηc : c → Gdc が存在すると
する．このとき対応 c 7→ dc は関手 F : C → D を定め，F ⊣ Gとなる．

証明. まず関手 F : C → D を定義する．c ∈ C に対する普遍射 ηc : c → Gdc を使って
Fc := dc と定める．射 p : c → c′ に対して射 Fp : Fc → Fc′ を，ηc : c → GFcの普遍性
から一意に定まる射とする．

c GFc Fc

c′ GFc′ Fc′

ηc

GFpp

ηc′

Fp

この F が関手 F : C → D を定めることは ηc の普遍性から容易に分かる．またこの図式
の可換性は η : idC ⇒ GF が自然変換であることを意味していることに注意しておく．
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F ⊣ G を示す．c ∈ C，d ∈ D に対して写像 φcd : HomD(Fc, d) → HomC(c,Gd) を
φcd(g) := Gg ◦ ηc で定める．

c GFc Fc

Gd d

ηc

Gg
φcd(g)

g

この φは自然変換である．
. . . ) まず cに関する自然性，即ち p : c → c′ に対する次の可換性を示す．

HomD(Fc, d) HomC(c,Gd)

HomD(Fc′, d) HomC(c′, Gd)

φcd

−◦p−◦Fp

φc′d

f ◦ Fp G(f ◦ Fp) ◦ ηc
Gf ◦ ηc′ ◦ p

f Gf ◦ ηc′

φcd

−◦p
−◦Fp

φc′d

即ち ηc′ ◦ p = GFp ◦ ηc を示せばよいが，これは Fpの定義

c GFc Fc

c′ GFc′ Fc′

ηc

GFpp

ηc′

Fp

により明らか．次に d に関する自然性，即ち q : d → d′ に対する次の可換性である
が，それは φの定義から明らか．

HomD(Fc, d) HomC(c,Gd)

HomD(Fc, d′) HomC(c,Gd′)

φcd

Gq◦−q◦−
φcd′

f Gf ◦ ηc

q ◦ f Gq ◦Gf ◦ ηc

φcd

Gq◦−q◦−
φcd′

また普遍射の性質から明らかに，各 φcd が全単射であることが分かる．故に c, dに関し
て自然な同型 HomD(Fc, d) ∼= HomC(c,Gd)が存在する．よって F ⊣ Gである．

今の証明により，随伴 F ⊣ Gから得られる ηc : c → GFcが自然変換 η : idC ⇒ GF を
定めることもわかる．この η を F ⊣ Gの unitと呼ぶ．
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定理 5. G : D → C の左随伴関手は，存在するならば (自然同型を除いて) 一意である．
即ち，F ⊣ G : C → D かつ F ′ ⊣ G : C → D ならば自然同型 F ∼= F ′ が存在する．

証明. F ⊣ Gかつ F ′ ⊣ Gとすれば，それぞれの unitを η, η′ としたときに ηc : c → GFc

と η′
c : c → GF ′cが普遍射となるから，普遍射の普遍性により Fc ∼= F ′cが分かる．この

同型射を θc : Fc → F ′cとする．

c GFc Fc

GF ′c F ′c

ηc

η′
c

θcGθc

この θc は cについて自然である．
. . . ) f : b → cに対して，次の図式が可換であることを示せばよい．

Fb F ′b

Fc F ′c

θb

F ′fFf

θc

η が自然変換であることと，θc の定義から次の図式が可換である．

b

GFb

c

GFc

GFb

ηb

GFf

f ηc

Gθc

η′
c

GFb

b

GF ′b

c

GF ′c

ηb

Gθb

η′
b

GF ′f

f

η′
c

よって ηb の普遍性により θc ◦ Ff = F ′f ◦ θb である．

故に自然同型 F ∼= F ′ が成り立つ．

以上の双対を取れば以下のことも分かる．

定理 6. F ⊣ G : C → D を随伴として d ∈ D とする．ε̃d = idGd となる εd : FGd → d

を取れば，⟨Gd, εd⟩は F から dへの普遍射であり, 同型 HomC(c,Gd) → HomD(Fc, d)
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は f̃ 7→ εd ◦ F f̃ により与えられる．

c Fc

Gd FGd d

f̃ F f̃

εd

f

また εは自然変換 FG ⇒ idD となる．(これを counitと呼ぶ．)
逆に F : C → D を関手として，各 d ∈ D に対して普遍射 εc : Fcd → dが存在すれば

F は右随伴関手 Gを持つ．また右随伴は一意的である．

例 7. U : Ab → Setを忘却関手とする．X ∈ Setから U への普遍射は常に存在し，自
由アーベル群 FX となるのであった．故に X 7→ FX は U : Ab → Setの左随伴関手と
なる．故にX ∈ Setと G ∈ Abに関して自然に HomAb(FX,G) ∼= HomSet(X,UG)で
ある．このような，忘却関手の左随伴関手を自由関手と呼ぶ．

例 8. J,C を圏，∆: C → CJ を対角関手とする．T ∈ CJ の余極限とは T から ∆への
普遍射のことであった．故に任意の T ∈ CJ に対して余極限 colimT ∈ C が存在するな
らば colim: CJ → C は ∆の左随伴関手である．即ち，T, cについて自然な同型

HomC(colimT, c) ∼= HomCJ (T,∆c)

が成り立つ．
同様に，任意の T ∈ CJ に対して極限 limT ∈ C が存在するならば lim: CJ → C は∆
の右随伴関手である．

G : D → C を関手，c ∈ C を対象とすると，同値「c から G への普遍射が存在する
⇐⇒ HomC(c,G(−))が表現可能関手」が成立するのであった (「極限」の PDFを参照)．
これと定理 4を組み合わせて次の系を得る．

系 9. 関手 G : D → C が左随伴を持つ
⇐⇒各 c ∈ C に対して HomC(c,G(−))が表現可能となる．

双対を考えれば

系 10. 関手 F : C → D が右随伴を持つ
⇐⇒各 d ∈ D に対して HomD(F (−), d)が表現可能となる．

さて，F ⊣ G の unit η : id ⇒ GF と counit ε : FG ⇒ id を図式で書くと次のように
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なる．
D D

C C

ε=⇒ η

=⇒

idD

G F

G

idC

よってこの自然変換の合成を考えることができる．(「自然変換・関手圏」の PDF を
参照．)

定理 11. 合成 Gε ◦ ηG : G ⇒ GFG ⇒ Gは idG : G ⇒ Gに等しい．

D D

C C

ε=⇒ η

=⇒

idD

G F

G

idC

=
D D

C C

idG=⇒

idD

G

G

idC

証明. d ∈ Dに対してGεd◦ηGd = idGdを示せばよいが，定理 3で見たようにGf ◦ηc = f̃

だったから，f として εd を取れば Gεd ◦ ηGd = idGd を得る．

双対的に，εF ◦ Fη : F ⇒ FGF ⇒ F は idF : F ⇒ F に等しいことも分かる．*2

D D

C C

=⇒

η =⇒ε

idC

F

G F

idD

=
D D

C C

=⇒ idF

idC

F

F

idD

実は，これもある意味で逆が成り立つ．

定理 12. F : C → D，G : D → C を関手，η : idC ⇒ GF，ε : FG ⇒ idD を自然変換と
するとき，等式

D D

C C

ε=⇒ η

=⇒

idD

G F

G

idC

=
D D

C C

idG=⇒

idD

G

G

idC

*2 これらの等式を三角恒等式 (triangular identities)と呼ぶ．
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D D

C C

=⇒

η =⇒ε

idC

F

G F

idD

=
D D

C C

=⇒ idF

idC

F

F

idD

が成り立つならば F ⊣ Gである．

証明. c ∈ C，d ∈ Dを取る．φcd : HomD(Fc, d) → HomC(c,Gd)を φcd(f) := Gf ◦ ηc
で定める．また，ψcd : HomC(c,Gd) → HomD(Fc, d)を ψcd(g) := εd ◦ Fg で定める．

c GFc Fc

Gd d

ηc

φcd(f)
fGf

c Fc

Gd FGd d

g Fg

εd

ψcd(g)

φ，ψ は自然変換である．
. . . ) p : c → c′ を C の射とする．まず次の図式が可換であることを示す．

HomD(Fc, d) HomC(c,Gd)

HomD(Fc′, d) HomC(c′, Gd)

φcd

−◦p−◦Fp

φc′d

f ◦ Fh G(f ◦ Fk) ◦ ηc
Gf ◦ ηc′ ◦ k

f Gf ◦ ηc′

φcd

−◦p
−◦Fp

φc′d

その為には GFp ◦ ηc = ηc′ ◦ pを示せばよいが，これは η : idC ⇒ GF が自然変換だ
から次が可換となり分かる．

c GFc

c′ GFc′

ηc

GFpp

ηc′

同様の議論を行うことにより，φ，ψ が自然変換であることが分かる．

ε : FG ⇒ idD は自然変換だったから，次の図式が可換である．

FGFc Fc

FGd d

εF c

fFGf

εd
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即ち εd ◦ FGf = f ◦ εFc となる．仮定により εF ◦ Fη = idF だったから，φ,ψ の定義に
より

ψcd ◦ φcd(f) = ψcd(Gf ◦ ηc)
= εd ◦ F (Gf ◦ ηc)
= εd ◦ FGf ◦ Fηc
= f ◦ εFc ◦ Fηc
= f

である．故に ψcd ◦ φcd = idとなる．双対的に φcd ◦ ψcd = idも成り立つことが分かる．
従って φ : HomD(Fc, d) ∼= HomC(c,Gd)であり F ⊣ Gが分かった．

命題 13. F ⊣ G : C → D を随伴とするとき随伴 Gop ⊣ F op : Dop → Cop が成り立つ．

証明. d ∈ D，c ∈ C について自然に

HomCop(Gd, c) = HomC(c,Gd) ∼= HomD(Fc, d) = HomDop(d, Fc).

定義. f : a → bを圏 C の射とする．

(1) f が分裂エピ射 (split epimorphism)
⇐⇒ある g : b → aが存在して f ◦ g = idb となる．

(2) f が分裂モノ射 (split monomorphism)
⇐⇒ある g : b → aが存在して g ◦ f = ida となる．

命題 14. 分裂エピ射はエピ射であり，分裂モノ射はモノ射である．

証明. 双対を考えればよいので分裂エピ射がエピ射であることを示せばよい．
f : a → b を分裂エピ射とする．つまりある g : b → a が存在して f ◦ g = idb となる．
今 h, k : b → cが h ◦ f = k ◦ f を満たすとすると

h = h ◦ idb = h ◦ f ◦ g = k ◦ f ◦ g = k ◦ idb = k

である．

命題 15. モノ射かつ分裂エピ射ならば同型射である．

証明. f : a → bがモノ射かつ分裂エピ射であるとする．f が分裂エピ射だから，g : b → a
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が存在して f ◦ g = idb となる．よって f ◦ g ◦ f = idb ◦ f = f = f ◦ ida である．今 f が
モノ射だから g ◦ f = ida となり，f が同型射であることが分かった．

双対を考えれば「エピ射かつ分裂モノ射ならば同型射」も分かる．

命題 16. F : C → D を関手，f : a → bを C の射とする．

(1) f が分裂エピ射ならば，Ff も分裂エピ射である．
(2) F が忠実充満の場合，Ff が分裂エピ射ならば，f も分裂エピ射である．

証明. (1) f が分裂エピ射だとする．つまりある g : b → aが存在して f ◦ g = idb となる．
このとき Ff ◦ Fg = idFb だから Ff も分裂エピ射である．

(2) Ff が分裂エピ射だとする．つまりある h : Fb → Fa が存在して Ff ◦ h = idb
となる．今 F が充満だから，ある g : b → a が存在して Fg = h となる．このとき
F (f ◦ g) = Ff ◦ Fg = Ff ◦ h = idFb である．今 f が忠実だから f ◦ g = idb が分かり，
f は分裂エピ射である．

補題 17. C を圏，f : a → bを C の射とするとき

(1) f が分裂エピ射⇐⇒ y(f)が分裂エピ射⇐⇒ y(f)がエピ射
(2) f がモノ射⇐⇒ y(f)がモノ射
(3) f が分裂モノ射⇐⇒ y(f)が分裂モノ射

証明. 自然変換 y(f) : HomC(−, a) ⇒ HomC(−, b)は対象 x ∈ C に対して

y(f)x : HomC(x, a) ∋ g 7→ f ◦ g ∈ HomC(x, b)

で与えられるのであった．また，Ĉ の射がエピ射 (モノ射)となるのは，全ての成分がエ
ピ射 (モノ射)となるときであった (「極限」の PDFを参照)．

(1) 米田埋込 y が忠実充満 (米田の補題)だから，「f が分裂エピ射⇐⇒ y(f)が分裂エ
ピ射」は命題 16より分かるので「分裂エピ射⇐⇒ y(f)がエピ射」を示せばよい．
f が分裂エピ射，即ち f ◦ g = idb となる g : b → aが存在するとする．各対象 x ∈ C

に対して y(f)x : HomC(x, a) → HomC(x, b) が全射になることを示せばよい．それは
h ∈ HomC(x, b)に対して y(f)x(g ◦ h) = f ◦ g ◦ h = id ◦ h = hとなるから分かる．
逆に y(f)がエピ射とする．このとき y(f)b : HomC(b, a) → HomC(b, b)はエピ，即ち
全射である．よって g ∈ HomC(b, a)で y(f)b(g) = idb となるものが存在する．このとき
idb = y(f)b(g) = f ◦ g である．よって f が分裂エピ射となることが分かった．
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(2) x ∈ C に対して

y(f)x が単射⇐⇒ g, h ∈ HomC(x, a)が y(f)x(g) = y(f)x(h)を
満たすならば g = hである

⇐⇒ g, h ∈ HomC(x, a)が f ◦ g = f ◦ hを
満たすならば g = hである

だから「y(f)がモノ射⇐⇒ f がモノ射」である．
(3) 米田埋込が忠実充満だから命題 16の双対より分かる．

定理 18. 随伴 F ⊣ G : C → D の unitを η，counitを εとする．

(1) F が忠実⇐⇒ 任意の c ∈ C に対して ηc がモノ射
(2) F が充満⇐⇒ 任意の c ∈ C に対して ηc が分裂エピ射
(3) F が忠実充満⇐⇒ 任意の c ∈ C に対して ηc が同型射
(4) Gが忠実⇐⇒ 任意の d ∈ D に対して εd がエピ射
(5) Gが充満⇐⇒ 任意の d ∈ D に対して εd が分裂モノ射
(6) Gが忠実充満⇐⇒ 任意の d ∈ D に対して εd が同型射

証明. y(ηc)b = (ηc ◦ −)は合成 HomC(b, c) F−→ HomD(Fb, Fc)
∼=−→ HomC(b,GFc)と一

致する．
. . . ) 合成 Hom(b, c) F−→ Hom(Fb, Fc)

∼=−→ Hom(b,GFc)は定理 3の証明より

f 7→ Ff 7→ GFf ◦ ηb

で与えられる．η の自然性から

b GFb

c GFc

ηb

GFff

ηc

が可換だから，f 7→ GFf ◦ ηb は f 7→ ηc ◦ f と一致する．
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よって補題 17を使えば

F が忠実⇐⇒任意の b, c ∈ C に対して F : Hom(b, c) → Hom(Fb, Fc)が単射
⇐⇒任意の b, c ∈ C に対して y(ηc)b が単射
⇐⇒任意の c ∈ C に対して y(ηc)がモノ射
⇐⇒任意の c ∈ C に対して ηc がモノ射

F が充満⇐⇒任意の b, c ∈ C に対して F : Hom(b, c) → Hom(Fb, Fc)が全射
⇐⇒任意の b, c ∈ C に対して y(ηc)b が全射
⇐⇒任意の c ∈ C に対して y(ηc)がエピ射
⇐⇒任意の c ∈ C に対して ηc が分裂エピ射

であるから F についての証明が終わった．Gについては，命題 13より Gop ⊣ F op だか
ら，この Gop ⊣ F op に対して上記の議論を当てはめれば分かる．

定理 19. F,H : C → D，G : D → C で F ⊣ G ⊣ H とする．このとき
F が忠実充満⇐⇒ H が忠実充満

証明. (=⇒) F が忠実充満であるとする．定理 18 により F ⊣ G の unit η : id ⇒ GF

は自然同型である．よって HomC(c,GHc′) ∼= HomD(Fc,Hc′) ∼= HomC(GFc, c′) ∼=
HomC(c, c′) となる．これは c について自然だから HomC(−, GHc′) ∼= HomC(−, c′) で
ある．即ち y(GHc′) ∼= y(c′)である．この同型を θ : y(GHc′) ⇒ y(c′)と書くと，y が忠
実充満であるから，同型射 f : GHc′ → c′ で y(f) = θ となるものが一意に存在する．
さて，ここで同型 HomC(c,GHc′) ∼= HomC(c, c′) を具体的に書き下すことを考えよ
う．その為に F ⊣ Gの counitを ε，G ⊣ H の counitを ε′ とすると同型

HomC(c,GHc′) → HomD(Fc,Hc′) → HomC(GFc, c′) → HomC(c, c′)

は
g 7→ εHc′ ◦ Fg 7→ ε′

c′ ◦G(εHc′ ◦ Fg) 7→ ε′
c′ ◦G(εHc′ ◦ Fg) ◦ ηc

で与えられることが分かる．即ち θc(g) = ε′
c′ ◦ GεHc′ ◦ GFg ◦ ηc である．一方 θc =

y(f)c = f ◦ −だったから f ◦ g = ε′
c′ ◦GεHc′ ◦GFg ◦ ηc が分かる．η は自然変換だから

次が可換となる．
c GFc

GHc′ d

ηc

GFgg

ηGHc′

13



よって ε′
c′ ◦GεHc′ ◦GFg ◦ ηc = ε′

c′ ◦GεHc′ ◦ ηGHc′ ◦ g = ε′
c′ ◦ g となる．故に f = ε′

c′

である．
よって c′ ∈ C に対して ε′

c′ : GHc′ → c′ は同型である．従って定理 18により H は忠
実充満である．

(⇐=) 同様である．

F : C → Dを関手，U を圏とするとき，二つの関手 F : CU → DU と F−1 : UD → UC

が得られるのであった．

命題 20. F ⊣ G : C → D を随伴とする．このとき，圏 U に対して随伴 F ⊣ G : CU →
DU が成り立つ．

証明. 随伴 F ⊣ G の unit，counit を η, ε とする．K ∈ CU，L ∈ DU に関して自然に
HomDU (FK,L) ∼= HomCU (K,GL)となることを示せばよい．
θ ∈ Hom(FK,L)に対して次の図式の自然変換の合成を αK,L(θ) : K ⇒ GLとする．

U D

C C

θ=⇒ η

=⇒

L

K F

G

idC

このとき αK,L : HomDU (FK,L) → HomCU (K,GL)はK,Lに関して自然である．
. . . ) Lについても同様に分かるから，K に関する自然性のみ示す．
K,K ′ ∈ CU の間の射 τ : K ⇒ K ′ を考える．図式

HomDU (FK,L) HomCU (K,GL)

HomDU (FK ′, L) HomCU (K ′, GL)

αKL

−◦τ−◦Fτ

αK′L

が可換であることを示す．左の縦の射 − ◦ Fτ は θ ∈ HomDU (FK ′, L)に対して合成

U D

C

θ=⇒τ⇒

L

K′

K

F

14



を与える射である．よって

HomDU (FK,L) HomCU (K,GL)

HomDU (FK ′, L) HomCU (K ′, GL)

αKL

−◦τ−◦Fτ

αK′L

θ ◦ Fτ G(θ ◦ Fτ) ◦ ηK
Gθ ◦ ηK′ ◦ τ

θ Gθ ◦ ηK′

αKL

−◦τ
−◦Fτ

αK′L

となるが，自然変換の合成の性質によりGθ◦ηK′ ◦τ = Gθ◦GFτ ◦ηK = G(θ◦Fτ)◦ηK
であるから可換である．

よって αK,L が同型であることを言えばよいが，それは逆射が次の βKL によって与
えられることから分かる．θ ∈ HomCU (K,GL) に対して次の図式の自然変換の合成を
βKL(θ) : FK ⇒ Lとする．

D D

U C
θ =⇒

ε =⇒

K

L

G F

idD

β が αの逆になっていることは，unit η と counit εの性質から分かる．

命題 21. F ⊣ G : C → D を随伴，U を圏とすると，随伴 G−1 ⊣ F−1 : UC → UD が成
り立つ．

証明. F ⊣ Gの unit，counitを η, εとする．θ ∈ Hom(KG,L)に対して次の図式の自然
変換の合成を αK,L(θ) : K ⇒ LF とする．

D U

C C

η

=⇒

θ =⇒

idC

F

G K

L

この α が自然同型 HomUD (KG,L) ∼= HomUC (K,LF ) を与えることが前命題と同様に
分かる．

系 22. F ⊣ G : C → D のとき F−1 ⊣ G−1 : D̂ → Ĉ が成り立つ．

証明. Ĉ = SetC
op だったから，命題 21と命題 13を組み合わせればよい．
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定理 23. 左随伴関手は任意の余極限と交換する．即ち，F ⊣ G : C → D を随伴関手，
T : J → C を関手で colimT が存在するとするとき，F は colimT と交換する．

証明. ⟨c, µ⟩ が T : J → C の余極限であるとする．即ち µ : T ⇒ ∆c は普遍射である．
Fµ : FT ⇒ F∆c = ∆(Fc) が FT から ∆ への普遍射であることを示せばよい．d ∈ D

について自然に

HomD(Fc, d) ∼= HomC(c,Gd)
∼= HomCJ (T,∆(Gd))
= HomCJ (T,G∆(d))
∼= HomDJ (FT,∆(d)) (命題 20を参照)

となるから HomDJ (FT,∆−) ∼= HomD(Fc,−)は表現可能関手である．故に FT から∆
への普遍射は存在する．表現可能関手の性質 (「極限」の PDF を参照) からそれは同型
HomD(Fc, Fc) ∼= HomDJ (FT,∆(Fc))で idFc に対応する射 FT ⇒ ∆(Fc)である．そ
れが Fµであることを示せばよい．随伴 F ⊣ Gの unit，counitを η, εとする．まず同型

HomD(Fc, Fc) ∼= HomC(c,GFc) ∼= HomCJ (T,∆(GFc))

に対応するのは
idFc 7→ ηc 7→ ∆(ηc) ◦ µ =: θ

である．命題 20の証明より，θ に同型

HomCJ (T,G∆(Fc)) ∼= HomDJ (FT,∆(Fc))

で対応するのは，合成
D D

J C
θ =⇒

ε =⇒

T

∆(Fc)

G F

idD

である．j ∈ J に対して

(ε∆(Fc)) ◦ Fθ)j = εFc ◦ Fθj
= εFc ◦ F (∆(ηc) ◦ µ)j
= εFc ◦ Fηc ◦ Fµj
= Fµj

だから ε∆(Fc) ◦ Fθ = Fµが分かる．
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双対的に，右随伴関手は極限と交換する．

例 24. J,C を圏として，任意の関手 T : J → C の余極限が存在するとする．この場合
colim: CJ → C は関手となり，対角関手 ∆: C → CJ の左随伴関手となるのであった．
よって colim: CJ → C は余極限と交換する．つまり，I を圏，T : I → CJ を関手とし
て余極限 ⟨colimT, µ⟩ が存在するとすると ⟨colim(colimT ), colim(µ)⟩ は colim ◦T の余
極限である．T を関手 I × J → C と同一視すれば colimT = colimi Ti = colimi T (i,−)
であった．よって colim(colimT ) とは colimj colimi T (i, j) を意味する．一方 colim ◦T
の余極限とは colimi colimj T (i, j) の意味である．即ち，colim: CJ → C が余極限と交
換するというのは極限の PDF で示した colimi colimj T (i, j) ∼= colimj colimi T (i, j) と
いうことである．

例 25. 例 7の随伴 F ⊣ U : Set → Abを考える．定理 23の双対より，U は極限と交換
する．特に直積と交換し，A,B ∈ Abに対して U(A × B) ∼= U(A) × U(B)である．即
ち，Aと B の (圏Abにおける)直積は，集合 U(A) × U(B)にアーベル群の構造を入れ
たものになる．

定理 26. F ⊣ G : C → D を随伴，η を unit，εを counitとする．充満部分圏 C̃ ⊂ C，
D̃ ⊂ D を

Ob(C̃) := {c ∈ Ob(C) | ηc : c → GFcが同型 }

Ob(D̃) := {d ∈ Ob(D) | εd : FGd → dが同型 }

と定める．このとき圏同値 C̃ → D̃ が得られる．

証明. まず c ∈ C̃ に対して Fc ∈ D̃ である．
. . . ) c ∈ C̃ とすれば ηc : c → GFcは同型である．よって Fηc : Fc → FGFcも同型
である．今 Fη ◦ εF = idF だったから，idFc = Fηc ◦ εFc となり εFc も同型である．
よって Fc ∈ D̃ が分かった．

よって F は関手 F̃ : C̃ → D̃ を定める．同様にして G から関手 G̃ : D̃ → C̃ が得られ
る．定義から明らかに G̃ ◦ F̃ ∼= id

C̃
，F̃ ◦ G̃ ∼= id

D̃
である．

命題 27. F : C → D，G : D → C，η : idC ∼= GF，ρ : FG ∼= idD を圏同値とするとき，
η を unitとするような随伴 F ⊣ Gが存在する．*3

*3 故に随伴は圏同値の一般化と考えることができる．
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証明. 自然変換 ε : FG ⇒ idD を ε := ρ ◦ Fη−1
G ◦ ρ−1

FG により定める．

D C

D

C D

=⇒

ρ−1

=⇒

η−1

=⇒ ρ
G

F G

F

idD

idC

idD

このとき Gε ◦ ηG = idG と εF ◦ Fη = idF を示せばよい．まず Gρ−1 : G =⇒ GFGが自
然変換だから，次の図式が可換である．

Gd GFGd

GFGd GFGFGd

Gρ−1
d

GFηGdηGd

Gρ−1
F Gd

即ち Gρ−1
FGd ◦ ηGd = GFηGd ◦Gρ−1

d となる．よって

(Gε ◦ ηG)d = Gεd ◦ ηGd
= G(ρd ◦ Fη−1

Gd ◦ ρ−1
FGd) ◦ ηGd

= Gρd ◦GFη−1
Gd ◦Gρ−1

FGd ◦ ηGd
= Gρd ◦GFη−1

Gd ◦GFηGd ◦Gρ−1
d

= idG

となるから Gε ◦ ηG = idG が成り立つ．
同様にして εF ◦ Fη = idF も分かる．

系 28. 関手 F : C → D が圏同値を与えるとき，F は極限・余極限と交換する．

定義. C を直積を持つ圏とする．すると対象 a ∈ C に対して − × a : C → C は関手とな
る．このとき − × aから b ∈ C への普遍射 ⟨ba, ev⟩を exponential objectという．

ba ba × a b

x x× a

ev

f
g g×ida

ev : ba × a → bを evaluation mapという．また ba は [a, b]などと書くこともある．

18



例 29. C = Setの場合，baは集合としての冪 ba = HomSet(a, b)であり，ev : ba×a → b

は ev(f, x) = f(x)で与えられる．

定理 4により

命題 30. C を有限直積を持つ圏として，任意の a, b ∈ C に対して ba が存在するとする．
このとき C ∋ b 7→ ba ∈ C は関手 (−)a : C → C を定め，随伴 − × a ⊣ (−)a が成り立つ．
よって b, c ∈ C について自然に HomC(b× a, c) ∼= HomC(b, ca)となる．

このような圏を Cartesian閉圏という．

定義. Cartesian閉圏 (Cartesian Closed Category, CCC)とは次の条件を満たす圏 C の
ことである．

(1) C は有限直積を持つ．
(2) 任意の a ∈ C に対して − × aは右随伴を持つ．

※ C を Cartesian 閉圏，a ∈ C として − × a の右随伴を Ga とする．定理 3 から，
− × aから b ∈ C への普遍射，つまり exponential object (ba, ev)が存在することが
分かる．すると命題 30から − × a ⊣ (−)a である．故に右随伴の一意性 (定理 5の双
対)から Ga ∼= (−)a となる．よって Cartesian閉圏の定義の「− × aの右随伴」は最
初から (−)a と思ってよい．

定理 23とその双対から次が分かる．

命題 31. C を Cartesian閉圏とすると，a ∈ C に対して − × aは余極限と交換し，(−)a

は極限と交換する．特に b, c ∈ C に対して

(b⨿ c) × a ∼= (b× a) ⨿ (c× a)

(b× c)a ∼= ba × ca

が成り立つ．また 0 × c ∼= 0，1c ∼= 1である．

命題 32. Cartesian閉圏 C において (ab)c ∼= ab×c．

証明. (ab)c が − × (b× c)から aへの普遍射を与えることを示せばよい (そうすれば普遍
射の一意性から (ab)c ∼= ab×c が分かる)．その為には，自然同型

HomC(− × (b× c), a) ∼= HomC(−, (ab)c)
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を示せばよい．それは，x ∈ C に対して自然に

HomC(x× (b× c), a) ∼= HomC(x× (c× b), a)
∼= HomC((x× c) × b, a)
∼= HomC(x× c, ab)
∼= HomC(x, (ab)c)

となるから成り立つ．

命題 33. Cartesian閉圏 C において ab × ac ∼= ab⨿c．

証明. 前命題と同様で，x ∈ C に対して自然に

HomC(x× (b⨿ c), a) ∼= HomC((x× b) ⨿ (x× c), a)
∼= HomC(x× b, a) × HomC(x× c, a)
∼= HomC(x, ab) × HomC(x, ac)
∼= HomC(x, ab × ac)

となるから ab × ac ∼= ab⨿c である．

命題 34. Cartesian閉圏 C において a0 ∼= 1，a1 ∼= a．

証明. x ∈ C に対して自然に

HomC(x× 0, a) ∼= HomC(0, a) ∼= 1 ∼= HomC(x, 1)
HomC(x× 1, a) ∼= HomC(x, a)

である．

以上により，Cartesian閉圏においては，いわゆる「指数法則」が成り立つと言える．
さて，Cartesian閉圏において成り立つ同型 HomC(b×a, c) ∼= HomC(b, ca)は b, c ∈ C

について自然であったが，この場合，一見 aも変数のように見える．実は一般に次の定理
が成り立つ．

定理 35. F : C ×X → Dを関手として，各 x ∈ X に対して関手 F (−, x) : C → Dは右
随伴関手 Gx : D → C を持つとする．このとき，関手 G : Xop ×D → C が一意に存在し
て次を満たす．

(1) G(x,−) = Gx である．
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(2) 随伴 F (−, x) ⊣ G(x,−)が与える，c, dについて自然な同型

φcxd : HomD(F (c, x), d) → HomC(c,G(x, d))

は xについても自然である．

証明. 随伴 F (−, x) ⊣ Gx : C → D の counit を εx : F (Gx−, x) ⇒ idD とする．d ∈ D

に対して εxd : F (Gx(d), x) → dは普遍射である．
X の射 k : u → v に対して Gk(d) : Gv(d) → Gu(d)を εud の普遍性により次のように定
める．

Gu(d) F (Gu(d), u) d

Gv(d) F (Gv(d), u) F (Gv(d), v)

εu
d

εv
d

F (id,k)

Gk(d) F (Gk(d),u)

このとき Gを

• x ∈ X，d ∈ D に対して G(x, d) := Gx(d)とする．
• X の射 k : u → v と D の射 f : a → bに対して，C の射 G(k, f)を合成

G(v, a) Gv(f)−−−−→ G(v, b) Gk(b)−−−−→ G(u, b)

で定義する．

と定めると，これは関手 G : Xop ×D → C を与える．
. . . ) まず Gk(d)の定義 (εxd の普遍性)と次の図式より，Gid(f) = idである．

Gx(d) F (Gx(d), x) d

Gx(d) F (Gx(d), x) F (Gx(d), x)

εx
d

εx
d

F (id,id)=id

id F (id,x)

よって G(id, id) = Gx(id) ◦Gid(d) = id ◦ id = idとなり恒等射についてはよい．
Gが合成と交換することを示す．その為に u

k−→ v
l−→ w を X の射，a f−→ b

g−→ cを
D の射とする．G(l ◦ k, g ◦ f) = G(k, g) ◦ G(l, f)を示す．その為には次の図式が可
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換であることを示せばよい．

G(w, a) G(w, b) G(v, b)

G(w, c) G(v, c)

G(u, c)

Gw(f)

Gw(g)
Gw(g◦f) Gl(c)

Gk(c)
Gl◦k(c)

Gl(b)

Gv(g)

G(l,f)

G(k,g)

G(l◦k,g◦f)

(G)

(G)

(Gw)

(∗)

(∗∗)

(G)

(G)は Gの定義より可換である．(Gw)は Gw が関手であるから可換である．(∗)は
普遍性により，次の 2つの可換図式から分かる．

Gu(c) F (Gu(c), u) c

Gv(c) F (Gv(c), u) F (Gv(c), v)

Gw(c) F (Gw(c), u) F (Gw(c), v) F (Gw(c), w)

εu
c

εv
c

F (id,k)

Gk(c) F (Gk(c),u)

Gl(c)

F (id,k)

F (Gl(c),u) F (Gl(c),v)

F (id,l)

εw
c

Gu(c) F (Gu(c), u) c

Gw(c) F (Gw(c), u) F (Gw(c), w)

εu
c

Gl◦k(c)

F (id,l◦k)

F (Gl◦k(c),u) εw
c

(∗∗)は再び普遍性により，次の 2つの可換図式から分かる．(εx が自然変換であるこ
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とに注意する．)

Gv(c) F (Gv(c), v) c

Gv(b) F (Gv(b), v) b

Gw(b) F (Gw(b), v) F (Gw(b), w)

εv
c

g

εv
b

Gv(g) F (Gv(g),v)

Gl(b)

F (id,l)

F (Gl(b),v) εw
b

Gv(c) F (Gv(c), v) c

Gw(c) F (Gw(c), v) F (Gw(c), w)

Gw(b) F (Gw(b), v) F (Gw(b), w)

b

εv
c

εw
c

F (id,l)

Gl(c) F (Gl(c),u)

Gw(g)

F (id,l)

F (Gw(g),v) F (Gw(g),w) εw
b

g

このとき明らかに G(x,−) = Gx である．
また同型 φcxd : HomD(F (c, x), d) → HomC(c,G(x, d))は xについて自然である．
. . . ) φ−1

cxd が x について自然であることを示せばよい．即ち k : u → v に対して次の
図式が可換であることを示す．

HomC(c,G(u, d))

HomC(c,G(v, d))

HomD(F (c, u), d)

HomD(F (c, v), d)

φ−1
cud

φ−1
cvd

G(k,d)◦− −◦F (c,k)

φ−1
cxd は合成

HomC(c,G(x, d)) F (−,x)−−−−→ HomD(F (c, x), F (G(x, d), x))
εx

d◦−−−−→ HomD(F (c, x), d)

で与えられるのであった (定理 6)．よって f ∈ HomC(c,G(v, d)) に対して左回りと
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右回りを計算すると

φ−1
cud(G(k, d) ◦ f) = εud ◦ F (G(k, d) ◦ f, u)

= εud ◦ F (G(k, d), u) ◦ F (f, u)
φ−1
cvd(f) ◦ F (c, k) = εvd ◦ F (f, v) ◦ F (c, k) = εvd ◦ F (f, k)

= εvd ◦ F (id, k) ◦ F (f, u)

となる．Gの定義より次の図式が可換であるから，xについての自然性が分かった．

G(u, d) F (G(u, d), u) d

G(v, d) F (G(v, d), u) F (G(v, d), v)

εu
d

εv
d

F (id,k)

G(k,d) F (G(k,d),u)

以上により，条件を満たす Gは存在することが分かった．
Gの一意性を示すため，Gが条件を満たすとする．一意性を示すには，X の射 k : u → v

に対して
G(u, d) F (G(u, d), u) d

G(v, d) F (G(v, d), u) F (G(v, d), v)

εu
d

εv
d

F (id,k)

G(k,d) F (G(k,d),u)

が可換であることを示せばよい (示せれば，普遍性から Gk(d) = G(k, d)となり Gの一意
性が分かる)．今 φ−1

cxd が xについて自然だから，次の図式が可換である．

HomC(G(v, d), G(u, d))

HomC(G(v, d), G(v, d))

HomD(F (G(v, d), u), d)

HomD(F (G(v, d), v), d)

φ−1

φ−1

G(k,d)◦− −◦F (G(v,d),k)

よって id ∈ HomC(G(v, d), G(v, d))の行き先を考えれば

φ−1(G(k, d)) = εud ◦ F (G(k, d), u)
φ−1(id) ◦ F (c, k) = εvd ◦ F (id, v) ◦ F (c, k)

= εvd ◦ F (id, k)

より εud ◦ F (G(k, d), u) = εvd ◦ F (id, k)が分かり，示したかった可換性を得る．

24



c, x, dについての自然性から次の系が分かる．

系 36. 定理 35 の状況で，C の射 p : c → c′，D の射 q : d′ → d，f : F (c, x) → d，
g : F (c′, x′) → d′，X の射 k : x → x′ に対して，次の左の図式が可換ならば右の図式も可
換であり，右の図式が可換ならば左の図式も可換である

F (c, x) d

F (c′, x′) d′

f

qF (p,k)

g

c G(x, d)

c′ G(x′, d′)

f̃

G(k,q)p

g̃

例 37. Cartesian 閉圏では，⟨a, b⟩ 7→ ba は関手 Cop × C → C を与える．更に同型
HomC(b× a, c) ∼= HomC(b, ca)は a, b, cについて自然である．

例 38. Abは Cartesian閉圏ではない．
. . . ) Cartesian閉圏であると仮定すると A,B,C ∈ Abについて自然な同型

HomAb(B ×A,C) ∼= HomAb(B,CA)

が成り立つような CA が存在するが，ここで B = 0と取ると

HomAb(A,C) ∼= HomAb(0 ×A,C) ∼= HomC(0, CA) = {0}

となって矛盾する．

しかし，Ab のような圏であれば Cartesian 閉圏のような「良い」圏であって欲し
いであろう．ところで Ab の場合，CA となりそうな対象を定義することができる．
つまり集合としては CA := HomAb(A,C) として，演算を各点ごとに入れる (即ち
(f + g)(x) := f(x) + g(x) とする)．この ⟨A,C⟩ 7→ CA は関手 Abop × Ab → Ab
を与えることが分かる．そこで関手 (−)A : Ab → Ab の左随伴 (これは存在するこ
とが分かる) を − ⊗ A と書き，B ⊗ A を B と A のテンソル積と呼ぶ．定理 35 と
同様，これは関手 ⊗ : Ab × Ab → Ab を与え，A,B,C ∈ Ab について自然な同型
HomAb(B⊗A,C) ∼= HomAb(B,CA)が成り立つ．この ⟨Ab,⊗⟩はモノイダル閉圏とい
う，Cartesian閉圏を一般化したものになっている (モノイダル閉圏については「豊穣圏」
の PDFを参照．)．
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以下，随伴の例を挙げる．

例 39. Setを集合の圏，kを体，Vectk を k-線型空間の圏，U : Vectk → Setを忘却関
手とする．F : Set → Vectk を集合 X に対して X で生成される k 上の線型空間を与え
る関手とすれば F ⊣ U である．

例 40. Grpを群の圏，U : Ab → Grpを忘却関手とする．F : Grp → Abを集合X に
対して X で生成される自由群を与える関手とすれば F ⊣ U である．

例 41. Grp を群の圏とする．Ab ⊂ Grp は充満部分圏である．この包含関手を
U : Ab → Grp として，F : Grp → Ab をアーベル化 FG := G/[G,G] とすれば
F ⊣ U である．

例 42. R を可換環，R-Mod を R 加群の圏とする．U : R-Mod → Ab を忘却関手
とする．F,G : Ab → R-Mod を F (A) := R ⊗Z A，G(A) := HomZ(R,A) とすれば
F ⊣ U ⊣ Gである．

例 43. Topを位相空間の圏，U : Top → Setを忘却関手とする．F : Set → Topを集
合 X に対して離散位相空間 X を与える関手，G : Set → Topを集合 X に対して密着位
相空間 X を与える関手とすれば F ⊣ U ⊣ Gである．

例 44. Monoid をモノイドの圏，Ring を環の圏とする．U : Ring → Monoid を
忘却関手 (環に対して乗法モノイドを与える関手) とする．F : Monoid → Ring を
M ∈ Monoidに対して Z[M ]を与える関手とすれば F ⊣ U である．

例 45. Ring∗ を基点付き環の圏とする．即ち対象は環 A と a ∈ A の組 ⟨A, a⟩ で，射
⟨A, a⟩ → ⟨B, b⟩は環準同型 f : A → B で f(a) = bを満たすもの，とする．U : Ring∗ →
Ringを忘却関手とする．F : Ring → Ring∗ を環 Rに対して多項式環 R[x]を与える関
手とすれば F ⊣ U である．

例 46. Dom を整域の圏，Field を体の圏とする．U : Field → Dom を忘却関手，
Quot: Dom → Fieldを整域Dに対して商体Quot(D)を与える関手とすればQuot ⊣ U

である．

例 47. LocRing を局所環の圏，Hensel を Hensel 環の圏とする．U : Hensel →
LocRing を忘却関手，F : LocRing → Hensel を Hensel 化とすれば F ⊣ U である．
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例 48. Lattを束の圏とする．U : Latt → Setを忘却関手とする．F : Set → Lattを
X ∈ Setに対して X で生成される自由束を与える関手とすれば F ⊣ U である．

例 49. CptHaus をコンパクト Hausdorff 空間の圏，U : CptHaus → Top を忘却関
手とする．U の左随伴関手 SC : Top → CptHausが Stone-Čechコンパクト化である．

例 50. X を位相空間，PSh(X) を X 上の前層の圏，Sh(X) を X 上の層の圏とす
る．U : Sh(X) → PSh(X)を忘却関手とする．F : PSh(X) → Sh(X)を層化とすれば
F ⊣ U である．

例 51. Ban1 を Banach 空間と linear contraction がなす圏とする．B : Ban1 → Set
を単位球体を与える関手とする．B は左随伴関手を持つ．

例 52. 圏 Idem を次のように定める．Ob(Idem) := {⟨X, v⟩ | X は集合，v : X → X

は冪等 }として ⟨X, v⟩，⟨Y,w⟩の間の射は f : X → Y で w ◦ f = f ◦ v を満たすものと
する．F : Idem → Setを F (⟨X, v⟩) := X，G : Set → Idemを G(X) := ⟨X, idX⟩で
定めれば F ⊣ Gかつ G ⊣ F である．
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