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ここでは選択公理を仮定しない場合の圏論について基本的なこと (第 1 章程度の内容)
を解説する．例えば第 1章では以下のようなことを説明した．

(1) まず G : D → C を関手とする．
(2) c ∈ C を対象としたとき，cから Gへの普遍射 〈d, f〉が普遍性により定義される．
これは何の問題もない．

(3) 任意の c ∈ C に対して cから Gへの普遍射が存在するとき，それを 〈Fc, ηc〉と書
けばこれは関手 F : C → D を与える．(Fcを取るときに選択公理を使う．)

(4) このとき F a Gは随伴関手となる．

このように普遍性から関手を構成する際に選択公理を使う*1．この選択公理を避けるた
めに考えられたのが anafunctorである．anafunctorは関手の一般化であり，anafunctor
に対しても関手と同様のことが成り立つため関手の代わりに anafunctorを考えることで
選択公理を避けることができる．

1 anafunctor

F : A→ C，G : B → C を関手とする．このとき充満部分圏 P (F,G) ⊂ F ↓Gを

Ob(P (F,G)) := {〈a, b, f〉 ∈ F ↓G | f は恒等射 }

で定める．即ち Ob(P (F,G)) = {〈a, b〉 | a ∈ A, b ∈ B, Fa = Gb}としてよい．またコ
ンマ圏が定める射影 F ↓G→ A，F ↓G→ B を P (F,G)に制限して得られる関手をそれ

*1 逆に，このような構成が常にできると仮定すると選択公理を証明できるので，この選択公理は避けられな
い．http://alg-d.com/math/ac/category.htmlを参照．
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ぞれ P0 : P (F,G)→ A，P1 : P (F,G)→ B と書く．このとき次の図式は可換である．

P (F,G) A

B C

P0

FP1

G

定義. C,Dを小圏とする．C からDへの anafunctorとは組 〈|F |, F̂ , F 〉であって以下を
満たすものを言う．

(1) |F |は小圏である．
(2) F̂ : |F | → C，F : |F | → D は関手である．
(3) F̂ は忠実充満で，対象について全射である．

ここでは記号で F : C a−→ D と表す．

定義. F,G : C a−→ D を anafunctorとする．F から Gへの射とは，自然変換 θ : FP0 ⇒
GP1 のことをいう．

C D

|F |

|G|

P (F̂ , Ĝ)

=⇒

θ

F̂

F

Ĝ
G

P0

P1

記号では θ : F a=⇒ Gと書く．

例 1. F : C → D を関手とする．このとき |F | := C，F̂ := idC と定義すれば明らかに
〈|F |, F̂ , F 〉 は anafunctor である．これにより関手 C → D は anafunctor C a−→ D とみ
なすことができる．

例 2. C を直積を持つ小圏とする．選択公理があれば，対象 a, b ∈ C に対して直積
a × b ∈ C を取ることで関手 C × C 3 〈a, b〉 7→ a × b ∈ C が定義できるのであった．選
択公理がない場合，一般にはこのような関手を定義することはできない．そこで代わりに
anafunctor F : C × C a−→ C を次のように定義する．

• まず圏 |F |を次のように定義する．
b Ob(|F |) := {〈a, b, u, p, q〉 | a p←− u q−→ b，〈u, p, q〉は aと bの直積 }．
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b Hom|F |(〈a, b, u, p, q〉, 〈a′, b′, u′, p′, q′〉) := {〈f0, f1, f2〉 |次が可換 }．

a u b

a′ u′ b′

p

f2f0

p′

q

f1

q′

• 関手 F̂ : |F | → C × C を次のように定義する．
b 〈a, b, u, p, q〉 ∈ |F |に対して F̂ 〈a, b, u, p, q〉 := 〈a, b〉．
b 〈f0, f1, f2〉 ∈ Mor(|F |)に対して F̂ 〈f0, f1, f2〉 := 〈f0, f1〉．
任意の a, b ∈ C に対して aと bの直積が存在するから，F̂ は対象について全射で
ある．また直積の普遍性により F̂ は忠実充満である．

• 関手 F : |F | → D を次のように定義する．
b 〈a, b, u, p, q〉 ∈ |F |に対して F 〈a, b, u, p, q〉 := u．
b 〈f0, f1, f2〉 ∈ Mor(|F |)に対して F 〈f0, f1, f2〉 := f2．

F : C a−→ D を anafunctorとする．a ∈ C，s ∈ |F |で F̂ (s) = aのとき F s(a) := F (s)
と書く．また断りなく F s(a)と書いたときは F̂ (s) = aとなる sを任意に取っているもの
とする．F̂ が対象について全射だから，任意の a ∈ C に対してこのような s ∈ |F |は必
ず存在する．
次に f : a→ bを C の射とする．s, t ∈ |F |を F̂ (s) = a，F̂ (t) = bとなるように取る．

F̂ が忠実充満だから k : s → t で F̂ k = f となるものが一意に存在する．これを使って
F s|t(f) := F (k)と書く．F s|t(f) : F s(a)→ F t(b)である．

a s F s(a)

b t F t(b)

f k F s|t(f)

F̂ F

F̂ が忠実充満であることから明らかに，a f−→ b
g−→ cのとき F s|u(g◦f) = F t|u(g)◦F s|t(f)

である．従って例えば
a c

b d

h

kf

g
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が C の可換図式のとき
F s(a) Fu(c)

F t(b) F v(d)

F s|u(h)

Fu|v(k)F s|t(f)

F t|v(g)

は D の可換図式である．即ち anafunctor F : C a−→ D は C の可換図式を D の可換図式
に写す．
今度は θ : F a=⇒ G : C a−→ D を anafunctor の射とする．即ち θ は自然変換 FP0 ⇒

GP1 : P (F̂ , Ĝ)→ D である．

C D

|F |

|G|

P (F̂ , Ĝ)

=⇒

θ

F̂

F

Ĝ
G

P0

P1

そこで対象 x ∈ P (F̂ , Ĝ) を取る．a := F̂P0(x) = ĜP1(x) と置けばこの x は s ∈ |F |，
t ∈ |G|，F̂ s = Ĝt = aを使って x = 〈s, t〉と書ける．このとき θ

s|t
a := θ〈s,t〉 と書く．即

ち θ
s|t
a : F s(a)→ Gt(a)である．θ が自然変換であるから，P (F̂ , Ĝ)の射 〈k, l〉 : 〈s, t〉 →

〈s′, t′〉に対して次の図式は可換である．

Fs Gt

Fs′ Gt′

θ〈s,t〉

GlFk

θ〈s′,t′〉

これは上で導入した記法を使うと次のようになる．(ここで f := F̂ k = Ĝlと書いた．)

F s(a) Gt(a)

F s
′(b) Gt

′(b)

θs|t
a

Gt|t′
(f)F s|s′

(f)

θ
s′|t′
b

(3)

逆に，集合 X を X := {〈a, s, t〉 | a ∈ C, s ∈ |F |, t ∈ |G|, F̂ s = Ĝt = a}と定めたとき，
射の族 {θs|t

a : F s(a) → Gt(a)}〈a,s,t〉∈X を考える．任意の f : a → bに対して図式 (3)が
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可換になれば，これは射 θ : F a=⇒ G を与えることが分かる．そこでこの条件を「θs|t
a が

a ∈ C について ananatural」ということにする．
F,G,H : C a−→ Dを anafunctorとして θ : F a=⇒ G，σ : G a=⇒ H とする．θs|t

a : F s(a)→

Gt(a)，σt|ua : Gt(a)→ Hu(a)である．そこで (σ ∗ θ)s|u
a := σ

t|u
a ◦ θs|t

a と定義する．これ
は tによらず well-definedである．

. . . ) θs|t
a , σ

t|u
a が aについて ananaturalだから，次の図式が可換である．

F s(a) Gt(a) Hu(a)

F s(a) Gt
′(a) Hu(a)

id =F s|s(ida) Gt|t′
(ida) Hu|u(ida) = id

θs|t
a

θs|t′
a

σt|u
a

σt′|u
a

よって σ
t|u
a ◦ θs|t

a = σ
t′|u
a ◦ θs|t′

a となり tの取り方によらないことが分かる．

この (σ ∗ θ)s|u
a は a について ananatural であることが容易に分かる．従ってこれは

σ ∗ θ : F a=⇒ H を定める．この合成は結合律を満たす．

. . . ) θ : F a=⇒ G，σ : G a=⇒ H，τ : H a=⇒ K とする．このとき任意の a ∈ C，s ∈ |F |，
v ∈ |K|，F̂ s = K̂v = aに対して ((τ ∗ σ) ∗ θ)s|v

a = (τ ∗ (σ ∗ θ))s|v
a を示せばよい．定

義より，t ∈ |G|，u ∈ |H|を Ĝt = Ĥu = aとなるように取れば

((τ ∗ σ) ∗ θ)s|v
a = τu|v

a ◦ σt|ua ◦ θs|t
a = (τ ∗ (σ ∗ θ))s|v

a

である．

次に idF : F a=⇒ F を (idF )s|t
a := F s|t(ida) : F sa→ F taで定義する．この idF は恒等射

となる．
. . . ) θ : F a=⇒ Gとする．a ∈ C，s ∈ |F |，v ∈ |G|，F̂ s = Ĝt = aに対して

(θ ∗ idF )s|t
a = θs|t

a , θs|t
a = (idG ∗ θ)s|t

a

を示せばよい．そのためには定義より

θu|t
a ◦ F s|u(ida) = θs|t

a , θs|t
a = Gv|t(ida) ◦ θs|v

a
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を示せばよい．これは θ
s|t
a が aについて ananaturalだから

F s(a) Gt(a)

Fu(a) Gt(a)

θs|t
a

Gt|t(ida) = idF s|u(ida)

θu|t
a

F s(a) Gv(a)

F s(a) Gt(a)

θs|v
a

Gv|t(ida)id =F s|s(ida)

θs|t
a

が可換となり成り立つ．

従って C から D への anafunctor全体Ana(C,D)は圏となる．

命題 4. θ : F a=⇒ G : C a−→ D に対して以下は同値．

(1) θ がAna(C,D)における同型．
(2) θ が自然変換 θ : FP0 ⇒ GP1 として同型．
(3) 任意の a ∈ C に対して θ

s|t
a : F sa→ Gtaが同型．

証明. 合成の定義より容易に分かる．

F,G : C → Dを関手として，これを anafunctorとみなす (例 1)．このとき P (F̂ , Ĝ) ∼=
C だから，射 θ : F a=⇒ Gは (通常の関手としての)自然変換 F ⇒ Gと同一視することが
できる．

C D

C

C

C

=⇒

θ

idC

F

idC

G

idC

idC

これにより充満部分圏 Cat(C,D) ⊂ Ana(C,D)とみなすことができる．

定義. F : A a−→ B，G : B a−→ C を anafunctorとする．このとき anafunctor GF : A a−→ C

を以下により定義する．

(1) |GF | := P (F, Ĝ)
(2) ĜF := F̂P0 : |GF | → A，GF := GP1 : |GF | → C
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P (F, Ĝ)

|F | |G|

A B C

F̂ F Ĝ G

P0 P1

F : A a−→ B，G : B a−→ C として，a ∈ A に対して (GF )x(a) を考える．x ∈ |GF | =
P (F, Ĝ) だから s ∈ |F |，t ∈ |G|，Fs = Ĝt を使って x = 〈s, t〉 と書ける．このとき
(GF )x(a) = GtF s(a)である．以下，(GF )x(a)のことを (GF )〈s,t〉(a)のように書く．

命題 5. anafunctorの合成は関手Ana(B,C)×Ana(A,B)→ Ana(A,C)を定める．

証明. まず θ : F a=⇒ G : A a−→ B と H : B a−→ C に対して (H • θ)〈s,t〉|〈u,v〉
a : HtF s(a) →

HuGv(a) を (H • θ)〈s,t〉|〈u,v〉
a := Ht|v(θs|u

a ) で定義する．これは a について ananatural
である．

. . . ) まず θ
s|u
a が aについて ananaturalだから次の B における図式は可換である．

F s(a) Gu(a)

F s
′(b) Gu

′(b)

θs|u
a

Gu|u′
(f)F s|s′

(f)

θ
s′|u′
b

よってこれを H で写した C の図式も可換である．

HtF s(a) HvGu(a)

Ht′F s
′(b) Hv′

Gu
′(b)

Ht|v(θs|u
a )

Hv|v′
Gu|u′

(f)Ht|t′
F s|s′

(f)

Ht′|v′
(θs′|u′

b
)

これは (H • θ)〈s,t〉|〈u,v〉
a が aについて ananaturalであることを意味する．

よってこれは H • θ : HF a=⇒ HGを定める．定義から明らかにこれは関手Ana(A,B) 3
θ 7→ H • θ ∈ Ana(A,C)を定める．
次に H : A a−→ B と θ : F a=⇒ G : B a−→ C と対して (θ •H)〈s,t〉|〈u,v〉

a を合成

F tHsa
θ

t|x

Hs(a)−−−−→ GxHsa
Gx|v(Hs|u(ida))−−−−−−−−−−→ GvHua
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により定める．これは xの取り方によらず well-definedである．
. . . ) 次の図式を考える．

F tHsa

F tHsa

GxHsa

Gx
′
Hsa

GvHua

GvHua

θ
t|x

Hsa

Gx|x′
Hs|s(ida)id =F t|tHs|s(ida)

θ
t|x′
Hsa

Gx|vHs|u(ida)

Gv|vHu|u(ida) = id

Gx′|vHs|u(idb)

まず左の四角は θ
t|x
b が b ∈ B について ananaturalだから可換である．右の四角は明

らかに可換である．

従って特に s = uのときは x = v と取ることで (θ •H)〈s,t〉|〈s,v〉
a = θ

t|v
Hsa が分かる．

この (θ •H)〈s,t〉|〈u,v〉
a は aについて ananaturalである．

. . . ) well-definedの証明と同様にして，f : a→ bに対して

F tHsa

F t
′
Hs′

b

GxHsa

Gx
′
Hs′

b

GvHua

Gv
′
Hu′

b

θ
t|x

Hsa

Gx|x′
Hs|s′

(f)F t|t′
Hs|s′

(f)

θ
t′|x′

Hs′
a

Gx|vHs|u(ida)

Gv|v′
Hu|u′

(f)

Gx′|v′
Hs′|u′

(idb)

が可換であることが分かる．

定義から明らかにこれは関手Ana(B,C) 3 θ 7→ θ •H ∈ Ana(A,C)を定める．
θ : F a=⇒ G : A a−→ B，σ : K a=⇒ L : B a−→ C とする．

A B C⇐ θ ⇐ σ
F

G

K

L

このとき (σ •G) ∗ (K • θ) = (L • θ) ∗ (σ • F )である．
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. . . ) a ∈ Aに対して

((σ •G) ∗ (K • θ))〈s,t〉|〈u,v〉
a = (σ •G)〈u,x〉|〈u,v〉

a ◦ (K • θ)〈s,t〉|〈u,x〉
a

= σ
x|v
Gua ◦K

t|x(θs|u
a )

((L • θ) ∗ (σ • F ))〈s,t〉|〈u,v〉
a = (L • θ)〈s,z〉|〈u,v〉

a ◦ (σ • F )〈s,t〉|〈s,z〉
a

= Lz|v(θs|u
a ) ◦ σt|zF sa

となるが，σt|zb が bについて ananaturalだから

KtF sa

KxGua

LzF sa

LvGua

σ
t|z

F sa

Lz|v(θs|u
a )Kt|x(θs|u

a )

σ
x|v

Gua

が可換となり ((σ •G) ∗ (K • θ))〈s,t〉|〈u,v〉
a = ((L • θ) ∗ (σ • F ))〈s,t〉|〈u,v〉

a である．

以上を組み合わせて関手Ana(B,C)×Ana(A,B)→ Ana(A,C)を得る．

定理 6. 圏を対象，anafunctor を 1-morphism，anafunctor の射を 2-morphism とすれ
ば bicategoryになる．

証明. まず圏 A,B,C,D に対して次の自然同型 αを定義する．

Ana(C,D)×Ana(B,C)×Ana(A,B)

Ana(B,D)×Ana(A,B) Ana(C,D)×Ana(A,C)

Ana(A,D)

===⇒
α

∼

M×id

M

id×M

M

そこで F : A a−→ B，G : B a−→ C，H : C a−→ D を anafunctorとすると，a ∈ Aに対して

((HG)F )〈s,〈t,u〉〉(a) = (HG)〈t,u〉F sa = HuGtF sa

(H(GF ))〈〈s,t〉,u〉(a) = Hu(GF )〈s,t〉a = HuGtF sa

である．そこで

(αHGF )〈s,t,u〉|〈v,w,x〉
a := Hu|xGt|wF s|v(ida) : HuGtF sa→ HxGwF va
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と定める．これは aについて ananaturalである．よって αHGF : (HG)F a=⇒ H(GF )が
定まる*2．これは F,G,H について自然である．

. . . ) β : F a=⇒ F ′，γ : G a=⇒ G′，σ : H a=⇒ H ′ に対して

(HG)F H(GF )

(H ′G′)F ′ H ′(G′F ′)

αHGF

σ•(γ•β)(σ•γ)•β

αH′G′F ′

が可換であることを示せばよい．そのためには a ∈ Aに対して

HuGtF sa

Hx1Gx0F ′s′
a

Hx2G′t′F ′s′
a

H ′u′
G′t′F ′s′

a

HxGwF va

Hx4Gx3F ′v′
a

Hx5G′w′
F ′v′

a

H ′x′
G′w′

F ′v′
a

Hu|x1Gt|x0 (βs|s′
a )

Hx1|x2 (γx0|t′

F ′s′
a

)

σ
x2|u′

G′t′
F ′s′

a

Hx|x4Gw|x3 (βv|v′
a )

Hx4|x5 (γx3|w′

F ′v′
a

)

σ
x5|x′

G′w′
F ′v′

a

Hu|xGt|wF s|v(ida)

Hx1|x4Gx0|x3F ′s′|v′
(ida)

Hx2|x5G′t′|w′
F ′s′|v′

(ida)

H′u′|x′
G′t′|w′

F ′s′|v′
(ida)

が可換であることを示せばよいが，それは明らか．

(αHGF )〈s,t,u〉|〈v,w,x〉
a は同型だから αは自然同型である．

次に自然同型 λ, ρを定義する．

1×Ana(A,B) Ana(A,B)

Ana(B,B)×Ana(A,B)

λ =⇒ ∼

∼=

IB×id M

Ana(A,B)× 1 Ana(A,B)

Ana(A,B)×Ana(A,A)

ρ

=⇒ ∼

∼=

id×IA M

*2 |(HG)F | = |H(GF )| ではない (|(HG)F | ∼= |H(GF )| ではある)．よって (HG)F 6= H(GF ) であり
αHGF 6= idである．
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そこで anafunctor F : A a−→ B に対して

(λF )s|t
a := F s|t(ida) : F sa→ F ta, (ρF )s|t

a := F s|t(ida) : F sa→ F ta

と定義する．これは aについて ananaturalだから λF : idF ◦F
a=⇒ F，ρF : F ◦ idF

a=⇒ F

である．
以上の α, λ, ρ は coherence条件を満たすことが容易に分かるから Ana は bicategory
である．

従って特に anafunctorの間の随伴が定義される．

命題 7. F a G : C a−→ D を随伴とするとき，c ∈ C，d ∈ D について ananatural な全
単射

φ
s|t
cd : HomD(F sc, d)→ HomC(c,Gtd)

が存在する．

証明. F a G の unit, counit を η, ε とする．つまり η : idC
a=⇒ GF : C a−→ C である．

よって η
c|〈s,u〉
c : c → GuF sc は c ∈ C について ananatural である．そこで c ∈ C，

d ∈ D，k : F sc→ dとする．φs|t
cd (k) := Gt|u(k) ◦ ηc|〈s,u〉

c と定める．

c GuF sc

Gtd

u F sc

t d

ηc|〈s,u〉
c

φ
s|t

cd
(k)

kGu|t(k)

G Ĝ

これは uの取り方によらず well-definedである．
. . . ) u, v ∈ |G|が Ĝu = Ĝv = F scを満たすとする．このとき明らかに次の図式は可
換である．

c GuF sc Gtd

c GvF sc Gtd

id Gu|v(idF sc) Gt|t(idd) = id

ηc|〈s,u〉
c

ηc|〈s,v〉
c

Gu|t(f)

Gv|t(f)

従って写像 φ
s|t
cd : HomD(F sc, d)→ HomC(c,Gtd)が定まる．これは c ∈ C，d ∈ Dにつ

いて ananaturalである．
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. . . ) f : c′ → c，g : d→ d′ に対して

HomD(F sc, d) HomC(c,Gtd)

HomD(F s′
c′, d′) HomC(c′, Gt

′
d′)

φ
s|t

cd

Gt|t′
(g)◦−◦fg◦−◦F s′|s(f)

φ
s′|t′

c′d′

が可換であることを示せばよい．そこで k ∈ HomD(F sc, d)の行き先を考えると次の
ようになる．

k Gu|t(k) ◦ ηc|〈s,u〉
c

Gt|t
′(g) ◦Gu|t(k) ◦ ηc|〈s,u〉

c ◦ f
g ◦ k ◦ F s′|s(f) Gu

′|t′(g ◦ k ◦ F s′|s(f)) ◦ ηc
′|〈s′,u′〉
c′

Gt|t
′(g) ◦Gu|t(k) ◦Gu′|uF s

′|s(f) ◦ ηc
′|〈s′,u′〉
c′

φ
s|t

cd

Gt|t′
(g)◦−◦f

g◦−◦F s′|s(f)

φ
s′|t′

c′d′

ここで η
c|〈s′,u′〉
c が cについて ananaturalだから次の図式が可換である．

c′ Gu
′
F s

′
c′

c GuF sc

η
c′|〈s′,u′〉
c′

Gu′|uF s′|s(f)f

ηc|〈s,u〉
c

よって η
c|〈s,u〉
c ◦ f = Gu

′|uF s
′|s(f) ◦ ηc

′|〈s′,u′〉
c′ である．

同様にして写像 ψ
t|s
cd : HomC(c,Gtd)→ HomD(F sc, d)を

c s F sc

Gtd v F vGtd d

k F s|vk

ε
〈v,t〉|d

d

ψ
t|s

cd
(k)

F̂ F
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により定義する．
このとき ψ

t|s
cd ◦ φ

s|t
cd = idと φ

s|t
cd ◦ ψ

t|s
cd = idを示せばよい．どちらも同様であるから前

者を示す．そこで k : F sc → dとする．定義より φ
s|t
cd (k) = Gt|u(k) ◦ ηc|〈s,t〉c である．次

に v ∈ |F |を F̂ v = Gtdとなるように，w ∈ |F |を F̂w = GuF scとなるように取れば

ψ
t|s
cd (φs|t

cd (k)) = ε
〈t,v〉|d
d ◦ F s|v(Gu|t(k) ◦ ηc|〈s,u〉

c )

= ε
〈t,v〉|d
d ◦ Fw|vGu|t(k) ◦ F s|w(ηc|〈s,u〉

c )

となる．

c GuF sc

Gtd

u F sc

t d

ηc|〈s,u〉
c

φ
s|t

cd
(k)

kGu|t(k)

G Ĝ

c

GuF sc

Gtd

s

w

v

F sc

FwGuF sc

F vGtd d

ηc|〈s,u〉
c

Gu|t(k)

ε
〈t,v〉|d

d

ψ
t|s

cd
(φs|t

cd
(k))

F̂ F

また ε
〈t,v〉|d
d が dについて ananaturalであるから次の図式は可換である．

FwGuF sc F sc

F vGtd d

ε
〈u,w〉|F sc

F sc

kFw|vGut(k)

ε
〈t,v〉|d

d

ここで η, εは随伴 F a Gの unit, counitだから (ε • F ) ∗ (F • η) = idF である．即ち

(idF )s|s
c = (ε • F )〈s,u,w〉|〈s〉

c ∗ (F • η)s|〈s,u,w〉
c

= ε
〈u,w〉|F sc
F sc ◦ F s|w(ηc|〈s,u〉

c )
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となる．よって

ψ
t|s
cd (φs|t

cd (k)) = ε
〈t,v〉|d
d ◦ Fw|vGu|t(k) ◦ F s|w(ηc|〈s,t〉c )

= k ◦ ε〈u,w〉|F sc
F sc ◦ F s|w(ηc|〈s,u〉

c )

= k ◦ (idF )s|s
c

= k

である．

命題 8. F : C a−→ D，G : D a−→ C とする．c ∈ C，d ∈ D について ananaturalな全単射

φ
s|t
cd : HomD(F sc, d)→ HomC(c,Gtd)

が存在するとき F a Gである．

証明. c ∈ C に対して η
c|〈s,t〉
c := φ

s|t
c,F sc(idF sc) と定める．この η

c|〈s,t〉
c : c → GtF sc は c

について ananaturalである．
. . . ) f : c→ c′ に対して

c GtF sc

c′ Gt
′
F s

′
c′

ηc|〈s,t〉
c

Gt|t′
F s|s′

(f)f

η
c′|〈s′,t′〉
c′

が可換であることを示せばよい．これは φ
s|t
cd が ananaturalだから

HomD(F sc, F sc)

HomD(F sc, F s′
c′)

HomD(F s′
c′, F s

′
c′)

HomC(c,GtF sc)

HomC(c,Gt′F s′
c′)

HomC(c′, Gt
′
F s

′
c′)

φ
s|t

c,F sc

Gt|t′
F s|s′

(f)◦−F s|s′
(f)◦−

φ
s|t′

c,F s′
c′ −◦f−◦F s|s′

(f)

φ
s′|t′

c′,F s′
c′
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が可換となり，よって idの行き先を調べれば

idF sc

F s|s′(f)

idF s′c′

η
c|〈s,t〉
c

φ
s|t′

c,F s′c′(f)

η
c′|〈s′t′〉
c′

φ
s|t

c,F sc

Gu|u′
F s|s′

(f)◦−F s|s′
(f)◦−

φ
s|t′

c,F s′
c′

−◦f−◦F s|s′
(f)

φ
s′|t′

c′,F s′
c′

Gu|u′
F s|s′(f) ◦ ηc|〈s,t〉c = η

c′|〈s′,t′〉
c′ ◦ f が分かる．

従って η : idC
a=⇒ GF となる．

同様にして ε
〈t,s〉|d
d := (φs|t

Gtd,d)
−1(idGtd) : F sGtd → d も d ∈ D について ananatural

である．
この η, εが

D D

C C

ε=⇒ η

=⇒

idD

G F

G

idC

=
D D

C C

idG=⇒

idD

G

G

idC

D D

C C

=⇒

η =⇒ε

idC

F

G F

idD

=
D D

C C

=⇒ idF

idC

F

F

idD

を満たすことを示せばよい．まず 1つ目の等式については
((G • ε) ∗ (η •G))u|v

d = (G • ε)〈u,w,x〉|v
d ◦ (η •G)u|〈u,w,x〉

d

= G〈x,v〉(ε〈u,w〉|d
d ) ◦ ηu|〈w,x〉

Gud

となるが，ここで φ
s|t
cd が dについて ananaturalだから

HomD(FwGud, FwGud)

HomD(FwGud, d)

HomC(Gud,GxFwGud)

HomC(Gud,Gud)

φ
w|x

Gud,F wGud

Gx|u(ε〈u,w〉|d

d
)◦−ε

〈u,w〉|d

d
◦−

φ
w|u

Gud,d
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idFwGud

ε
〈u,w〉|d
d

η
u|〈w,x〉
Gud

Gx|u(ε〈u,w〉|d
d ) ◦ ηu|〈w,x〉

Gud

id

φ
w|x

Gud,F wGud

Gx|u(ε〈u,w〉|d

d
)◦−

ε
〈u,w〉|d

d
◦−

φ
w|u

Gud,d

が可換である．従って

G〈x,v〉(ε〈u,w〉|d
d ) ◦ ηu|〈w,x〉

Gud = G〈u,v〉(idd) ◦G〈x,u〉(ε〈u,w〉|d
d ) ◦ ηu|〈w,x〉

Gud

= G〈u,v〉(idd)

= (idG)u|v
d

である．
もう 1つの等式も同様である．

定義. G : D a−→ C を anafunctor，c ∈ C を対象とする．このとき cから Gへの普遍射と
は組 〈u, p〉であって以下の条件を満たすものをいう．

(1) u ∈ |G|は対象で，p : c→ Guは C の射である．
(2) t ∈ |G| が対象で，k : c → Gt が C の射ならば，|G| の射 h が一意に存在して

Gh ◦ p = k となる．
c Gu u

Gt t

p

k
hGh

G : D → C が関手のとき，c ∈ C から G への (通常の意味での) 普遍射は，G を
anafunctorと見なしたときの普遍射と一致する．

定理 9. F a G : C a−→ Dの unitを ηとする．c ∈ C に対して η
c|〈s,u〉
c : c→ GuF sc = Gu

は cから Gへの普遍射 〈u, ηc|〈s,u〉
c 〉を与える．

証明. 普遍射であることを示すため，t ∈ |G|，k : c → Gt とする．d := Ĝt とすれば
k : c→ Gtdである．随伴 F a Gによる全単射

φ
s|t
cd : HomD(F sc, d)→ HomC(c,Gtd)
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で k に対応する射を h : F sc → dとすると，φs|t
cd が d ∈ D について自然だから次の図式

が可換である．

HomD(F sc, F sc) HomC(c,GuF sc)

HomD(F sc, d) HomC(c,Gtd)

φ
s|u

c,F sc

Gu|t(h)◦−h◦−

φ
s|t

cd

idF sc η
c|〈s,u〉
c

h k

φ
s|u

cd

Gu|t(h)◦−h◦−

φ
s|t

cd

よって idF sc の行き先を考えれば Gu|t(h) ◦ ηc|〈s,u〉
c = k である．φs|t

cd が全単射だから h

の一意性も明らかである．よって 〈u, ηc|〈s,u〉
c 〉は cから Gへの普遍射である．

定理 10. G : D a−→ C を anafunctorとする．任意の c ∈ C に対して cから Gへの普遍射
が存在するとき，Gの左随伴 F : C a−→ D が存在する．

証明. F : C a−→ D を次のように定義する．

• まず圏 |F |を次のように定義する．
b Ob(|F |) := {〈c, u, p〉 | c ∈ C, 〈u, p〉は cから Gへの普遍射 }．
b Hom|F |(〈c, u, p〉, 〈c′, u′, p′〉) := {〈f, g〉 |次の図式が可換となる }．

c Gu

c′ Gu′

p

Ggf

p′

• 関手 F̂ : |F | → C を次のように定義する．
b 〈c, t, p〉 ∈ |F |に対して F̂ 〈c, u, p〉 := c．
b 〈f, g〉 ∈ Mor(|F |)に対して F̂ 〈f, g〉 := f．
任意の c ∈ C に対して cから Gへの普遍射が存在するから，F̂ は対象について全
射である．また普遍射の普遍性により F̂ は忠実充満である．

• 関手 F : |F | → D を次のように定義する．
b 〈c, u, p〉 ∈ |F |に対して F 〈c, u, p〉 := Ĝu．
b 〈f, g〉 ∈ Mor(|F |)に対して F 〈f, g〉 := Ĝg．

このとき F a Gであることを示せばよい．
そこで c ∈ C，d ∈ D，k : F sc→ dとする．このとき F の定義より s = 〈c, u, p〉と書
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けて，F 〈c,u,p〉c = Ĝuである．そこで φ
s|t
cd (k) := Gu|t(k) ◦ pと定める．

c GuĜu = Gu

Gtd

u Ĝu = F 〈c,u,k〉c

t d

p

φ
s|t

cd
(k)

kGu|tk

G Ĝ

これにより写像 φ
s|t
cd : HomD(F sc, d)→ HomC(c,Gtd)が定まる．これは c ∈ C，d ∈ D

について自然である．
. . . ) f : c′ → c，g : d→ d′ に対して

HomD(F sc, d) HomC(c,Gtd)

HomD(F s′
c′, d′) HomC(c′, Gt

′
d′)

φ
s|t

cd

Gt|t′
(g)◦−◦fg◦−◦F s′|s(f)

φ
s′|t′

c′d′

が可換であることを示せばよい．s = 〈c, u, p〉，s′ = 〈c′, u′, p′〉と書いて kの行き先を
考えると

k Gu|t(k) ◦ p

Gt|t
′(g) ◦Gu|t(k) ◦ p ◦ f

g ◦ k ◦ F s′|s(f) Gu
′|t′(g ◦ k ◦ F s′|s(f)) ◦ p′

Gt|t
′(g) ◦Gu|t(k) ◦Gu′|uF s

′|s(f) ◦ p′

φ
s|t

cd

Gt|t′
(g)◦−◦f

g◦−◦F s′|s(f)

φ
s′|t′

c′d′

となる．ここで p′ : c′ → Gu′ = Gu
′
F s

′
cが普遍射だから

c′ Gu
′
F s

′
c′ F s

′
c′

c GuF sc F s
′
c′

p′

Gu′|u(h)f

p

h
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が可換となるような h が存在する．このとき 〈f, h〉 : s = 〈c, u, p〉 → 〈c′, u′, p′〉 =
s′ は |F | の射である．また定義より F̂ 〈f, h〉 = f，F 〈f, h〉 = h となる．よって
F s

′|s(f) = hとなるから p ◦ f = Gu
′|uF s

′|s(f) ◦ p′ が分かる．

普遍射の普遍性により，φs|t
cd は明らかに全単射である．よって F a Gが分かった．

例 11. J,C を小圏として任意の T : J → C に対して余極限 colimT が存在するとする．
このとき対角関手 ∆: C → CJ は (anafunctor としての) 左随伴 F : CJ a−→ C が存在す
る．T ∈ CJ に対して F s(T )は T の余極限である．

定義. F : C a−→ D を anafunctorとする．

(1) F が本質的全射⇐⇒ F : |F | → D が本質的全射．
(2) F が忠実⇐⇒ F : |F | → D が忠実．
(3) F が充満⇐⇒ F : |F | → D が充満．

定理 12. anafunctor F : C a−→ D に対して

F がAnaにおけるの同値となる⇐⇒ F が本質的全射かつ忠実充満である．

証明. (=⇒) F が同値だとすると，ある anafunctor G : D a−→ C と同型射 η : idC
a=⇒ GF，

ε : FG a=⇒ idD が存在する．
まず本質的全射であることを示す．d ∈ D とすると idD ∼= FGより d ∼= F s(Gt(d))と
なるから F は本質的全射である．
次に忠実であることを示す．そのために |F | の射 f, g : s → s′ が Ff = Fg を満たす
とする．c := F̂ s，c′ := F̂ s′ とすると，ηc|〈s,t〉c : c→ GtF scが cについて ananaturalだ
から

c GtF sc

c′ Gt
′
F s

′
c′

ηc|〈s,t〉
c

Gt|t′
FfF̂f

η
c′|〈s′,t′〉
c′

c GtF sc

c′ Gt
′
F s

′
c′

ηc|〈s,t〉
c

Gt|t′
FgF̂g

η
c′|〈s′,t′〉
c′

が可換である．今 Ff = Fg かつ η
c|〈s,t〉
c が同型だから

F̂ f = (ηc
′|〈s′,t′〉
c′ )−1 ◦Gt|t

′
Ff ◦ ηc|〈s,t〉c = (ηc

′|〈s′,t′〉
c′ )−1 ◦Gt|t

′
Fg ◦ ηc|〈s,t〉c = F̂ g

となる．F̂ が忠実だから f = g が分かった．
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最後に充満であることを示す．s, s′ ∈ |F | として f : Fs → Fs′ を D の射とする．
c := F̂ s，c′ := F̂ s′ として g := (ηc

′|〈s′,t′〉
c′ )−1 ◦Gt|t′Ff ◦ ηc|〈s,t〉c と定める．

c GtF sc

c′ Gt
′
F s

′
c′

ηc|〈s,t〉
c

Gt|t′
(f)g

η
c′|〈s′,t′〉
c′

このとき
c GtF sc

c′ Gt
′
F s

′
c′

ηc|〈s,t〉
c

Gt|t′
F s|s′

(g)g

η
c′|〈s′,t′〉
c′

が可換だから Gt|t
′
F s|s′(g) = Gt|t

′
f が分かる．F が忠実なのと同様にして Gも忠実だか

ら F s|s′(g) = f が分かる．
(⇐=) G : D a−→ C を次のように定義する．

• まず圏 |G|を次のように定義する．
b Ob(|G|) := {〈u, d, k〉 | u ∈ |F |, d ∈ D, k : d→ Fuは同型 }．
b Hom|G|(〈u, d, k〉, 〈u′, d′, k′〉) := {〈p, q〉 |次の図式が可換となる }．

d Fu

d′ Fu′

k

Fqp

k′

• 関手 Ĝ : |G| → D を次のように定義する．
b 〈u, d, k〉 ∈ |G|に対して Ĝ〈u, d, k〉 := d．
b 〈p, q〉 ∈ Mor(|G|)に対して Ĝ〈p, q〉 := q．

• 関手 G : |G| → C を次のように定義する．
b 〈u, d, k〉 ∈ |G|に対して G〈u, d, k〉 := F̂ u．
b 〈p, q〉 ∈ Mor(|G|)に対して G〈p, q〉 := F̂ p．

このとき idC ∼= GF，FG ∼= idD となることを示せばよい．
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まず c ∈ C に対して GtF scを考える．Gの定義より t = 〈u, F sc, k〉と書ける．このと
き GtF sc = F̂ u かつ k : F sc → Fu = Fu(F̂ u) である．F が忠実充満であるから，|F |
の射 k̃ : s → u が一意に存在して F k̃ = k となる．このとき F̂ k̃ : c = F̂ (s) → F̂ (u) =
GtF sc である．そこで η

c|〈s,t〉
c := F̂ k̃ と定める．これは c ∈ C について ananatural で

ある．
. . . ) f : c→ c′ に対して次の図式が可換であることを示せばよい．

c GtF s(c)

c′ Gt
′
F s

′(c′)

ηc|〈s,t〉
c

Gt|t′
(F s|s′

(f))f

η
c′|〈s′,t′〉
c′

t = 〈u, F sc, k〉，t′ = 〈u′, F s
′
c′, k′〉と書いて，|G|の射 g : t→ t′ を Ĝ(g) = F s|s′(f)

となるように取る．g = 〈p, q〉と書くと F s|s′(f) = Ĝ(g) = q，G(g) = pであり

Fu F sc

Fu′ F s
′
c′

k

F s|s′
(f)Fp

k′

が可換である．

C

c

c′

|F |

u

s

s′

u′

D

Fu

F sc

F s
′
c′

Fu′

|G|

t = 〈u, F sc, k〉

t′ = 〈u′, F s
′
c′, k′〉

C

F̂u

F̂u′

f

k̃

k̃′

p

k

F s|s′
(f)

k′

g=〈p,F s|s′
(f)〉 F̂ p

F̂ F Ĝ G
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従って可換図式
c F̂u

c′ F̂ u′

F̂ k̃

F̂ (p)f

F̂ k̃′

を得る．これは最初の図式である．

k が同型射だから η
c|〈s,t〉
c も同型である．よって idC ∼= GF が分かった．

次に d ∈ D に対して F sGtd を考える．G の定義より t = 〈u, d, k〉 と書けて，ま
たこのとき Gtd = F̂ u = F̂ s である．よって k : FuGtd = Fu → d となる．そこで
ε

〈t,s〉|d
d := k ◦ F su(id)と定める．これは d ∈ D について ananaturalである．
. . . ) f : d→ d′ に対して次の図式が可換であることを示せばよい．

F sGtd d

F s
′
Gt

′
d′ d′

ε
〈t,s〉|d

d

fF s|s′
(Gt|t′

(f))

ε
〈t′,s′〉|d′

d′

これは定義より次のようになる．

F sG〈u,d,k〉d FuG〈u,d,k〉d Fu d

F s
′
G〈u′,d′,k′〉d Fu

′
G〈u′,d′,k′〉d′ Fu′ d′

F s|s′
(Gt|t′

(f)) f

k

k′

k が同型射だから ε
〈t,s〉|d
d も同型である．よって FG ∼= idD が分かった．

定理 13. F a G : C a−→ D とする．T : I → |F |を関手，µ : T ⇒ ∆xを自然変換として
〈F̂ x, F̂µ〉が F̂ T の余極限を与えるとする．このとき 〈Fx, Fµ〉は FT の余極限である．

証明. 〈Fx, Fµ〉が余極限であることを示すため，θ : FT ⇒ ∆uを自然変換とする．次の
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図式は可換である．
FTi

Fx

FTj

uFTf

Fµi

Fµj

θi

θj

F a Gにより次の実線の可換図式を得る．

F̂ T i

F̂x

F̂T j

GtuF̂Tf

F̂µi

F̂µj

θ̃i

θ̃j

h

〈F̂ x, F̂µ〉が F̂ T の余極限だから，点線の射 h : F̂ x→ Gtuが一意に存在して可換となる．
よって再び F a Gにより次の可換図式を得る．

FTi

Fx

FTj

uFTf

Fµi

Fµj

θi

θj

h̃

この h̃は明らかに一意である．

2 選択公理ありの場合
この節では選択公理を仮定する．選択公理を仮定すると，anafunctor は通常の関手と
以下の意味で同等である．

命題 14. 任意の anafunctor F : C a−→ D に対して，関手 G : C → D と同型 θ : F a=⇒ G

が存在する．

証明. F : C a−→ D とすると関手 F̂ : |F | → C は対象について全射，かつ忠実充満だから，
(選択公理により)ある関手 H : C → |F |が存在して HF̂ ∼= id|F | かつ F̂H ∼= idC となる

C |F | D
F̂

H

F
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G := FH : C → D と定める．P (F̂ , idC) ∼= |F | であり，この同型により F ∼= FHF̂ =
GF̂ となる．

C D

|F |

C

|F |

=⇒

∼

F̂

F

idC

G

id

F̂

故に anafunctorとして F ∼= Gである．

系 15. Cat(C,D) ' Ana(C,D)である．
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