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関手 F が余極限 colimT と交換するとは，大雑把に言えば F (colimT ) ∼= colim(FT )
ということである．正確には，余極限の普遍性により射 colim(FT ) → F (colimT ) が標
準的に得られるから，この hが同型になるということである．
そこで気になるのは，標準的とは限らない同型 colim(FT ) → F (colimT ) が存在する
だけでは駄目なのだろうか，ということである．実はいくつかの状況においては，標準的
でなくても良いことが知られている ([1])．
この PDFでは圏 C は有限直積と有限余直積を持つとする．

1 分配法則について
補題 1. 圏 C において，aと 0の余直積を a

i−→ a ⨿ 0 ← 0とするとき iは同型である．
また aと bの余直積を a

ia−→ a⨿ b ib←− bとするとき

a a⨿ b a

a⨿ 0 0⨿ b

ia

i a×!

ib

i!×b

は可換である．

a, b, c ∈ C に対して φabc を，余直積の普遍性により得られる射とする．

a× b (a× b)⨿ (a× c) a× c

a× (b⨿ c)

ia×b ia×c

a×ib a×ic
φabc
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これは a, b, cについて自然である．

補題 2. a, b, c ∈ C について自然な同型 ψabc : (a× b)⨿ (a× c)→ a× (b⨿ c)が存在する
とする．a ∈ C に対して a× 0 ∼= 0が成り立つならば，φabc は同型である．

証明. ψ′
ab, ψ

′′
ac を次の 2つの図式の (∗)が可換になるように定める．ψabc の自然性により

これらの図式は可換になる．

a× b a× b

(a× b)⨿ 0

(a× b)⨿ (a× 0) a× (b⨿ 0)

(a× b)⨿ (a× c) a× (b⨿ c)

ψ′
ab

∼

∼
∼

ψab0

a×(b⨿!)(a×b)⨿(a×!)

ψabc

ia×b a×ib

(∗)

a× c a× c

0⨿ (a× c)

(a× 0)⨿ (a× c) a× (0⨿ c)

(a× b)⨿ (a× c) a× (b⨿ c)

ψ′′
ac

∼

∼
∼

ψa0c

a×(!⨿c)(a×!)⨿(a×c)

ψabc

ia×c a×ic

(∗)

そこで次の 2つの可換図式を考える．

a× b (a× b)⨿ (a× c) a× c

a× b (a× b)⨿ (a× c) a× c

a× b a× (b⨿ c) a× c

ψ′
ab

id

ψ′
ab⨿ψ′′

ac

φabc

ψ′′
ac

id

ia×b

ia×b

a×ib

ia×c

ia×c

a×ic
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a× b (a× b)⨿ (a× c) a× c

a× b a× (b⨿ c) a× c

ψ′
ab ψabc ψ′′

ac

ia×b

a×ib

ia×c

a×ic

余直積の普遍性により φabc ◦ (ψ′
ab ⨿ ψ′′

ac) = ψabc が分かる．ψabc, ψ′
ab, ψ

′′
ac が同型だから

φabc も同型である．

定理 3. a, b, c ∈ C について自然な同型 ψabc : (a× b)⨿ (a× c)→ a× (b⨿ c)が存在する
ならば，φabc は同型である．

証明. [1]を参照．

2 双積について
a, b ∈ C に対して φab を，余直積と直積の普遍性により得られる射とする．

a a⨿ b b

a a× b b

ida idbφab

ia ib

pa pb

これは a, bについて自然である．

定理 4. a, b ∈ C について自然な同型 ψab : a⨿ b→ a× bが存在するならば，φab は同型
である．

証明. 射 1 ∼= 1 ⨿ 0 ψ10−−→ 1 × 0 ∼= 0が存在するから 1 ∼= 0である．故に零射が存在する．
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ψab が自然だから次の図式が可換である．

a a

a⨿ 0 a× 0

a⨿ b a× b

ψ′
a

∼∼

ψa0

a×!a⨿!

ψab

ia pa

b b

0⨿ b 0× b

a⨿ b a× b

ψ′′
b

∼∼

ψ0b

!×b!⨿b

ψab

ib pb

そこで次の 2つの可換図式を考える．

a a⨿ b b

a a⨿ b b

a a× b b

ψ′
a

id

ψ′
a⨿ψ′′

b

φab

ψ′′
b

id

ia

ia

pa

ib

ib

pb

a a⨿ b b

a a× b b

ψ′
a ψab ψ′′

b

ia

pa

ib

pb

普遍性により φab ◦ (ψ′
a ⨿ ψ′′

b ) = ψab が分かる．ψab, ψ′
a, ψ

′′
b が同型だから φab も同型で

ある．
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