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介した．ここでは一般の場合の余極限について述べる．(極限については双対を考えれば
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1 まずは特殊な場合
「双対」の PDFでは余極限として余直積，始対象，pushout, coequalizerを定義した．
これらの定義で登場した普遍性は，一見すると少しずつ違う条件のように見えるかもしれ
ないが，実は圏をうまく定義するとどれも始対象として述べることができる．

1.1 余直積
まず余直積の場合を考えよう．C を圏，a, b ∈ C を対象とする．このとき圏 Pab を次の
ように定義する．

• Ob(Pab) := {〈u, p0, p1〉 | u ∈ C，p0 : a→ u，p1 : b→ u}．
• 〈u, p0, p1〉から 〈v, q0, q1〉への射は，C の射 h : u → v で次の図式を可換にするも
のとする．

v

u

a b
p0 p1

q0 q1h

このとき明らかに次が成り立つ．

命題 1. a p0−→ u
p1←− bが aと bの余直積を与える

⇐⇒ 〈u, p0, p1〉が Pab の始対象．

1.2 pushout

pushoutは次のようにすればよい．a f←− c g−→ bとする．圏Qfg を次のように定義する．

• Ob(Qfg) := {〈u, p0, p1〉 | u ∈ C，p0 : a→ u，p1 : b→ u，p0 ◦ f = p1 ◦ g}．

a u

c b

p0

p1f

g
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• 〈u, p0, p1〉から 〈v, q0, q1〉への射は，C の射 h : u → v で次の図式を可換にするも
のとする．

v

u

a b
p0 p1

q0 q1h

このとき

命題 2. a p0−→ u
p1←− bが a

f←− c g−→ bの pushoutを与える
⇐⇒ 〈u, p0, p1〉が Qfg の始対象．

1.3 coequalizer

f, g : a→ bとする．圏 Rfg を次のように定義する．

• Ob(Rfg) := {〈u, p〉 | u ∈ C，p : b→ u，p ◦ f = p ◦ g}．

a b u
f

g

p

• 〈u, p〉から 〈v, q〉への射は，C の射 h : u→ v で次の図式を可換にするものとする．

b u

v

p

q

h

このとき

命題 3. p : b→ uが f, g : a→ bの coequalizerを与える
⇐⇒ 〈u, p〉が Rfg の始対象．

2 コンマ圏を使う
余直積，pushout，coequalizer をそれぞれ圏 Pab, Qfg, Rfg を使って書けることを見
た．実はこの Pab, Qfg, Rfg もコンマ圏を使うことで統一的に書くことができる．
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2.1 pushout

まず pushoutの場合を考える．圏 J を

j0 i j1
k0 k1

で定めると，圏 C における図式 a
f←− c g−→ bに対して関手 T : J → C が

T (i) := c, T (j0) := a, T (j1) := b, T (k0) := f, T (k1) := g

で定まる．逆に関手 T : J → C が与えられれば，圏 C における図式

T (j0) T (i) T (j1)
T (k0) T (k1)

が得られる．こうして圏 C における • ← • → •の形の図式は関手 T : J → C と同一視
できる．
さて図式 a

f←− c g−→ bを考える．この図式を関手 T : J → C と同一視して，更にこれを
関手 T : 1→ CJ と見なす．また ∆: C → CJ を対角関手とする．このとき

命題 4. 圏同型 T ↓∆ ∼= Qfg が成り立つ．

証明. 圏 T ↓∆の対象は ∗ ∈ 1，u ∈ C，θ : T ⇒ ∆uの 3つ組である．ここで θ は 3つ
の射 θi : c→ u，θj0 : a→ u，θj1 : b→ u であって図式

u u u

a c b

id

θiθj0

f

id

θj1

g

を可換にするものと見なせる．よって

Ob(T ↓∆) ∼= {〈u, θ〉 | u ∈ C, θ : T ⇒ ∆u}
∼= {〈u, θj0 , θj1〉 | u ∈ C, θj0 : a→ u, θj1 : b→ u, θj0 ◦ f = θj1 ◦ g}
= Ob(Qfg)

により T ↓∆の対象と Qfg の対象は 1対 1に対応する．この対応は圏同型 T ↓∆ ∼= Qfg

を与えることが射の定義から容易に分かる．
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2.2 coequalizer

次に coequalizerの場合．圏 J を

i j
k0

k1

とすれば，pushoutのときと同様に，圏 C における図式

a b
f

g

と関手 T : J → C を同一視することができる．この T を T : 1 → CJ と見なせば次が成
り立つ．

命題 5. 圏同型 T ↓∆ ∼= Rfg が成り立つ．

証明. 圏 T ↓∆の対象は ∗ ∈ 1，u ∈ C，θ : T ⇒ ∆uの 3つ組である．ここで θ は 2つ
の射 θi : a→ u，θj : b→ uであって図式

u u

a b

id

θjθi

f

u u

a b

id

θjθi

g

を可換にするものと見なせる．よって

Ob(T ↓∆) ∼= {〈u, θ〉 | u ∈ C, θ : T ⇒ ∆u}
∼= {〈u, θj〉 | u ∈ C, θj : b→ u, θj ◦ f = θj ◦ g}
= Ob(Rfg)

により T ↓∆の対象と Rfg の対象は 1対 1に対応する．この対応は圏同型 T ↓∆ ∼= Rfg

を与えることが射の定義から容易に分かる．

2.3 余直積
最後に余直積の場合．今度は J を離散圏で |J | = 2 となるものとして，C の対象の組
〈a, b〉を関手 T : 1→ CJ と同一視すれば次が成り立つ．
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命題 6. 圏同型 T ↓∆ ∼= Pab が成り立つ．

証明. この場合自然変換 θ : T ⇒ ∆uとは単に 2つの射の組 〈p0 : a→ u, p1 : b→ u〉と見
なせるから

Ob(T ↓∆) ∼= {〈u, θ〉 | u ∈ C, θ : T ⇒ ∆u}
∼= {〈u, p0, p1〉 | u ∈ C, p0 : a→ u, p1 : b→ u}
= Ob(Pab)

であり，このとき射の定義から T ↓∆ ∼= Pab となる．

3 一般の余極限
余極限について今まで述べたことをまとめると次のようになる．

(1) 圏 C において「図式」が 1つ与えられると，その余極限が定まる．
(2) この「図式」は，適当に圏 J を定義することで関手 T : J → C と同一視すること
ができる．

(3) このとき余極限とは，コンマ圏 T ↓∆の始対象のことである．

そこで，そもそも「図式」とは関手 T : J → C のことである，と定義してしまえば一般の
「図式」の余極限を「コンマ圏 T ↓∆ の始対象」として定義することができる．そこで，
まずは更に一般化した「普遍射」を定義する．

定義. C,D を圏，c ∈ C を対象，G : D → C を関手とする．コンマ圏 c ↓ G の始対象
を cから Gへの普遍射 (universal arrow)という．即ち，以下を満たす組 〈d, f〉のことで
ある．

(1) dは D の対象である．
(2) f は C の射 f : c→ Gdである．
(3) 組 〈d′, f ′〉が同じ条件 (即ち d′ ∈ Dで f ′ : c→ Gd′ となる)を満たすならば，Dの
射 h : d→ d′ が一意に存在して Gh ◦ f = f ′ となる．

c Gd d

Gd′ d′

f

f ′ hGh
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双対的に，コンマ圏 G ↓ cの終対象 〈d, f〉を Gから cへの普遍射という．

d Gd c

d′ Gd′

f

f ′h Gh

この普遍射を使って，極限と余極限を次のように定義する．

定義. J,C を圏として ∆: C → CJ を対角関手とする．

(1) 関手 T : J → C を図式 (diagram) という*1．また J を図式 T の添え字圏 (index
category)という．

(2) ∆から T ∈ CJ への普遍射 〈limT, π〉を図式 T の極限 (limit)という．
(3) T ∈ CJ から ∆への普遍射 〈colimT, µ〉を図式 T の余極限 (colimit)という*2．

自然変換 T ⇒ ∆cを余錐 (cocone)と呼ぶ．従って余極限とは，普遍性を持つ余錐のこ
とだと言える．同様に自然変換 ∆c⇒ T を錐 (cone)といい，極限とは普遍性を持つ錐の
ことだと言える．また µ : T ⇒ ∆cが余極限を与えるとき (即ち，〈c, µ〉が T の余極限の
とき)，µを余極限余錐 (colimiting cocone)という．極限の場合も同様に極限錐 (limiting
cone)という．*3

この余極限が余直積，pushout，coequalizerなどの一般化になっているのは先に説明し
た通りである．同様に極限は直積，pullback，equalizer などの一般化になっている．ま
た「普遍性」の PDFで最後に紹介した例についても，もちろん今定義した意味での極限
になっている．例えば次のようになる．

例 7. C を圏として，{ai}j∈J を C の対象からなる族とする．J を離散圏とみなせば，対
応 j 7→ aj は図式 T : J → C を与える．このとき T の極限 limT とは直積

∏
j∈J

aj のこ

とである．この場合の limT の極限錐とは，標準射影 pi :
∏
j∈J

aj → ai が与える自然変換

∆(limT )⇒ T である．

例 8. 実数の減少列 x0 ≥ x1 ≥ · · · を考える．これは n 7→ xn により関手 T : Nop → R

*1 要は図式とは関手と同じ意味なのだが，図式として扱いたい気持ちのときは図式と呼ぶことが多い．
*2 数学でよく出てくる射影極限 (projective limit)・逆極限 (inverse limit)は極限で，帰納極限 (inductive

limit)・直極限 (direct limit)・順極限は余極限である．
*3 但し，[1]では余錐と錐の区別をせずにどちらも錐と呼んでいるようだ．
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とみなすことができる．このとき T の極限 limT とは inf
n∈N

xn のことである．この場合の
極限錐とは，大小関係 inf

n∈N
xn ≤ xn から得られる自然変換∆(limT )⇒ T である．

ここで，以降で使う言葉を定義しておく．

定義. (1) 圏 J が有限⇐⇒ Mor(J)が有限集合である．
(2) 圏 J が小圏 (small category) ⇐⇒ Mor(J)が集合である．
(3) 添え字圏が有限な図式の極限を有限極限 (finite limit)，余極限を有限余極限 (finite

colimit)という．
(4) 添え字圏が小圏となる図式の極限を小極限 (small limit)，余極限を小余極限 (small

colimit)という．
(5) 添え字圏が集合 (小離散圏)となる図式の極限を小直積 (small product)，余極限を
小余直積 (small coproduct)という．この場合，図式 T : J → C は Tj (j ∈ J)で
決まる．そこで C の対象の族 {aj}j∈J が与えられたとき，Tj := aj で定まる図式
T に対して limT を

∏
j∈J

aj，colimT を
∐
j∈J

aj と書くことが多い．

(6) 添え字圏が有限集合 (有限離散圏)となる図式の極限を有限直積 (finite product)，
余極限を有限余直積 (finite coproduct)という．

(7) C が完備*4(complete) ⇐⇒任意の小極限が存在する．
(8) C が余完備 (cocomplete) ⇐⇒任意の小余極限が存在する．
(9) C が有限完備 (finitely complete) ⇐⇒任意の有限極限が存在する．

(10) C が有限余完備 (finitely cocomplete) ⇐⇒任意の有限余極限が存在する．
(11) C が小直積を持つ⇐⇒任意の小直積が存在する．
(12) C が小余直積を持つ⇐⇒任意の小余直積が存在する．
(13) C が有限直積を持つ⇐⇒任意の有限直積が存在する．
(14) C が有限余直積を持つ⇐⇒任意の有限余直積が存在する．

例えば Setは完備かつ余完備である (命題 9, 10)．まずはそれを証明しよう．

命題 9. 小圏 J と図式 T : J → Setに対して，T の極限 〈limT, π〉が存在する．即ち Set
は完備である．更に limT ∼= HomSetJ (∆1, T )である．

証明. j ∈ J とする．β ∈ HomSetJ (∆1, T )を取ると βj : 1 = {∗} → Tj が定まる．そこ

*4 この定義のように，完備というのは通常は小極限の存在のみを意味するので，そのことを強調するために
完備ではなく小完備という言い方をしている文献もある．余完備についても同様．
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で πj(β) := βj(∗) ∈ Tj と置く．これにより自然変換 π : ∆(HomSetJ (∆1, T ))⇒ T が定
まる．これが普遍射であることを示せばよい．そのために集合 xと自然変換 θ : ∆x⇒ T

を取る．
HomSetJ (∆1, T )

x

h

∆(HomSetJ (∆1, T )) T

∆x

π

θ
∆h

a ∈ xに対して自然変換 h(a) : ∆1⇒ T を h(a)j : 1 3 ∗ 7→ θj(a) ∈ Tj で定める．これに
より写像 h : x→ HomSetJ (∆1, T )が定まる．このとき π ◦∆h = θ である．

. . . ) j ∈ J，a ∈ xに対して

(π ◦∆h)j(a) = πj ◦ h(a) = πj(h(a)) = h(a)j(∗) = θj(a).

逆に π ◦∆h = θとなるような hが一意であることも容易にわかる．故に π が普遍射で
あり，limT ∼= HomSetJ (∆1, T )となる．

命題 10. Setは余完備である．

証明. まず Setが小余直積を持つことは容易に分かる (非交和を取ればよい)．これを踏ま
えて J を小圏，T : J → Setを図式として colimT が存在することを示そう．まず余直積〈∐
j∈J

Tj, µ
〉
が存在する．簡単のため x :=

∐
j∈J

Tj と書く．j ∈ J に対して µj : Tj → x

は標準的な埋込写像である．このとき a ∈ Tj，b ∈ Tk に対して

aRb⇐⇒ある f ∈ HomJ(j, k)が存在して (Tf)(a) = bとなる

と定めれば，この R は x 上の 2 項関係を定める．R を含む最小の同値関係を ∼ として
p : x → x/∼を標準射影とする．ηj := (Tj µj−→ x

p−→ x/∼)と定義すると，これは自然変
換 η : T ⇒ ∆(x/∼)を定める．

. . . ) J の射 f : j → k に対して

Tj x/∼

Tk x/∼

ηj

idTf

ηk

a [a]

[a]
Tf(a) [Tf(a)]

ηj

id
Tf

ηk
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が可換であることを示せばよい．そのためには a ∈ Tj に対して [a] = [Tf(a)] を示
せばよい (ここで [a]は aの属する同値類である)が，これは ∼の定義から明らかで
ある．

このとき 〈x/∼, η〉が T の余極限になっていることを示す．

※ これはつまり，任意の集合 uと自然変換 θ : T ⇒ ∆uに対して，次の図式を可換に
するような点線の写像 h : x/∼ → uが一意に存在することを示すということである．

Tj

x/∼ u

Tk

Tf

ηj

ηk

θj

θk

h (11)

但し一般の J を絵に書くことはできないから，1つの射 f : j → k だけを代表して描
いた．以下，このような図式の描き方を使うことにする．

そのために任意の集合 u と自然変換 θ : T ⇒ ∆u を取る．x =
∐
j∈J

Tj の普遍性により，

写像 g : x→ uが一意に存在して「任意の j ∈ J に対して g ◦ µj = θj」となる．

Tj

x u
µj

θj

g

このとき定義から明らかに，a, b ∈ xに対して「a ∼ bならば g(a) = g(b)」である．故に
写像 h : x/∼ → uが h([a]) := g(a)により定まる (即ち h ◦ p = g である)．このとき任意
の j ∈ J に対して h ◦ ηj = θj である (次の可換図式を参照)．

Tj

x u

x/∼

µj

θj

g

p h

ηj

即ちこの hは (11)を可換にするような写像である．またこのような hは一意であること
も容易に分かる．従って 〈x/∼, η〉が T の余極限であることが分かった．
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命題 10の証明は次のように一般化される．

定理 12. 小余直積と coequalizerを持つ圏 C は余完備である．

証明. J を小圏として，T : J → C を図式とする．Ob(J)とMor(J)が集合だから，仮定
より余直積

〈 ∐
j∈Ob(J)

Tj, µ
〉
と

〈 ∐
f∈Mor(J)

T (dom f), ν
〉
が存在する．各 f ∈ Mor(J) に

対して dom f = j となる j ∈ Ob(J)が一意に定まるから，id : T (dom f)→ Tj を考える
と射 p :

∐
f∈Mor(J)

T (dom f)→
∐

j∈Ob(J)

Tj が余直積の普遍性により定まる．

∐
f∈Mor(J)

T (dom f)
∐

j∈Ob(J)

Tj

T (dom f) Tj

p

µjνf

id

一方，各 f ∈ Mor(J) に対して cod f = k となる k ∈ Ob(J) が一意に定まるから，射
Tf : T (dom f) → Tk を考えると射 q :

∐
f∈Mor(J)

T (dom f) →
∐

j∈Ob(J)

Tj が余直積の普

遍性により定まる．

T (dom f) Tk

∐
f∈Mor(J)

T (dom f)
∐

j∈Ob(J)

Tj

Tf

µkνf

q

仮定より p, q の coequalizer e :
∐

j∈Ob(J)

Tj → cが存在する．ηj := (Tj µj−→
∐
Tj

e−→ c)

と定める．
T (dom f) Tk

∐
f∈Mor(J)

T (dom f)
∐

j∈Ob(J)

Tj c

T (dom f) Tj

νf µk

νf µj

Tf

id

q

p

e

ηk

ηj
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このとき η は自然変換 η : T ⇒ ∆cである．
. . . ) f : j → k を T の射とする．ηk ◦ Tf = ηj を示せばよい．まず上の図式の上半
分，下半分の可換性から ηk ◦ Tf = e ◦ q ◦ νf，ηj = ηj ◦ idTj = e ◦ p ◦ νf が分かる．
一方 eは p, q の coequalizerだったから e ◦ p = e ◦ qである．従って ηj = ηk ◦ Tf が
分かる．

η が T から ∆への普遍射であることを示せばよい．そのために任意の θ : T ⇒ ∆aを
取る．このとき θj : Tj → aと coproductの普遍性から g :

∐
Tj → aが得られる．

T (dom f) Tk

∐
f∈Mor(J)

T (dom f)
∐

j∈Ob(J)

Tj c a

T (dom f) Tj

νf µk

νf µj

Tf

id

q

p

e

ηk

ηj

g

θk

θj

g ◦ p = g ◦ q である．
. . . ) f : j → k を取る．g の取り方から θj = g ◦ p ◦ νf，θk ◦ Tf = g ◦ q ◦ νf となる．
今 θが自然変換だから θj = θk ◦ Tf である。故に g ◦ p ◦ νf = g ◦ q ◦ νf が成り立つ．
よって∐

T (dom f)の普遍性から g ◦ p = g ◦ q である．

よって coequalizerの普遍性から h : c→ aが存在して h ◦ e = g となる．このとき

(∆h ◦ η)j = h ◦ ηj = h ◦ e ◦ µj = g ◦ µj = θj

である．よって ∆h ◦ η = θ である．hの一意性も容易に分かるので，〈c, η〉が T の余極
限であることが分かった．

双対を考えれば次も分かる．

定理 13. 小直積と equalizerを持つ圏は完備である．

同様にして

定理 14. 有限直積と equalizerを持つ圏は有限完備であり，有限余直積と coequalizerを
持つ圏は有限余完備である．
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4 2変数関手と余極限
T : I × J → C を関手とする．j ∈ J とすれば T (−, j) : I → C は関手である．よって
この関手の余極限 〈colimT (−, j), µj〉 を考えることができる．念のため確認しておくと
この µj は自然変換 T (−, j)⇒ ∆(colimT (−, j))であり，各 i ∈ I に対して (µj)i は C の
射 T (i, j)→ colimT (−, j)となる．

定理 15. 各 j ∈ J に対して余極限 〈colimT (−, j), µj〉が存在するとき，関手 F : J → C

が一意に存在して，以下の条件を満たす．

(1) j ∈ J に対して F (j) = colimT (−, j)となる．
(2) i ∈ I とするとき，(µj)i : T (i, j)→ F (j)は j ∈ J について自然である．

証明. まず対象 j ∈ J に対して F (j) := colimT (−, j)とする．次に i0, i1 ∈ I，j0, j1 ∈ J，
f : i0 → i1，g : j0 → j1 とする．このとき次の図式は可換である．

T (i0, j0) T (i0, j1)

T (i1, j0) T (i1, j1)

T (idi0 ,g)

T (f,idj1 )T (f,idj0 )

T (idi1 ,g)

一方で次の図式も可換である．

T (i0, j0) T (i1, j0)

colimT (−, j0)

T (f,idj0 )

(µj0 )i1(µj0 )i0

T (i0, j1) T (i1, j1)

colimT (−, j1)

T (f,idj1 )

(µj1 )i1(µj1 )i0

13



これらを組み合わせて次の図式の実線部を得る．

F (j0) = = F (j1)colimT (−, j0) colimT (−, j1)

T (i1, j0) T (i1, j1)

T (i0, j0) T (i0, j1)
T (f,id)

T (id,g)

T (id,g)

T (f,id)

(µj0 )i0

(µj0 )i1 (µj1 )i0 (µj1 )i1

F (g)

実線部は全て可換だから，余極限の普遍性により点線の射が得られる．これを F (g)と定
める．すると F : J → C は関手である．

. . . ) F (g1 ◦ g0) = Fg1 ◦ Fg0 と F (id) = idを示せばよい．
まず g0 : j0 → j1，g1 : j1 → j2 を J の射とする．F (g0)，F (g1)，F (g1 ◦ g0)は次

の図式により定義されるのであった．

F (j0) F (j1) F (j2)

T (i1, j0) T (i1, j1) T (i1, j2)

T (i0, j0) T (i0, j1) T (i0, j2)

T (id,g0)

T (id,g0)

T (id,g1)

T (id,g1)

F (g0) F (g1)

F (g1◦g0)

よって余極限の普遍性により F (g1) ◦ F (g0) = F (g1 ◦ g0)である．同様に余極限の普
遍性により F (id) = idも分かる．

F の定義の仕方から，(µj)i : T (i, j) ⇒ F (j)は j ∈ J について自然である．また余極限
の普遍性から，このような F は一意であることも分かる．

定理 15 によって得られる関手 F は colimT (−,□) : J → C とでも書くべき関手とな
るが，このように書いてしまうと何が何なのか分からなくなってしまう．そこで，関手
G : I → C に対して colimiG(i) := colimG のように「動かす変数」を colim の添え字
で表すことにすると，定理 15で得られた関手 F は colimi T (i,−)で表すことができる．
(なお，変数 iの動く範囲 (添え字圏)も明示したい場合には colim

i∈I
G(i)のように書くこと

にする．)
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さて，更にこの関手の余極限 colim(colimi T (i,−)) = colimj(colimi T (i, j))も考えら
れるが，一方で「iと j を同時に動かした」ときの余極限 colim

〈i,j〉∈I×J
T (i, j) (= colimT )も

考えることもできる．

定理 16. T : I × J → C を関手として各 j ∈ J に対して余極限 〈colimi T (i, j), µj〉が存
在するとする．このとき colimj(colimi T (i, j)) と colim〈i,j〉 T (i, j) のうちどちらか一方
が存在すればもう一方も存在し，colimj(colimi T (i, j)) ∼= colim〈i,j〉 T (i, j)が成り立つ．

証明. まずは colimj(colimi T (i, j))が存在したとする．これが T の余極限となっている
ことを示そう．そのために任意の自然変換 θ : T ⇒ ∆xを取る．

x

colimj(colimi T (i, j))

colimi T (i, j0) colimi T (i, j1)

T (i1, j0)

T (i0, j0)

T (i1, j1)

T (i0, j1)
T (f,id)

T (id,g)

T (id,g)

T (f,id)

θi0j0

θi1j1

ψj0 ψj1

h

colimi T (i, j) の普遍性から，射 ψj : colimi T (i, j) → x が存在して図式が可換となる．
故に colimj(colimi T (i, j))の普遍性から射 h : colimj(colimi T (i, j)) → xが存在して図
式が可換となる．普遍性から，このような h が一意であることは容易に分かる．従って
colimj(colimi T (i, j))が T の余極限であることが分かった．
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逆に colim〈i,j〉 T (i, j)が存在したとする．

colim〈i,j〉 T (i, j)

colimi T (i, j0) colimi T (i, j1)

T (i1, j0)

T (i0, j0)

T (i1, j1)

T (i0, j1)
T (f,id)

T (id,g)

T (id,g)

T (f,id)

νj0 νj1

余極限 colimi T (i, j)の普遍性から，射 νj : colimi T (i, j)→ colim〈i,j〉 T (i, j)が存在して
可換となる．〈colim〈i,j〉 T (i, j), ν〉 が colimi T (i,−) の余極限になることを示そう．その
ために任意の自然変換 θ : colimi T (i,−)⇒ ∆xを取る．

x

colim〈i,j〉 T (i, j)

colimi T (i, j0) colimi T (i, j1)

T (i1, j0)

T (i0, j0)

T (i1, j1)

T (i0, j1)
T (f,id)

T (id,g)

T (id,g)

T (f,id)

νj0 νj1

θj0 θj1
h

この実線部は可換だから colim〈i,j〉 T (i, j)の普遍性により h : colim〈i,j〉 T (i, j)→ xが存
在して可換となる．この hは明らかに一意だから colim〈i,j〉 T (i, j)が colimi T (i,−)の余
極限であることが分かった．

よって，(各余極限が存在すれば) colimj(colimi T (i, j)) ∼= colimi(colimj T (i, j))とな
ることが分かる．即ち，余極限の順序は交換可能である．双対を考えれば，同様のことが
極限についても成り立つことが分かる*5．

*5 一方，極限と余極限の交換については，一般には成り立たない．これについては「フィルター圏」の PDF
を参照．
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さて，再び T : I × J → C を関手とする．このとき関手 T̃ : I → CJ が得られるので
あった (「自然変換・関手圏」の PDFを参照)．よってこの関手の余極限 colim T̃ ∈ CJ

も考えることができる．

定理 17. T : I × J → C を関手として，j ∈ J に対して余極限 〈colimi T (i, j), µj〉が存
在するとする．このとき定理 15により定まる関手を F とすれば F は T̃ の余極限を与え
る．即ちこの場合，T̃ の余極限は各点ごとに計算すれば得られる．

証明. 定理 15により (νi)j := (µj)i : T (i, j)→ F (j)は j ∈ J について自然である．即ち
νi : T̃ (i) = T (i,−)⇒ F は自然変換である．更に ν : T̃ ⇒ ∆F は自然変換である．

. . . ) I の射 f : i0 → i1 に対して図式

T̃ (i0) F

T̃ (i1) F

νi0

idT̃ (f)

νi1

が可換であることを示せばよい．即ち，j ∈ J に対して

T (i0, j) Fj

T (i1, j) Fj

(µj)i0

idT (f,j)

(µj)i1

が可換であることを示せばよいが，それは µj : T (−, j) ⇒ ∆(Fj)が自然変換である
から明らか．

〈F, ν〉が T̃ の余極限を与えることを示せばよい．そのために任意の G ∈ CJ と自然変換
θ : T̃ ⇒ ∆Gを取る．i ∈ I に対して θi : T̃ (i)⇒ Gも自然変換である．よって j ∈ J に対
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して (θi)j : T (i, j)→ Gj となるから，次の実線の可換図式を得る．

Gj0 Gj1

Fj0 Fj1

T (i1, j0) T (i1, j1)

T (i0, j0) T (i0, j1)
T (f,id)

T (id,g)

T (id,g)

T (f,id)

(µj0 )i0 (µj1 )i0

(θi0 )j0

(θi1 )j0

Fg

κj0 κj1

(θi0 )j1

(θi1 )j1

Gg

余極限 〈Fj, µj〉の普遍性により，j ∈ J に対して射 κj : Fj → Gj を得る．これで得られ
た四角

Gj0 Gj1

Fj0 Fj1
Fg

κj0 κj1

Gg

は，余極限 〈Fj0, µj0〉の普遍性により可換である．従って κ : F ⇒ Gは自然変換である．
このような自然変換 κは，余極限 〈Fj, µj〉の普遍性から一意的であることが分かる．故
に ν : T̃ ⇒ ∆F は普遍射である．

系 18. J が圏で C が余完備ならば CJ も余完備である．双対的に，C が完備ならば CJ

も完備である．

例 19. 圏 C に対して Ĉ = SetC
op は完備かつ余完備である．

例 20. T̃ : I → CJ の余極限が存在したとしても，colimi T (i, j)が存在するとは限らな
い．例えば J = 2として，圏 C を

a b c
h

f

g

で f ◦ h = g ◦ hを満たすものとする．CJ = C2 は C の arrow categoryである．C2 の
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次の図式を考える．(縦向きの射が C2 の対象である．)

c c

b c

b b

a b

h
idb

h
idb

g

h

g

g

f
idc

f
idc

この図式は pushoutを与えていることが分かる．この図式で，底面の四角が 0 ∈ 2成分
であるが，圏 C において b

h←− a h−→ bの pushoutは存在しない．

5 表現可能関手
定義. 関手 F : C → Setが表現可能関手 (representable functor)
⇐⇒ある対象 a ∈ C と自然同型 F ∼= HomC(a,−)が存在する．
また，このとき aは F を表現するという．

※ 反変関手の場合，つまり関手 F : Cop → Setが表現可能とは F ∼= HomCop(a,−)
と書けることであるが，HomCop(a,−) = HomC(−, a)だから，この場合は表現可能
関手とは F ∼= HomC(−, a)と書けることだと思ってよい．

命題 21. 表現可能関手 F を表現する対象は同型を除いて一意である．

証明. F ∼= HomC(a,−) かつ F ∼= HomC(b,−) とすると，HomC(a,−) ∼= HomC(b,−)
だから米田の補題により a ∼= bである．

F : C → Setを表現可能関手として β : HomC(a,−) ⇒ F を自然同型とする．このと
き米田の補題により x ∈ Faが得られる．逆に a ∈ C と x ∈ Faを任意に取れば，米田の
補題により自然変換 β : HomC(a,−)⇒ F が得られるが，勿論これは同型とは限らない．
そこで，どのような a, xを取ったら β が同型になるかという問題が考えられる．これは
次のように普遍性で述べることができる．

定理 22. β : HomC(a,−)⇒ F を自然変換として米田の補題で β に対応する x ∈ Faを
取る．このとき
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β が同型⇐⇒ 任意の b ∈ C，u ∈ Fbに対して，
ある射 h : a→ bが一意に存在して Fh(x) = uとなる．

証明. (=⇒) b ∈ C，u ∈ Fbとする．β が自然同型だから βb : HomC(a, b)→ Fbは全単
射である．よって βb(h) = uとなる h : a→ bが存在する．このとき β の自然性により

HomC(a, a) Fa

HomC(a, b) Fb

βa

Fhh◦−

βb

ida x

Fh(x)
h u

βa

Fh
h◦−

βb

が可換となるから Fh(x) = u である．よって後はこのような h が一意であることを示
せばよい．そこで h′ : a → b が Fh′(x) = u を満たすとすると，再び β の自然性により
βb(h′) = uが分かる．

HomC(a, a) Fa

HomC(a, b) Fb

βa

Fh′h′◦−

βb

ida x

u

h′ βb(h′)

βa

Fh′

h′◦−

βb

故に βb が全単射であることから h = h′ となる．
(⇐=) 任意の b ∈ C に対して βb : HomC(a, b)→ Fbが全単射であることを示す．米田
の補題の証明により，βb は f : a → bに対して βb(f) = Ff(x)で与えられる．故に仮定
の条件は βb が全単射であることを意味している．

定理 22の条件は「コンマ圏 1 ↓ F において 〈a, x〉が始対象となる」と言い換えること
ができる (1は関手 1 3 ∗ 7→ 1 ∈ Set)．従って次の系を得る．

系 23. 関手 F : C → Setが表現可能⇐⇒ 1 ↓ F が始対象を持つ．

系 24. G : D → C を関手として，c ∈ C を取る．このとき

cから Gへの普遍射が存在する⇐⇒ HomC(c,G(−))が表現可能関手．

証明. F := HomC(c,G(−))とする．このときコンマ圏 1 ↓ F とは次のような圏である．

• 対象は d ∈ D と射 f : c→ Gdの組 〈d, f〉である．
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• 〈d, f〉から 〈d′, f ′〉への射とはDの射 k : d→ d′ であって Gk ◦ f = f ′ を満たすも
のである．

c Gd d

Gd′ d′

f

f ′ kGk

従って 1 ↓ F ∼= c ↓Gである．故に

F が表現可能⇐⇒ 1 ↓ F が始対象を持つ (系 23)
⇐⇒ c ↓Gが始対象を持つ
⇐⇒ cから Gへの普遍射が存在する (普遍射の定義)

である．

双対を考えれば

定理 25. F : C → D を関手として，d ∈ D を取る．このとき

F から dへの普遍射が存在する⇐⇒ HomD(F (−), d)が表現可能関手．

例 26. C を圏，∆: C → C × C を対角関手とすると，∆から 〈a, b〉 ∈ C × C への普遍
射が直積であった．よって直積 a× bが存在すれば HomC×C(∆(−), 〈a, b〉)は表現可能関
手であり，これは系 24の証明から

HomC×C(∆(−), 〈a, b〉) ∼= HomC(−, a× b)

となることが分かる．特に x ∈ C に対して HomC×C(〈x, x〉, 〈a, b〉) ∼= HomC(x, a× b)で
ある．ここで圏の直積の定義から、左辺の集合は HomC(x, a)×HomC(x, b)となるから

HomC(x, a)×HomC(x, b) ∼= HomC(x, a× b)

である．(故に，直積を取る操作と HomC(x,−)を適用する操作は「可換」と言える)
逆に HomC×C(∆(−), 〈a, b〉)が表現可能関手であるとする．即ち

HomC×C(∆(−), 〈a, b〉) ∼= HomC(−, r)

となるような r ∈ C が取れたとすると，系 24の証明より r ∼= a× bが分かる．つまり直
積 a× bとは関手 HomC×C(∆(−), 〈a, b〉)を表現する対象のことである．また圏の直積の
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定義から自然同型

HomC×C(∆(−), 〈a, b〉) ∼= HomC(−, a)×HomC(−, b)

が分かるから，直積 a× bとは関手 HomC(−, a)×HomC(−, b)を表現する対象のことで
あると言うこともできる．

例 26で，直積と Hom(x,−)が交換できることは次のように一般化できる．

定義. J,C,D を圏，T : J → C，F : C → D を関手として T の余極限 〈colimT, µ〉が存
在するとする．このとき F が colimT と交換する*6

⇐⇒ 〈F (colimT ), Fµ〉が FT の余極限となる．

定義. 関手 F : C → D が余連続*7

⇐⇒ J が小圏で T : J → C の余極限 colimT が存在するならば，F が colimT と交換
する．

極限と交換する，連続も同様に定義する．

命題 27. c ∈ C に対して HomC(c,−) : C → Setは任意の極限と交換する．

証明. J を圏，T : J → C を関手として，T の極限 〈limT, π〉が存在するとする．次の図
式が関手 Hom(c, T−) : J → Setの極限を与えることを示せばよい．

HomC(c, T j)

HomC(c, limT )

HomC(c, Tk)

Tf◦−

πj◦−

πk◦−

そのために任意の x ∈ Setと自然変換 θ : ∆x⇒ HomC(c, T−)を取る．

HomC(c, T j)

HomC(c, limT ) x

HomC(c, Tk)

Tf◦−

πj◦−

πk◦−

θj

θk

*6 F が colim T を保存する，とも言う．
*7 完備のときと同様，これも小余連続という言い方をすることもある．
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可換性から，任意の a ∈ xに対して Tf ◦ (θj(a)) = θk(a)である．即ち次の図式の外側の
三角形が可換であり，よって limT の普遍性から h(a) : c→ limT が一意に存在して可換
となる．

Tj

limT c

Tk

Tf

πj

πk

θj(a)

θk(a)

h(a)

この h(a)は写像 h : x→ HomC(c, limT )を与える．次の図式が可換になることを示せば
よい．

HomC(c, T j)

HomC(c, limT ) x

HomC(c, Tk)

Tf◦−

πj◦−

πk◦−

θj

θk

h

即ち，任意の a ∈ xに対して πj ◦ (h(a)) = θj を示せばよいが，それは h(a)の定義から
明らか．逆に，このような hの一意性も h(a)の一意性から分かる．

定理 28. 米田埋込 y : C → Ĉ は極限と交換する*8．

証明. 関手 T : J → Cの極限 〈limT, π〉が存在するとする．〈y(limT ), yπ〉が yT : J → Ĉ

の極限であることを示せばよい．

Tj

limT

Tk

Tf

πj

πk

y(Tj)

y(limT )

y(Tk)

y(Tf)

y(πj)

y(πk)

*8 一方で余極限とは交換するとは限らない．
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Ĉ の極限は各点ごとに計算すればよいから (定理 17)，c ∈ C に対して

HomC(c, T j)

HomC(c, limT )

HomC(c, Tk)

Tf◦−

πj◦−

πk◦−

が HomC(c, T−) : J → Setの極限を与えることを示せばよいが，これは定理 27から明
らか．

命題 29. J が圏で C が余完備ならば evj : CJ → C は小余極限と交換する．

証明. I を小圏，T̃ : I → CJ を関手として，〈colim T̃ , η〉を T̃ の余極限とする．T̃ に対応
する関手 T : I × J → C をとれば，C が余完備だから定理 17 の証明における 〈F, ν〉 も
T̃ の余極限を与える．故に余極限の普遍性により自然同型 σ : colim T̃ ⇒ F が存在して，
i ∈ I，j ∈ J に対して次の図式が可換となる．

(colim T̃ )(j) Fj

T (i, j)
(ηi)j

σj

(νi)j

今 〈Fj, (ν−)j〉が T (−, j)の余極限だから，明らかに 〈(colim T̃ )(j), (η−)j〉も T (−, j)の
余極限である．evj ◦ T̃ = T (−, j)，evj(colim T̃ ) = (colim T̃ )(j)，evjη = (η−)j だから
evj が colim T̃ と交換することが分かった．

同様にして C が完備ならば evj : CJ → C は小極限と交換する．

例 30. θ : F ⇒ G : C → D を自然変換として D は余完備であるとする．このとき

θ が (DC の射として)エピ射⇐⇒各 a ∈ C に対して θa がエピ射*9．

*9 ⇐=は D が余完備でなくても成り立つ．=⇒については例 20も参照．
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. . . ) 一般に，射 f : a→ bがエピ射であることは

a b

b b

f

idbf

idb

が pushoutになることと同値であった (「双対」の PDFを参照)．故に定理 17，29
より

θ がエピ射⇐⇒
F G

G G

θ

idGθ

idG

が pushout

⇐⇒各 a ∈ C に対して
Fa Ga

Ga Ga

θa

idGaθa

idGa

が pushout

⇐⇒各 a ∈ C に対して θa がエピ射．

特に，Ĉ の射がエピ射であるかどうかは，全ての成分が全射かどうかで決まる．
双対を考えれば，モノ射についても同様であることが分かる．

F : C → D を関手として T : J → C の余極限 〈colimT, µ〉が存在するとする．このと
き Fµ : FT ⇒ ∆(F (colimT ))は自然変換である．よって FT の余極限 〈colimFT, ν〉が
存在したとすれば，colimFT の普遍性により C の射 h : colimFT → F (colimT ) が存
在して (∆h) ◦ ν = Fµとなる．

Tj

colimFT F (colimT )

Tk

Tf

νj

νk

Fµj

Fµk

h

このとき普遍性から明らかに
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F が colimT と交換する⇐⇒ h : colimFT → F (colimT )が同型になる．

である．

参考文献
[1] Saunders Mac Lane, Categories for the Working Mathematician, Springer, 2nd ed.

1978版 (1998)
[2] G.M. Kelly, Basic Concepts of Enriched Category Theory, Cambridge University

Press, Lecture Notes in Mathematics 64 (1982), section 3.3,
http://tac.mta.ca/tac/reprints/articles/10/tr10abs.html

26

http://tac.mta.ca/tac/reprints/articles/10/tr10abs.html

	1 まずは特殊な場合
	1.1 余直積
	1.2 pushout
	1.3 coequalizer

	2 コンマ圏を使う
	2.1 pushout
	2.2 coequalizer
	2.3 余直積

	3 一般の余極限
	4 2変数関手と余極限
	5 表現可能関手

