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ここでは「laxバージョン」の米田の補題を証明する．
※ めんどくさくなったので一部書きかけです．

定理 1. Bを bicategory，P : Bop → Catを lax 2-functor，a ∈ Bを対象とするとき，随
伴関手 F ⊣ G : Pa → Funℓ(Bop,Cat)(y(a), P )が存在する．

証明. まず F を次により定義する．

• u ∈ Pa，s ∈ B に対して次のように定義する．
b f : s → aに対して F (u)s(f) := Pf(u)．
b β : f ⇒ g : s → aに対して F (u)s(β) := (Pβ)u．

a s⇐ β
f

g

u ∈ Pa Ps

Pf(u)

Pg(u)

⇐Pβ
Pf

Pg

(Pβ)u

これは関手 F (u)s : B(s, a) → Psを与える．
. . . ) P が lax 2-functorだから P : B(s, a) → Cat(Fa, Fs)は関手である．故
に P (γ ∗ β) = Pγ ∗ Pβ，P (id) = idとなるので F (u)s(γ ∗ β) = F (u)s(β) ◦
F (u)s(β)と F (u)s(id) = idが分かる．

• この F (u)s は lax natural transformation F (u) : y(a) ⇒ P : Bop → Cat を与
える．

. . . ) 1-morphism f : s → aと p : t → sに対して (F (u)p)f := (φpf )u と定義
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する．このとき F (u)p : Pp ◦ F (u)s ⇒ F (u)t ◦ (− • p)は自然変換である．
. . . ) β : f ⇒ g : s → aに対して，圏 Ptの図式

Pp(F (u)s(f)) F (u)t(f ◦ p)

Pp(F (u)s(g)) F (u)t(g ◦ p)

(F (u)p)f

P (u)t(β•p)Pp(F (u)s(β))

(F (u)p)g

が可換であることを示せばよい．そのためには定義より

Pp(Pf(u)) P (f ◦ p)(u)

Pp(Pg(u)) P (g ◦ p)(u)

(φpf )u

P (β•p)uPp((Pβ)u)

(φpg)u

の可換性，即ち
Pp ◦ Pf P (f ◦ p)

Pp ◦ Pg P (g ◦ p)

φpf

P (β•p)Pp•Pβ

φpg

の可換性を示せばよいが，これは φが自然変換だから成り立つ．

r
q−→ t

p−→ sに対して自然変換の等式

B(s, a) Ps

B(t, a) Pt

B(r, a) Pr

F (u)s

Pp=⇒F (u)p

−•p
F (u)t

Pq

=⇒F (u)q−•q

F (u)r

−•(p◦q) ⇐=
α−pq =

B(s, a) Ps

Pt

B(r, a) Pr

Pp

Pq

⇐=
φqpF (p◦q)

F (u)s

=⇒F (u)p◦q

−•(p◦q)

F (u)r

を示す．即ち g ∈ B(s, a)に対して，圏 Pr での等式

F (u)r(αgpq) ◦ (F (u)q)g◦p ◦ Pq((F (u)p)g) = (F (u)p◦q)g ◦ (φqp)F (u)s(g)
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を示す．定義より

F (u)r(αgpq) = (Pαgpq)u
(F (u)q)g◦p = (φq,g◦p)u

Pq((F (u)p)g) = Pq((φpg)u)
(F (u)p◦q)g = (φp◦q,g)u

(φqp)F (u)s(g) = (φqp)Pg(u)

であるが，P : Bop → Catが lax 2-functorだから

P (αgpq) ∗ φq,g◦p ∗ (Pq • φpg) = φp◦q,g ∗ (φqp • Pg)

となるので成り立つ．
最後に s ∈ B に対して次の自然変換の等式

B(s, a) Ps

B(s, a) Ps

F (u)s

idF a

=id

F (u)s

F (u)s

=−•ida

⇐
ψs =

B(s, a) Ps

B(s, a) Ps

idP a⇐
ψs

F (ida)

F (u)s

=⇒F (u)ida

−•ida

F (u)s

を示す．即ち f : s → a に対して F (u)s(ρ−1
f ) = (F (u)ida)f ◦ ψsF (u)s(f) を示

す．定義より

F (u)s(ρ−1
f ) = (Pρ−1

f )u
(F (u)ida

)f = (φida,f )u
ψsF (u)s(f) = ψsPf(u)

であるが，P が lax 2-functorだから P (ρf ) ∗ φid,f ∗ (ψs • Pf) = idとなり成
り立つ．

• Paの射 k : u → v と B の 1-morphism f : s → aに対して

(F (k)s)f := Pf(k) : F (u)s(f) = Pf(u) → Pf(v) = F (v)s(f)

と定める．これは f ∈ B(s, a)について自然である．
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. . . ) β : f ⇒ g に対して次が可換であることを示せばよい．

F (u)s(f) F (v)s(f)

F (u)s(g) F (v)s(g)

(F (k)s)f

F (v)s(β)F (u)s(β)

(F (k)s)g

これは定義より
Pf(u) Pf(v)

Pg(u) Pg(v)

Pf(k)

(Pβ)v(Pβ)u

Pg(k)

となるから，Pβ : Pf ⇒ Pg が自然変換であることより可換である．

よって F (k)s : F (u)s ⇒ F (v)s : B(s, a) → Psは自然変換である．
• この F (k)s は modification F (k) : F (u) ⇛ F (v)となる．

. . . ) p : t → sに対して自然変換の等式

B(s, a) Ps

B(t, a) Pt

F (u)s

Pp−•p F (u)t

=⇒F (u)p

F (v)t

⇒

F (k)t

=

B(s, a) Ps

B(t, a) Pt

F (v)s Pp−•p

F (v)t

=⇒F (v)p

F (u)s

⇒

F (k)s

を示せばよい．即ち f : s → aに対して，圏 Ptでの等式

(F (k)t)f◦p ◦ (F (u)p)f = (F (v)p)f ◦ Pp((F (k)s)f )

を示せばよい．定義より

(F (k)t)f◦p = P (f ◦ p)(k)
(F (u)p)f = (φpf )u
(F (v)p)f = (φpf )v

Pp((F (k)s)f ) = Pp(Pf(k))
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だから P (f ◦ p)(k) ◦ (φpf )u = (φpf )v ◦ (Pp(Pf(k)))を示せばよいが，これは
P が lax 2-functorだからよい．

• 以上により F は関手 F : Pa → Funℓ(Bop,Cat)(y(a), P )となる
. . . )

次に Gを次により定義する．

• lax natural transformation σ : y(a) ⇒ P に対して G(σ) := σa(ida)．
• modification Γ: σ ⇛ τ : y(a) ⇒ P に対して G(Γ) := (Γa)ida

．

この Gは明らかに関手 G : Funℓ(Bop,Cat)(y(a), P ) → Paとなる．
u ∈ Pa に対して GF (u) = F (u)a(ida) = P ida(u) である．そこで η := ψ : idPa ⇒

P (ida)と定める．即ち η : idPa ⇒ GF は自然変換である．
次に εを，s ∈ B，f : s → a，σ : y(a) ⇒ P に対して

((εσ)s)f :=
(
F (G(σ))s(f) = Pf(σa(ida)) (σf )ida−−−−−→ σs(id ◦ f) σs(λf )−−−−→ σs(f)

)
と定義する．これは f ∈ B(s, a)について自然である．

. . . ) β : f ⇒ g : s → aに対して，圏 Psの図式

Pf(σa(ida)) σs(id ◦ f) σs(f)

Pg(σa(ida)) σs(id ◦ g) σs(g)

(σf )ida σs(λf )

(Pβ)σa(ida) σs(id•β) σs(β)

(σg)ida σs(λg)

が可換であることを示せばよいが，これは σg と λg が g について自然だから明らか．

よって自然変換 (εσ)s : FG(σ)s ⇒ σs が得られる．これはmodification εσ : FG(σ) ⇛ σ

を与える．
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. . . ) p : t → sに対して自然変換の等式

B(s, a) Ps

B(t, a) Pt

(FG(σ))s

Pp−•p (FG(σ))t

=⇒(FG(σ))p

σt

⇒

(εσ)t

=

B(s, a) Ps

B(t, a) Pt

σs Pp−•p

σt

=⇒σp

(FG(σ))s

⇒

(εσ)s

を示せばよい．即ち f ∈ B(s, a)に対して，圏 Ptでの等式

((εσ)t)f◦p ◦ (FG(σ)p)f = (σp)f ◦ Pp(((εσ)s)f )

を示せばよい．定義より

((εσ)t)f◦p = σt(λf◦p) ◦ (σf◦p)ida

(FG(σ)p)f = ((P (σa(ida)))p)g = (φpf )σa(ida)

Pp(((εσ)s)f ) = Pp(σs(λf ) ◦ (σf )ida)

だから，圏 Ptでの等式

σt(λf◦p) ◦ (σf◦p)ida
◦ (φpf )σa(ida) = (σp)f ◦ Pp(σs(λf )) ◦ Pp((σf )ida

)

を示せばよい．まず σp : Pp ◦ σs ⇒ σt ◦ (− • p)が自然変換だから

Pp(σs(ida ◦ f)) σt((ida ◦ f) ◦ p)

Pp(σs(f)) σt(f ◦ p)

(σp)ida◦f

σt(λf •p)Pp(σs(λf ))

(σp)f

が可換である．次に σ : y(a) ⇒ F が lax natural transformation だから自然変換の
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等式

B(a, a) Pa

B(s, a) Ps

B(t, a) Pt

σa

Pf=⇒σf

−•f
σs

Pp

=⇒σp−•p

σt

−•(f◦p) ⇐=
α−fp =

B(a, a) Pa

Ps

B(t, a) Pt

Pf

Pp

⇐=
φpfF (f◦p)

σa

=⇒σf◦p

−•(f◦p)

σt

が成り立つ．よって ida ∈ B(a, a)を考えれば

Fp(Ff(σa(ida))) F (f ◦ p)(σa(ida))

σt(ida ◦ (f ◦ p))

Fp(σs(ida ◦ f)) σt((ida ◦ f) ◦ p)

(φpf )σa(ida)

(σf◦p)ida

σt(αida,f,p)

Fp((σf )ida )

(σp)ida◦f

が可換となる．これらを組み合わせて可換図式

Pp(Pf(σa(ida))) P (f ◦ p)(σa(ida))

σt(ida ◦ (f ◦ p))

Pp(σs(ida ◦ f)) σt((ida ◦ f) ◦ p)

σt(g ◦ p)Pf(σs(f))

(φpf )σa(ida)

(σf◦p)ida

σt(αida,f,p)
Fp((σf )ida )

(σp)ida◦f
σt(λf◦p)

σt(λf ◦p)
Pf(σs(λf ))

(σp)f

を得る．一番外側が今示したかった可換性である．

この εσ : FG(σ) ⇛ σ は σ について自然である．
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. . . ) Φ: σ ⇛ τ : y(a) ⇒ P をmodificationとする．次の可換図式を示せばよい．

FG(σ) σ

FG(τ) τ

εσ

ΦFG(Φ)

ετ

即ち s ∈ B，f : s → aに対して，圏 Psの図式

FG(σ)s(f) σs(f)

FG(τ)s(f) τs(f)

((εσ)s)f

(Φs)f(FG(Φ)s)f

((ετ )s)f

が可換であることを示せばよい．定義より

((εσ)s)f = σs(λf ) ◦ (σf )ida

((ετ )s)f = τs(λf ) ◦ (τf )ida

(FG(Φ)s)f = (F ((Φa)ida
)s)f = Pf((Φa)ida

)

だから
Pf(σa(ida)) σs(ida ◦ f) σs(f)

Pf(τa(ida)) σs(ida ◦ f) τs(f)

(σg)ida σs(λf )

Pf((Φa)ida ) (Φs)ida◦f (Φs)f

(τf )ida τs(λf )

が可換であることを示せばよい．左の四角は Φ: σ ⇛ τ が modificationだから

B(a, a) Pa

B(s, a) Ps

σa

Pf−•f σs

=⇒σf

τs

⇒

Φs

=

B(a, a) Pa

B(s, a) Ps

τa Pf−•f

τs

=⇒τf

σa

⇒

Φa

となり成り立つ．右の四角は Φs : σs ⇒ τs が自然変換だから成り立つ．
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よって ε : FG ⇒ idは自然変換である．
この η, εにより F ⊣ Gとなることを示せばよい．即ち

X X

Pa Pa

ε=⇒ η

=⇒

id

G F

G

id

=
X X

Pa Pa

idG=⇒

id

G

G

id

X X

Pa Pa

=⇒

η =⇒ε

id

F

G F

id

=
X X

Pa Pa

=⇒ idF

id

F

F

id

を示せばよい．(ここで X := Funℓ(Bop,Cat)(y(a), P )と書いた．)
まず 1 つ目の等式については，σ ∈ X に対して Gεσ ◦ ηG(σ) = idG(σ) を示せばよい．
定義より

Gεσ = ((εσ)a)ida
, ηG(σ) = ψG(σ) = ψσa(ida)

だから Gεσ ◦ ηG(σ) は合成

σa(ida)
ψσa(ida)−−−−−→ P ida(σa(ida)) (σida )ida−−−−−−→ σa(ida ◦ ida) σa(λida )−−−−−→ σa(ida)

と一致する．
2つ目の等式については u ∈ Paに対して εF (u) ◦ F (ηu) = idF (u) を示せばよい．定義
より f : s → aに対して

((εF (u))s)f =
(
Pf(F (u)a(ida)) (F (u)f )ida−−−−−−−→ F (u)s(ida ◦ f) F (u)s(λf )−−−−−−→ F (u)s(f)

)
=

(
Pf(P ida(u))

(φidaf )u−−−−−→ P (ida ◦ f)(u) (Pλf )u−−−−−→ Pf(u)
)

(F (ηu)s)f = Pf(ψu)

だから ((εF (u) ◦ F (ηu))s)f は

Pf(u) Pf(ψu)−−−−−→ Pf(P ida(u))
(φidaf )u−−−−−→ P (ida ◦ f)(u) (Pλf )u−−−−−→ Pf(u)

と一致する．
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