
高次元圏入門

alg-d



前回の
関⻄すうがく徒の

つどい!!
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前回の関⻄すうがく徒のつどい!!

• 圏論とは圏の圏Catの論だと思える。
• Catを公理化したものを strict 2-categoryという。
• strict 2-categoryでも圏論と同じことが大体出来る

(formal category theory)
• formal category theoryの方が抽象化されているので簡
単 [要出典]

• 要するに #圏論は具体的なのでクソ
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今回の関⻄すうがく徒のつどい

• 通常の圏は 1-categoryとも呼ばれ，次元は 1と考えら
れている．
• この意味で高次元 (2次元以上)の圏のふわっとした説
明をします．
• (この講演に限らず)どんどん実況をしましょう．
タグ: #kansaimath303
   #alg_d #圏論は具体的なのでクソ
• この講演はスライドの撮影、Twitter投稿はOK(人が写
らないようにしてください)．
• NGワード: 何の役に立つの?
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参考文献

壱大整域, http://alg-d.com/math/kan_extension/

2次元のことは結構書いてある．
証明がしっかりしていると好評
印刷して身体に貼ると防御力が上がるらしい
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参考文献

Nick Gurski『Coherence in Three-Dimensional Category
Theory』Cambridge University Press (2013)

タイトルの通り 3次元の場合につ
いて書いてある．
HTTに潰されそうになったとき助
けてくれるかも

5



参考文献

nLab, https://ncatlab.org/nlab/show/HomePage

お馴染みのやつ
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復習

【定義】 (圏)
圏Aは以下からなる:

1. Ob(A): 対象の集まり  (以下 a, b, c, d ∈ Ob(A))
2. A(a, b): 集合  (HomA(a, b)を単にA(a, b)と書く)
3. Cabc : A(b, c)× A(a, b)→ A(a, c): 写像
4. Ia : 1 = {∗} → A(a, a): 写像  (ida := Ia(∗)と書く)
5. (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)

id ◦f = f，f ◦ id = f
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復習

最後の 3等式は次の図式の可換性で表せる．

A(c, d)× A(b, c)× A(a, b)

A(b, d)× A(a, b) A(c, d)× A(a, c)

A(a, d)

=

Cbcd×id

Cabd

id ×Cabc

Cacd

⟨h, g, f⟩

⟨h ◦ g, f⟩

(h ◦ g) ◦ f

⟨h, g ◦ f⟩

h ◦ (g ◦ f)

1× A(a, b) A(a, b)

A(b, b)× A(a, b)

=

∼=

Ib×id Cabb

⟨∗, f⟩ f

⟨idb, f⟩

idb ◦f
A(a, b)× 1 A(a, b)

A(a, b)× A(a, a)

=

∼=

id ×Ia
Caab

8



復習

【定義】 (圏)
圏Aは以下からなる:

1. Ob(A): 対象の集まり  (以下 a, b, c, d ∈ Ob(A))
2. A(a, b): 集合
3. Cabc : A(b, c)× A(a, b)→ A(a, c): 写像
4. Ia : 1→ A(a, a): 写像
5. 次が可換

A(c, d)× A(b, c)× A(a, b)

A(b, d)× A(a, b) A(c, d)× A(a, c)

A(a, d)

=
Cbcd×id

Cabd

id ×Cabc

Cacd

1× A(a, b) A(a, b)

A(b, b)× A(a, b)
=

∼=

Ib×id Cabb

A(a, b)× 1 A(a, b)

A(a, b)× A(a, a)

=

∼=

id ×Ia
Caab
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復習

【定義】 (V -豊穣圏)
V -豊穣圏Aは以下からなる:  (V : 良い圏)

1. Ob(A): 対象の集まり  (以下 a, b, c, d ∈ Ob(A))
2. A(a, b): 集合∈ V
3. Cabc : A(b, c)×⊗A(a, b)→ A(a, c): 写像 V の射
4. Ia : 1I → A(a, a): 写像 V の射
5. 次が可換

A(c, d)⊗A(b, c)⊗A(a, b)

A(b, d)⊗A(a, b) A(c, d)⊗A(a, c)

A(a, d)

=
Cbcd⊗id

Cabd

id ⊗Cbcd

Cacd

I ⊗A(a, b) A(a, b)

A(b, b)⊗A(a, b)
=

∼=

Ib⊗id Cabb

A(a, b)⊗ I A(a, b)

A(a, b)⊗A(a, a)

=

∼=

id ⊗Ia
Caab
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復習

【定義】 (同型)
a ∼= b

⇐⇒ある f : a→ b，g : b→ aが存在して g ◦ f = idaかつ
f ◦ g = idb．

【定義】 (圏同値)
関手 F : A→ Bが圏同値とは
1. 任意の b ∈ Bに対してある a ∈ Aが存在して同型
Fa ∼= bが成り立つ．

2. 各 a, b ∈ Aについて F : A(a, b)→ B(Fa, Fb)が全単射
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復習

【例】 (基本亜群Π1(X))
位相空間Xに対して以下のように定めると圏になる．
これを基本亜群 (fundamental groupoid)という．

• 対象: 点 a ∈ X
• 射 a→ b: aから bへの道 (即ち，連続写像
f : [0, 1]→ Xで f(0) = a，f(1) = bとなるもの)
ただしホモトピー同値な道は同じ射と見なす
• f : a→ b，g : b→ cに対して合成 g ◦ f : a→ cを

g ◦ f(t) :=

 f(2t) (0 ≤ t ≤ 1/2)
g(2t− 1) (1/2 < t ≤ 1)
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復習

【例】 (基本亜群Π1(X))

• 道としては (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)とはならない．
• ただし (h ◦ g) ◦ f ∼ h ◦ (g ◦ f) (ホモトピー同値)なので
圏Π1(X)の射としては (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)．

【定義】 (亜群 (groupoid))
亜群とは，全ての射が同型射となる圏のことをいう．

【定理】
任意の亜群Cに対して，ある位相空間Xが存在して
Π1(X) ∼= C (圏同値)となる．
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復習

要するに圏とは……こういう ↓感じ

a

b
c

u

v

w

f
g

h
j

k
s

t

このように，対象を点 (0次元)，射を線 (1次元)として高々
1次元で描き表すことができる．
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復習

ところが，圏の圏Catでは射 (関手)の間の射として自然変
換が登場する．

C D

F

G

⇐
= θ

自然変換 θは，線 (関手 F )と線 (関手G)を結ぶ「面」と思
うことができる．
=⇒ Catは「2次元」の圏
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2次元



2次元

「2次元の圏」とは，射と射の間にも射がある
=⇒ Homが圏になっている．
そこで……
【定義】 (strict 2-category)
strict 2-category とはCat-豊穣圏のことである．

つまり条件を書き下すと……
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2次元

【定義】 (strict 2-category)
strict 2-category Cは以下からなる:

1. Ob(C): 対象の集まり  (以下 a, b, c, d ∈ Ob(C))
2. C(a, b): 圏
3. Cabc : C(b, c)× C(a, b)→ C(a, c): 関手
4. Ia : 1→ C(a, a): 関手  (1 = {∗}: 一点圏)

(続く)
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2次元

【定義】 (strict 2-category)

5. 次が可換
C(c, d)× C(b, c)× C(a, b)

C(b, d)× C(a, b) C(c, d)× C(a, c)

C(a, d)

=
Cbcd×id

Cabd

id ×Cabc

Cacd

1× C(a, b) C(a, b)

C(b, b)× C(a, b)

=

∼=

Ib×id Cabb

C(a, b)× 1 C(a, b)

C(a, b)× C(a, a)

=

∼=

id ×Ia
Caab
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2次元

Cが strict 2-categoryのとき
• Ob(C)の元を対象 (もしくは 0-morphism)という．
• a, b ∈ Ob(C)のとき，C(a, b)の n-morphismを

(n+ 1)-morphismという．
つまり a, b ∈ Cを対象としたとき

f

g

h

θ

σ

τ

C(a, b)

a b

f

g

h

=⇒

θ

=⇒

σ

=====⇒

τ
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2次元

σ ◦ θ = τ であることを

a b

f

g

h

=⇒

θ

=⇒

σ

= a b

f

h

=====⇒
τ

と表す．
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2次元

【例】 (Cat)
以下のようにすると strict 2-categoryになる:
• 対象: 圏
• 1-morphism: 関手
• 2-morphism: 自然変換

【例】 (locally discrete 2-category)
圏Cに対して以下のようにすると strict 2-categoryに
なる．
• 対象: 圏Cと同じ
• 集合C(a, b)を離散圏とみなして圏にする．

21



2次元

【例】 (fundamental 2-groupoid Π2(X))
位相空間Xに対して以下のように定めると
strict 2-categoryでない:
• 対象: 点 a ∈ X
• 1-morphism a→ b: a ∈ Xから b ∈ Xへの道
• 2-morphism f ⇒ g: ホモトピー

(ホモトピー同値な 2-morphismは同じと見なす)
• f : a→ b，g : b→ cに対して合成 g ◦ f : a→ cを

g ◦ f(t) :=

 f(2t) (0 ≤ t ≤ 1/2)
g(2t− 1) (1/2 < t ≤ 1)
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2次元

【例】 (fundamental 2-groupoid Π2(X))

• ida : a→ aは定値写像とする．
• すると勿論

(h ◦ g) ◦ f ∼ h ◦ (g ◦ f), id ◦f ∼ f, f ◦ id ∼ f

だが

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f), id ◦f = f, f ◦ id = f

ではない．
=⇒つまり strict 2-categoryではない．
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2次元

【例】 (Mod)
以下のように定めると strict 2-categoryでない:
• 対象: 環
• 1-morphism R→ S: 左 S右R加群
• 2-morphism: 準同型写像
• M : R→ S，N : S → T に対して合成N ◦M : R→ S

をN ◦M := N ⊗S M で定義する．
• idR : R→ RはRを両側R加群とみなした物とする．
• 皆さんご存知の通り (L⊗T N)⊗SM ∼= L⊗T (N ⊗SM)
M ⊗R R ∼= M，S ⊗S M ∼= M

=⇒つまり strict 2-categoryではない．
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2次元

【例】 (Span(C))
pullbackを持つ圏Cに対して以下のように定めると strict
2-categoryでない:
• 対象: Cと同じ
• 1-morphism a→ b: Cでの図式 a← f → b

• a← f → bから a← g → bへの 2-morphismとは次を
可換とするCの射 γのこと

a b

f

g

γ
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2次元

【例】 (Span(C))

• f : a→ b，g : b→ cに対して合成 g ◦ f : a→ cを
g ◦ f

f g

a b c

p.b.

で定義する．
• ida : a→ aは a

ida←− a
ida−→ aのこととする．
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2次元

【例】 (Span(C))

• pullbackの普遍性により次の同型が得られる
(h ◦ g) ◦ f h ◦ (g ◦ f)

g ◦ f h ◦ g

f g h

a b c d

∼=

• つまり (h ◦ g) ◦ f ∼= h ◦ (g ◦ f)である．
=⇒ strict 2-categoryではない．
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2次元

【例】 (Prof)
以下のように定めると strict 2-categoryでない:
• 対象: 小圏 (D̂ := SetDop)
• 1-morphism C → D: 関手 F : C → D̂のこと
• 2-morphism F ⇒ G: 自然変換
• F : A→ B，G : B → Cに対して合成GF : A→ Cを

A B

B̂ Ĉ
F

G
y

y†G

GF := y†G ◦ F で定義する．
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2次元

f, g : a→ bとするとき
• 通常の圏では「f = gかどうか」しかなかった．
• なので結合律も (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)になる．
• 2-categoryでは「f = gかどうか」だけでなく
「f ∼= gかどうか」も考えられる．
• なので通常の結合律だけでなく，弱い結合律

(h ◦ g) ◦ f ∼= h ◦ (g ◦ f)を考えられる．
• 単位元についても同様で弱い単位元 id ◦f ∼= f，
f ◦ id ∼= f を考えられる．
• strict 2-categoryの条件を「弱い結合律」「弱い単位元」
に弱めたのが bicategory．
• さっきの例は全て bicategoryになっている．
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2次元

【定義】 (bicategory)
bicategory Bは以下からなる:
※ bicategoryをweak 2-categoryと呼ぶ場合もある．

1. Ob(B): 対象の集まり  (以下 a, b, c, d, e ∈ Ob(B))
2. B(a, b): 圏
3. Cabc : B(b, c)× B(a, b)→ B(a, c): 関手
4. Ia : 1→ B(a, a): 関手

(続く)
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2次元

【定義】 (bicategory)

5. αabcd, λab, ρab: 自然同型
B(c, d)× B(b, c)× B(a, b)

B(b, d)× B(a, b) B(c, d)× B(a, c)

B(a, d)

=⇒
αabcd

∼

Cbcd×id

Cabd

id ×Cabc

Cacd

1× B(a, b) B(a, b)

B(b, b)× B(a, b)

λab

=⇒ ∼

∼=

Ib×id Cabb

B(a, b)× 1 B(a, b)

B(a, b)× B(a, a)

ρab

=⇒ ∼

∼=

id ×Ia
Caab

(続く)
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2次元

B(c, d)× B(b, c)× B(a, b)

B(b, d)× B(a, b) B(c, d)× B(a, c)

B(a, d)

=⇒
αabcd

∼

Cbcd×id

Cabd

id ×Cabc

Cacd

⟨h, g, f⟩

⟨h ◦ g, f⟩

(h ◦ g) ◦ f

⟨h, g ◦ f⟩

h ◦ (g ◦ f)∼
αhgf 添え字はしばしば

省略します

1× B(a, b) B(a, b)

B(b, b)× B(a, b)

λab

=⇒ ∼

∼=

Ib×id Cabb

⟨∗, f⟩ f

⟨idb, f⟩

idb ◦f

∼ λf B(a, b)× 1 B(a, b)

B(a, b)× B(a, a)

ρab

=⇒ ∼

∼=

id ×Ia
Caab
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2次元

【定義】 (bicategory)

6. 次の等式が成り立つ (説明は後程)
Bedcba

Becba Bedca

Bedba

Beba Beda

Bea

Ccde×id × id

Cbce×id

id ×Cbcd×id

id × id ×Cabc

id ×Cacd

=⇒αbcde×id =⇒id ×αabcd

Cbde×id

Cabe

id ×Cabd

Cade

=⇒α
abde

=

Bedcba

Becba Bedca

Bace

Beba Beda

Bea

Ccde×id × id

id ×Cabc

id × id ×Cabc

Ccde×id
=

Cbce×id

Cabe

Cace

id ×Cacd

Cade

=⇒α
abce

=⇒α
acde

但し Bcba := B(b, c)× B(a, b)などの略記を行った
(続く)
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2次元

【定義】 (bicategory)

7. 次の等式が成り立つ (説明は後程)

Bcba

Bcbba

Bcba Bcba

Bca

Cbbc×id

Cabc

id ×Cabb

Cabc

=⇒α
abbc

id idid ×Ib×id

=⇒
(ρbc)−1×id

=⇒id ×λab

=

Bcba

Bcba Bcba

Bca
Cabc Cabc

id id

=
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2次元

Q. 条件 6と 7は何?

【問題】a f−→ b
g−→ c

h−→ d
k−→ eのとき

((k ◦ h) ◦ g) ◦ f ∼= k ◦ (h ◦ (g ◦ f))か?

=⇒もちろんそう．というのも
((k ◦h)◦ g)◦f αk◦h,g,f−−−−→ (k ◦h)◦ (g ◦f) αk,h,g◦f−−−−→ k ◦ (h◦ (g ◦f))

を考えればよい．ところが実は
((k ◦ h) ◦ g) ◦ f αkhg×id−−−−→ (k ◦ (h ◦ g)) ◦ f

αk,h◦g,f−−−−→ k ◦ ((h ◦ g) ◦ f)
id ×αhgf−−−−−→ k ◦ (h ◦ (g ◦ f))

を考えることもできる．
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2次元

つまり，同型 ((k ◦ h) ◦ g) ◦ f ∼= k ◦ (h ◦ (g ◦ f))は (少なくと
も) 2つある．
=⇒こういうのは一致してほしい．
こういう状況は他にも起きる．
• 例えばもっと数が増えた場合．

(((j ◦ k) ◦ h) ◦ g) ◦ f ∼= j ◦ ((k ◦ h) ◦ (g ◦ f))など
• λや ρが絡むパターンもある．例えば

(g ◦ id) ◦ f ∼= g ◦ f は次の 2通りで書ける．
(g ◦ id) ◦ f ρg×id−−−→ g ◦ f

(g ◦ id) ◦ f αg,id,f−−−→ g ◦ (id ◦f) id ×λf−−−→ g ◦ f
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2次元

そこで bicategoryには次の条件を仮定したい．
【coherence条件】
σ, τ を α, λ, ρを合成して作られた 2-morphismとするとき，
dom(σ) = dom(τ)，cod(σ) = cod(τ)ならば σ = τ である．

実は
【定理】
条件 6と 7を仮定すると coherence条件は証明可能．
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2次元

【例】
以下は bicategoryである:

• Π2(X)
• Mod
• Prof
• Span(C)
• strict 2-categoryは bicategoryであって αabcd, λab, ρabが
全て idの場合である．
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2次元

【定理】 (coherence定理)
任意の bicategoryはある strict 2-categoryと biequivalence
である．
※注: 先程の coherence条件はこの定理から容易に出てく
る．alg-d.com参照．

[以下，この定理の説明]
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2次元 (coherence定理)

【定義】 (pseudofunctor)
pseudofunctor F : B → Cとは  (B, C: bicategory)

1. a ∈ Ob(B)に対して Fa ∈ Ob(C)
2. F ab : B(a, b)→ C(Fa, Fb): 関手
3. φabc: 自然同型

B(b, c)× B(a, b)

C(Fb, Fc)× C(Fa, Fb) B(a, c)

C(Fa, Fc)

F bc×Fab

CF a,F b,F c

=⇒
φabc

∼
Cabc

Fac

⟨g, f⟩

⟨Fg, Ff⟩

Fg ◦ Ff

g ◦ f

F (g ◦ f)∼
φgf(続く)
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2次元 (coherence定理)

【定義】 (pseudofunctor)

4. ψa : idFa ⇒ F aa(ida): 同型な 2-morphism (in C)
5. 次が可換

(Fh ◦ Fg) ◦ Ff F (h ◦ g) ◦ Ff F ((h ◦ g) ◦ f)

Fh ◦ (Fg ◦ Ff) Fh ◦ F (g ◦ f) F (h ◦ (g ◦ f))

φhg•Ff φh◦g,f

F (αhgf )αF h,F g,F f

Fh•φgf
φh,g◦f

idFb ◦Ff Ff

F (idb) ◦ Ff F (idb ◦f)

λF f

F (λf )ψb•Ff

φabb
idb,f

Ff ◦ idFa Ff

Ff ◦ F (ida) F (f ◦ ida)

ρF f

F (ρf )Ff•ψa

φaab
f,ida
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2次元 (coherence定理)

【定義】 (strict 2-functor)
全ての φabc, ψaが idな pseudofunctorを strict 2-functorと
いう．
(つまり F (g ◦ f) = Fg ◦ Ff，F (id) = idとなる F )

※注: [Gurski]では pseudofunctorを単に functorと呼んで
いる
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2次元 (coherence定理)

【定義】 (同値 in bicategory)
a, b ∈ Bが同値 (ここでは a ∼ bで表す)
⇐⇒ 1-morphsim f : a→ b，g : b→ aと同型な
2-morpshim g ◦ f ⇒ ida，f ◦ g ⇒ idbが存在

【定義】 (biequivalence)
pseudofunctor F : B → Cが biequivalenceとは

1. 任意の c ∈ Cに対してある b ∈ Bが存在して Fb ∼ c

2. 各 a, b ∈ Bについて F : B(a, b)→ C(Fa, Fb)が圏同値
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2次元 (coherence定理)

bicategoryでも米田埋込 y : B → B̂を定義できる．(やり方
は通常の圏の場合と同じ)

Homが圏だから B̂ = CatBop となる．
ここで CBは pseudofunctor B → Cを対象とする bicategory

• 1-morphism: pseudonatural transformationという．
• 2-morphism: modificationという．
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2次元 (coherence定理)

【定義】 (pseudonatural transformation)
pseudonatural transformation σ : F ⇒ Gとは
(F,G : B → C: pseudofunctor)

1. σa : Fa→ Ga: 1-morphism in C
2. σab: 自然同型

B(a, b)

C(Ga,Gb) C(Fa, Fb)

C(Fa,Gb)

Gab

−•σa

=⇒
σab

∼
Fab

σb•−

(続く)
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2次元 (coherence定理)

【定義】 (pseudonatural transformation)

3. 次は可換
(Gg ◦Gf) ◦ σa Gg ◦ (Gf ◦ σa) Gg ◦ (σb ◦ Ff) (Gg ◦ σb) ◦ Ff

(σc ◦ Fg) ◦ Ff

σc ◦ (Fg ◦ Ff)

σc ◦ F (g ◦ f)G(g ◦ f) ◦ σa

α

∼
Gg•σf α−1

∼

σg•Ff

α

∼

σc•φgf

φgf •σa

σg◦f

(続く)
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2次元 (coherence定理)

【定義】 (pseudonatural transformation)

4. 次の等式が成り立つ

Fa Ga

Fa Ga

σa

idGa

=⇒λσa
idF a

σa

σa =⇒ρ−1
σa

F (ida)

⇐
ψa =

Fa Ga

Fa Ga

idGa⇐
ψa

G(ida)

σa

=⇒σida

F (ida)

σa
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2次元 (coherence定理)

【定義】 (modification)
modification Γ: σ ⇛ τ とは
(σ, τ : F ⇒ G : B → C: pseudonatural transformation)

1. Γa : σa ⇒ τa: 2-morphism in C
2. 次の等式が成り立つ

Fa Ga

Fb Gb

σa

GfFf σb

=⇒σab
f

τb
⇒

Γb

=
Fa Ga

Fb Gb

τa GfFf

τb

=⇒τab
f

σa

⇒

Γa
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2次元 (coherence定理)

【定理】
B, Cを bicategoryとするとき，

• 対象: pseudofunctor B → C
• 1-morphism: pseudonatural transformation
• 2-morphism: modification

とすると bicategoryになる (これを CBと書く．)

【定理】
Cが strict 2-categoryなら CBも strict 2-category．
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2次元 (coherence定理)

【定理】
B̂ := CatBop は strict 2-category．

よって米田埋込 y : B → B̂により任意の bicategoryは strict
2-categoryに埋め込める．
Cを yの「像」とすれば y : B → Cは biequivalenceの条件 1
を満たす．
条件 2は？ =⇒ 米田の補題
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2次元 (coherence定理)

【定理】 (bicategoryの米田の補題)

P : Bop → Catに対して，B̂における同値 B̂(y(−), P ) ∼= P

が存在する．

B̂における同値 B̂(y(−), P ) ∼= P とは？
つまり以下が存在するということ

• θ : B̂(y(−), F )⇒ F : pseudonatural transformation
• ω : F ⇒ B̂(y(−), F ): pseudonatural transformation
• Σ: ω ◦ θ ⇛ id: 同型なmodification
• ∆: id ⇛ θ ◦ ω: 同型なmodification
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2次元 (coherence定理)

modification Σ: ω ◦ θ ⇛ id ?

つまり対象 a ∈ Bに対してΣaは 2-morphism (in Cat)
Σa : ωa ◦ θa ⇒ id : B̂(y(a), F )→ B̂(y(a), F ): 自然変換
よって対象 σ ∈ B̂(y(a), F )に対して (Σa)σは 1-morphism
(in B̂(y(a), F ))
(Σa)σ : ωa ◦ θa(σ) ⇛ σ : y(a)⇒ F : modification

よって対象 s ∈ Bに対して ((Σa)σ)sは 2-morphism (in Cat)
((Σa)σ)s : ωa(σa(ida))s ⇒ σs : B(s, a)→ Fs: 自然変換
よって対象 g ∈ B(s, a)に対して (((Σa)σ)s)gは 1-morphism
(in Fs)
(((Σa)σ)s)g : ωa(σa(ida))s(g)→ σs(g): Fsの射
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2次元 (coherence定理)

という感じで米田は簡単に証明できます．
(alg-d.comでは yの定義〜米田の補題証明まで 38ページ)

米田より B̂(y(a), P ) ∼= Pa (圏同値)で，P := y(b)を考える
ことで y : B(a, b)→ B̂(y(a), y(b))が圏同値と分かる．
【定理】 (coherence定理)
任意の bicategory Bはある strict 2-categoryと
biequivalenceである．

証明.

y : B → B̂の「像」を Cとすると y : B → Cは明らかに
biequivalenceで Cは strict 2-categoryである．
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以上で 2-categoryのことは完全に理解した皆さん．
=⇒次は当然 3-categoryをやりたいですよね?
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3次元



3次元

【定義】 (strict 3-category)
strict 3-category とは 2Cat-豊穣圏のことである．
(2Cat: strict 2-categoryと strict 2-functorがなす圏)

【定義】 (tricategory)
tricategory T は以下からなる:

1. Ob(T ): 対象の集まり  (以下 a, b, c, d, e ∈ Ob(T ))
2. T (a, b): bicategory
3. Cabc : T (b, c)× T (a, b)→ T (a, c): pseudofunctor
4. Ia : 1→ T (a, a): pseudofunctor

(続く)
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3次元

【定義】 (tricategory)

5. αabcd, λab, ρab: adjoint equivalence
T (c, d)× T (b, c)× T (a, b)

T (b, d)× T (a, b) T (c, d)× T (a, c)

T (a, d)

=⇒
αabcd

Cbcd×id

Cabd

id ×Cabc

Cacd

1× T (a, b) T (a, b)

T (b, b)× T (a, b)

=⇒λab

∼=

Ib×id Cabb

T (a, b)× 1 T (a, b)

T (a, b)× T (a, a)

=⇒ρab

∼=

id ×Ia
Caab

(続く)
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3次元

【定義】 (tricategory)

6. Aabcde: 同型なmodification

T edcba

T ecba T edca

T edba

T eba T eda

T ea

Ccde×id × id

Cbce×id

id ×Cbcd×id

id × id ×Cabc

id ×Cacd

=⇒αbcde×id =⇒id ×αabcd

Cbde×id

Cabe

id ×Cabd

Cade

=⇒α
abde

≡⇛∼
Aabcde

T edcba

T ecba T edca

T ace

T eba T eda

T ea

Ccde×id × id

id ×Cabc

id × id ×Cabc

Ccde×id
=

Cbce×id

Cabe

Cace

id ×Cacd

Cade

=⇒α
abce

=⇒α
acde

(続く)
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3次元

【定義】 (tricategory)

7. Babcde: 同型なmodification

T cba

T cbba

T cba T cba

T ca

Cbbc×id

Cabc

id ×Cabb

Cabc

=⇒α
abbc

id idid ×Ib×id

=⇒
(ρbc)∗×id

=⇒
id ×λab

≡⇛∼
Babc

T cba

T cba T cba

T ca
Cabc Cabc

id id

=

(続く)
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3次元

【定義】 (tricategory)

8. Labcde: 同型なmodification

T cba

T ccba T ca

T cba

T ca

Cbcc×id

Cabc

Ic×id Cabc

id

id

=⇒λ
ac

=

≡⇛∼
Labc

T cba

T ccba T ca

T cba T cca

T ca

=
Cbcc×id

Cabc

id ×Cabc

Cacc

=⇒
αabcc

Ic×id Cabc

Ic

id

=⇒λ
ac

(続く)
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3次元

【定義】 (tricategory)

9. Rabcde: 同型なmodification

T cba

T ca T cbaa

T cba

T ca

id ×Caac

Cabc

Cabc id ×Ia

id

id

=⇒
ρac

=

≡⇛∼
Rabc

T cba

T ca T cbaa

T caa T cba

T ca

=
Cabc×id

Caac

id ×Caac

Cabc

=⇒
αaabc

Cabc

Ia

id ×Ia

id

=⇒
ρac

(続く)

63



3次元

【定義】 (tricategory)

10. 以下の等式を満たす:

(((kj)h)g)f

((k(jh))g)f

(k((jh)g))f
(k(j(hg)))f

k((j(hg))f)

k(j((hg)f))

k(j(h(gf)))
(kj)(h(gf))((kj)h)(gf)

k(((jh)g)f)

(k(jh))(gf) k((jh)(gf))

⇐ ∼
⇐ A

⇐ ∼

⇐ A

⇐ A
=

(((kj)h)g)f

((k(jh))g)f

(k((jh)g))f
(k(j(hg)))f

k((j(hg))f)

k(j((hg)f))

k(j(h(gf)))
(kj)(h(gf))((kj)h)(gf)

((kj)(hg))f
(kj)((hg)f)

⇐ A

⇐ A

⇐ A

⇐ ∼

(hg)f

((hI)g)f

(h(Ig))f

(hg)f

h(gf) h(gf)

(hI)(gf)

h((Ig)f)

h(I(gf))

⇐ ∼

⇐ ∼

⇐B

⇐A

⇐L
=

(hg)f

((hI)g)f

(h(Ig))f

(hg)f

h(gf) h(gf)

⇐ ∼
⇐B

(hg)f

h(gf)

h((gI)f)

h(g(If))

h(gf)

(hg)f
((hg)I)f

(h(gI))f

(hg)(If) ⇐ ∼

⇐ ∼

⇐B

⇐A

⇐R
=

(hg)f

h(gf)

h((gI)f)

h(g(If))

h(gf)

(hg)f
⇐ ∼

⇐B
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3次元

【例】 (strict 3-category)
strict 3-categoryは tricategoryであって αなどが全て idの
場合である．

【例】 (Bicat)
以下のようにすると tricategoryになる:

• 対象: bicategory
• 1-morphism: pseudofunctor
• 2-morphism: pseudonatural transformation
• 3-morphism: modification
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3次元

【例】 (fundamental 3-groupoid Π3(X))

• 対象: x ∈ X
• 1-morphism: 道
• 2-morphism: ホモトピー
• 3-morphism: ホモトピーのホモトピー (ホモトピー同値
で同一視)
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3次元

Q. 任意の tricategoryはある strict 3-categoryと
triequivalenceですか？
A. No.

実際，Π3(S2)は strict 3-categoryと triequivalenceでないら
しい．つまり，位相空間を fundamental 3-groupoidで分類
しようとしたら strictだけではダメで tricategoryが必要に
なる．
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3次元 (coherence定理)

【定理】 (coherence定理)
任意の tricategoryはあるGray-categoryと triequivalence
である．

[以下，この定理の説明]

【定義】 (いい感じに想像してください)

1. trifunctor
2. tritransformation
3. trimodification
4. perturbation: trimodificationの間の射
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3次元 (coherence定理)

【定義】 (internal biequivalence)
T : tricategory
T の 1-morphism f : a→ bが internal biequivalence
⇐⇒ある g : b→ aが存在して
g ◦ f ∼ ida in T (a, a) かつ f ◦ g ∼ idb in T (b, b)

【定義】 (triequivalence)
trifunctor F : T → Sが triequivalenceとは
1. 任意の s ∈ Sに対してある t ∈ T と

internal biequivalence Ft→ sが存在する．
2. 各 a, b ∈ Bについて F : T (a, b)→ S(Fa, Fb)が

biequivalence
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3次元 (coherence定理)

テンソル積N ⊗RM とは
BilinR(N,M ;−) ∼= HomAb(N ⊗RM,−)となるアーベル群

∼ =

Hom(N,Hom(M,−)) (正確にはHomModR
(N,HomAb(M,−)))

BilinR(N,M ;X): 双線型写像N ×M → X全体
【定義】 (Grayテンソル積)
C,D: strict 2-category
Grayテンソル積 C ⊗ Dとは
Cub(C,D;−) ∼= Hom(C ⊗ D,−)となる strict 2-category

∼ =

Hom(C,Hom(D,−))
Cub(C,D;X ): cubical pseudofunctor C × D → X 全体
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3次元 (coherence定理)

【定義】 (cubical functor)
Ci,D: strict 2-category
F : C1 × · · · × Cn → D: pseudofunctor
F が cubicalとは，1-morphism fi, gi ∈ Ciが
• cod(fi) = dom(gi)である (つまり gi ◦ fiを考えられる)
• i < jならば fjか giのどちらかは idである
を満たすならば，pseudofunctorが与える 2-morphism

φ : F (g1, · · · , gn) ◦ F (f1, · · · , fn)⇒ F (g1 ◦ f1, · · · , gn ◦ fn)

が idとなることである．
(n = 1のときは cubicalとは strictと同じである)
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3次元 (coherence定理)

【定義】 (Gray)
strict 2-categoryと strict 2-functorがなす圏 2CatはGray
テンソル積によりモノイダル圏となる．これをGrayと
書く．

【定義】 (Gray-category)
Gray-categoryとはGray-豊穣圏のことである．

つまり……
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3次元 (coherence定理)

【定義】 (Gray-category)
Gray-category Cは以下からなる:

1. Ob(C): 対象の集まり  (以下 a, b, c, d ∈ Ob(C))
2. C(a, b): strict 2-category
3. Cabc : C(b, c)⊗ C(a, b)→ C(a, c): strict 2-functor
4. Ia : 1→ C(a, a): strict 2-functor
5. 次が可換

C(c, d)⊗ C(b, c)⊗ C(a, b)

C(b, d)⊗ C(a, b) C(c, d)⊗ C(a, c)

C(a, d)

=
Cbcd⊗id

Cabd

id ⊗Cabc

Cacd

1⊗ C(a, b) C(a, b)

C(b, b)⊗ C(a, b)
=

∼=

Ib⊗id Cabb

C(a, b)⊗ 1 C(a, b)

C(a, b)⊗ C(a, a)

=

∼=

id ⊗Ia
Caab
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3次元 (coherence定理)

【命題】
strict 3-categoryはGray-categoryである．

【命題】
Gray-categoryは tricategoryとみなせる．

証明.
strict 2-functor Cabc : C(b, c)⊗ C(a, b)→ C(a, c)を
cubical pseudofunctor C(b, c)× C(a, b)→ C(a, c)とみなせ
ばこれにより tricategoryになる．(この tricategoryの
α, λ, ρは idになる)
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3次元 (coherence定理)

【命題】
tricategory T ,Sに対して次は tricategoryになる:

• 対象: trifunctor T → S
• 1-morphism: tritransformation
• 2-morphism: trimodification
• 3-morphism: perturbation

これを ST で表す．

米田埋込 y : T → T̂ が定義できる．
T (a, b)は bicategoryだから T̂ = BicatT op

=⇒つまり，単に米田埋込しても strictにはならない．
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3次元 (coherence定理)

【定義】
次を満たす tricategory T を cubical tricategoryという:
1. T (a, b): strict 2-category
2. C : T (b, c)× T (a, b)→ T (a, c): cubical
3. Ia : 1→ T (a, a): cubical

【命題】
任意の tricategoryは cubical tricategoryと triequivalence

証明.
bicategoryの coherence定理により，bicategory T (a, b)を
うまく strict 2-categoryに取り換えるとできる．
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3次元 (coherence定理)

【定理】 (coherence定理)
任意の tricategoryはあるGray-categoryと triequivalence
である．

証明.
T を tricategoryとする．cubical tricategoryとしてよい．
すると米田埋込は y : T → GrayT op となる．yの「像」を
Sとすると SはGray-categoryで T ∼= Sとなる．

(Gray自身もGray-categoryなのでGrayは tricategoryと
みなせる．よってGrayT op を考えることができる．
※注: 一般に V 自身は V -豊穣圏となる．)
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4次元



4次元

【定義】 (tetracategory)
tetracategoryは以下からなる:

1. 以下略

1995年にTrimbleが Streetへの手紙で定義したのが最初ら
しく，それのスキャンが http://www.math.ucr.edu/home/
baez/trimble/tetracategories.html にある．
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4次元

Q. 使うの?

A. 次のような論文があり，使われている
Spans in 2-Categories: A monoidal tricategory
https://arxiv.org/abs/1112.0560
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4次元

モノイドとは…2項演算がある集合 (結合律・単位元あり)

↓「圏」化すると
モノイダル圏…2項演算がある圏 (結合律・単位元あり)の
こと

80



4次元

「モノイド= 1点圏」と言えることはよく知られている．
(1点圏 |Ob(C)| = 1となる圏C)

同様にすると「モノイダル圏= 1点 bicategory」である．
つまり「モノイダル bicategory= 1点 tricategory」?

つまり「モノイダル tricategory= 1点 tetracategory」?
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5次元

5-category (pentacategory?) ググった限りでは見当たら
ない
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6次元

6-category
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7次元

7-category
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8次元

8-category
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……

……

86



∞次元

∞-category
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∞次元

∞-category定義したくない?
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∞次元

∞-categoryと言えば: HTT

Jacob Lurie『Higher Topos Theory』Princeton University
Press (2009)
Chapter 1 楽しいので皆さん読んでみましょう (Chapter 2
以降は結構きびしいので…)

この本で∞-categoryと言っているのは実は quasi-category
と呼ばれるもので (∞, 1)-categoryの一種
((∞, r)-category: k-morphism (k > r)が全て「可逆」)
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∞次元

様々な人たちが (∞, 1)-categoryを定義してきた

• quasi-category (weak Kan complex)
• simplicial category
• topological category
• Segal category
• complete Segal space
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∞次元

【例】 (fundamental ∞-groupoid)
次のようにすると∞-categoryになるはず。
位相空間Xに対して

• 対象: Xの点
• 1-morphism: 道
• 2-morphism: ホモトピー
• 3-morphism: ホモトピーのホモトピー
• 4-morphism: ホモトピーのホモトピーのホモトピー
• ……

これを fundamental ∞-groupoid といいΠ∞(X)と書くこ
とにする． 91



∞次元

要するに，位相空間は∞-category (特に∞-groupoid)で
ある!

そこで
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∞次元

【定義】 (topological category)
CGWH-豊穣圏を topological categoryという．
(CGWH = Compactly Generated Weakly Hausdorff)

Homが∞-groupoidだから topological categoryは
(∞, 1)-category!
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∞次元

【定義】 (simplex category ∆)
圏 ∆を次のように定義する:

• Ob(∆) := {[n] | n ∈ N} 但し [n] := {0, 1, · · · , n}
#0は自然数
• 射 [n]→ [m]は順序を保つ写像

【定義】 (単体的集合)
単体的集合とは関手 ∆op → Setのことである．
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∞次元

∆というのは大体こういう ↓感じの圏

[0] [1] [2] · · ·
δ1

0

σ0
0

δ1
1

δ2
0

σ1
0

δ2
1

σ1
1

δ2
2

δ3
0

......

δ3
3

【定義】 (simplicial category)

∆̂-豊穣圏を simplicial categoryという．

95



∞次元

∆ CGWH

[n] {⟨x0, · · · , xn⟩ ∈ [0, 1]n+1 | x0 + · · ·+ xn = 1}

F

∆̂

y

y†F

F †y
Sing := F †yとかく

∆̂ ∼= CGWH (Quillen同値)なので simplicial categoryも実
質 (∞, 1)-category!

更に ∆̂ ∼= CGWHから ∆̂-Cat ∼= CGWH-Catも分かる．
つまり topological categoryと simplicial categoryは実質同
じ!!
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∞次元

【命題】
S ∈ ∆̂があるX ∈ CGWHにより S ∼= Sing(X)と書ける
⇐⇒ 0 ≤ k ≤ nとするとき，任意の射 f : Λn,k → Sに対し
てある射 h : ∆n → Sが存在して次が可換となる．

Λn,k S

∆n

f

h
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∞次元

∆ Cat
⊂

F

∆̂

y

y†F

F †y
N := F †yとかく

【命題】
S ∈ ∆̂があるC ∈ Catにより S ∼= N(C)と書ける
⇐⇒ 0 < k < nとするとき，任意の射 f : Λn,k → Sに対し
てある射 h : ∆n → Sが一意に存在して次が可換となる．

Λn,k S

∆n

f

h
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∞次元

【定義】 (quasi-category)

C ∈ ∆̂が quasi-category
⇐⇒ 0 < k < nとするとき，任意の射 f : Λn,k → Sに対し
てある射 h : ∆n → Sが存在して次が可換となる．

Λn,k C

∆n

f

h

quasi-categoryは圏・位相空間 (∞-groupoid)の一般化で
ある．
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∞次元

∆ Cat ∆̂-Cat
⊂ ⊂

∆̂

y

y†F

F †y

これにより simplicial categoryと quasi-categoryが実質同じ
と分かる
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∞次元

ところでこれらの∞-categoryは (∞, 1)-categoryだった．
=⇒ 一般の∞-categoryや n-categoryは?

Tom Leinster, a survey of definitions of n-Category, http:
//www.tac.mta.ca/tac/volumes/10/1/10-01abs.html
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∞次元

n-category

strictの場合はもちろん (定義するのは)難しくない
【定義】 (strict n-category)
strinct n-categoryとは (n− 1)Cat-豊穣圏のことである．
((n− 1)Cat: strict (n− 1)-categoryがなす圏)

Un : (n+ 1)Cat→ nCat: (n+ 1)-morphismを忘れる関手

Set U0←− Cat U1←− 2Cat U2←− 3Cat U3←− · · ·

の極限が strict ∞-category？ =⇒ある意味そう．
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∞次元

【定義】 (globe category G)
globe category Gとは次のような圏である．

0 1 2 3 · · ·
σ0

τ0

σ1

τ1

σ2

τ2

σ3

τ3

ただし次を満たす:

1. σn+1 ◦ σn = τn+1 ◦ σn
2. σn+1 ◦ τn = τn+1 ◦ τn

【定義】 (globular set)
globular setとは関手Gop → Setのことをいう．
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∞次元

X : Gop → Setが globular setのとき

Xn := X(n), s := X(σn), t := X(τn)

と書く．つまり globular set Xとは，Setでの図式

X0 X1 X2 X3 · · ·
s

t

s

t

s

t

s

t

である．
【定義】
globular set Xが n次元⇐⇒ k ≥ nのとき
s, t : Xk+1 → Xkが同型で，かつ s = tとなる．
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∞次元

小圏は「underlying globular set」を持つ．つまり圏Cに対
して

• X0 := Ob(C)．
• X1 = X2 = · · · := Mor(C)．
• s := dom: X1 → X0，t := cod: X1 → X0

このXは 1次元の globular set．
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∞次元

逆に 1次元 globular setを使って圏を定義することもでき
る．つまり圏とは

• X: 1次元 globular set
• C : t ↓= s→ X1: 写像  ここで t ↓= sは pullback

t ↓= s X1

X1 X0

s

t

(つまり t ↓= s = {⟨f, g⟩ ∈ X1 ×X1 | t(f) = s(g)})
• i : X0 → X1: 写像
• (圏の条件を表す等式)
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∞次元

strict 2-categoryも同様にできる．つまり strict 2-category
とは

• X: 2次元 globular set
• C0 : t ↓= s→ X0: 写像
• C1 : t2 ↓= s

2 → X0: 写像
• C2 : t ↓= s→ X1: 写像
• i0 : X0 → X1: 写像
• i1 : X1 → X2: 写像
• (圏の条件を表す等式)
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∞次元

【定義】 (strict ω-category)
strict ω-categoryとは globular set Cであって

1. 任意の i < jについて Ci Cj
sj−i

tj−i
が圏

2. 任意の i < j < kについて Ci Cj Ck
sj−i

tj−i

sk−j

tk−j
が strict

2-category

strict ω-categoryがなす圏 ωCatは
Set U0←− Cat U1←− 2Cat U2←− 3Cat U3←− · · ·

の極限である (らしい)．
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∞次元

関手K : Ĝ→ Ĝを適当に定義する．(定義は省略．)このK

はモナドになる．
【定義】 (weak ω-category)
weak ω-categoryとはK-代数のことである．

【定義】 (weak n-category)
weak n-categoryとは n次元 globular setとなるK-代数の
ことである．
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∞次元

【定義】 (ΘC)
圏Cに対して圏ΘCを次で定義する．

• Ob(ΘC) := {[n](c1, · · · , cn) | n ∈ N, ci ∈ C}
• 射 [n](c1, · · · , cn)→ [m](d1, · · · , dm)は
組 ⟨δ : [n]→ [m], ⟨fij : ci → dj⟩1≤i≤n

δ(i−1)<j≤δ(i)⟩とする．

【定義】
Θ0 := 1，Θn := ΘΘn−1と定義する．(Θ1 = ∆である．)
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∞次元

【定義】
Θn-spaceとは，良い条件を満たす関手Θop

n → ∆̂のことで
ある．

Θn-spaceは (∞, n)-categoryとみなすことができるらしい．
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∞次元

【定義】 (double category)
圏Cにおける internal categoryとは組
C = ⟨c0, c1, s, t, i,m⟩であって

1. c0, c1 ∈ Ob(C)，s, t : c1 → c0，i : c0 → c1，
m : t ↓= s→ c1である．

2. s ◦ i = idc0，t ◦ i = idc0

3. s ◦m = s ◦ p0，t ◦m = t ◦ p1

4. m ◦ (id×m) = m ◦ (m× id)
5. m ◦ (id×i) = p1，m ◦ (i× id) = p2
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∞次元

【定義】 (double category)
double categoryとはCatにおける internal categoryを
いう．

double categoryがなす圏をDblと書く．
【定義】 (triple category)
triple categoryとはDblにおける internal categoryをいう．

【定義】 (n-fold category)
n-fold categoryとは
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∞次元

「良い」formal category theoryができる「良い」strict
2-categoryを cosmosという．
=⇒ Cを cosmosとすると，Cは「圏全体」だと思える．
=⇒ (∞, 1)-categoryバージョンが「∞-cosmos」
=⇒ Cを∞-cosmosとすると，Cは「(∞, 1)-category全体」
だと思える．
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∞次元

以下の一連の論文がある
1. The 2-category theory of quasi-categories,

https://arxiv.org/abs/1306.5144
2. Homotopy coherent adjunctions and the formal theory

of monads, https://arxiv.org/abs/1310.8279
3. Completeness results for quasi-categories of algebras,

homotopy limits, and related general constructions,
https://arxiv.org/abs/1401.6247

4. Fibrations and Yoneda’s lemma in an 1-cosmos,
https://arxiv.org/abs/1506.05500

5. Kan extensions and the calculus of modules for
1-categories, https://arxiv.org/abs/1507.01460
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∞次元

もしくは「∞圏論の基礎」(∞-Categories for the Working
Mathematician)
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ご清聴
ありがとう
ございました
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