
圏論とは何か
alg-d

http://alg-d.com/math/kan_extension/

2023年 12月 29日

この PDFでは圏の定義と例を使って，圏論がどういうものなのかを紹介する．
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1 圏論とは
「Z/4Zと Z/5Zは (加法群として)同型か?」という問題を考える．これはもちろん同型
ではない．何故かというと Z/4Zは 4つの元からなる集合で，Z/5Zは 5つの元からなる
集合だから，つまりそもそも濃度が違う (=全単射が無い)から，同型になりえない．これ
は少し難しく言えば

群として同型 =⇒集合として同型 (濃度が同じと言うことを，あえてこう書く)

という命題の対偶を考えていることになる．
もう少し難しい例を出すと，位相空間には「基本群」という概念がある．位相空間 X

に対して基本群と呼ばれる群 π(X)が構成される．(あとで書くように厳密には少し違う
が，今は気にしないことにする．) この「基本群」は次を満たす．

位相空間が同型 (=同相) =⇒基本群が同型
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式で書けば
X ∼= Y =⇒ π(X) ∼= π(Y )

という命題が成り立つことになる．故に位相空間が同相かどうか調べるには，まず基本群
を調べればよい．(基本群が同型でなければ、元の位相空間は同相ではない．)
この状況を一般化したものが圏論である．絵で書けば

群全体 集合全体

群を集合として見る

位相空間全体 群全体

基本群を取る

が先の二つの例であるが，これを一般化したものが「圏」と「関手」になる．

圏 圏

関手

定義. 圏 (category) Cとは二つの (集合とは限らない)集まりOb(C), Mor(C)の組であっ
て，以下の条件をみたすものをいう．なお元 a ∈ Ob(C) を対象 (object)，f ∈ Mor(C)
を射 (morphism)と呼ぶ．

(1) 各 f ∈ Mor(C) に対して，ドメイン (domain) と呼ばれる対象 dom(f) ∈ Ob(C)
とコドメイン (codomain) と呼ばれる対象 cod(f) ∈ Ob(C) が定められている．
dom(f) = a，cod(f) = bであることを f : a→ bや a

f−→ bと書いて表す．また対
象 a, b ∈ Ob(C)に対して HomC(a, b) := {f ∈ Mor(C) | f : a→ b}と書く．

(2) 2つの射 f, g ∈ Mor(C)が cod(f) = dom(g)を満たすとき，f と g の合成射と呼
ばれる射 g ◦ f が定められていて，dom(g ◦ f) = dom(f)，cod(g ◦ f) = cod(g)を
満たす．(つまり f : a→ b，g : b→ cのとき g ◦ f : a→ cである．)

(3) 射の合成は結合律を満たす．即ち，f : a → b，g : b → c，h : c → d に対して
(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)が成り立つ．

(4) 各 a ∈ Ob(C)に対して，恒等射と呼ばれる射 ida : a→ aが存在して，射の合成に
関する単位元となる．即ち f : a→ bに対して f ◦ ida = f，idb ◦ f = f である．
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文脈から明らかな場合，a ∈ Ob(C)，f ∈ Mor(C)を単に a ∈ C，f ∈ C と書くことが
ある．また ida を 1a などと書く文献もある．
定義を見ると，圏は「集合と写像」を意識して定義されていることが分かると思う．な
ので一番基本的な例は次に出す「集合と写像のなす圏」である．

例 1. 集合を対象，写像を射とすれば圏になる．この圏を Setで表す．より詳しく書けば
以下のようになる．

• Ob(Set) :=「全ての集合の集まり」と定める．
• Mor(Set) := {f | f はある集合 X からある集合 Y への写像 }と定める．
• X から Y への写像 f に対して dom(f) := X，cod(f) := Y と定める．
• 射の合成 g ◦ f は通常の写像の合成で定める．勿論この合成は結合律を満たす．
• 集合 X に対して恒等射 idX を恒等写像 X → X で定める．勿論 f ◦ id = f，

id ◦ g = g を満たす．

以上により圏 Setが得られた．

同じようにして，以下のような圏が得られる．

例 2. 群を対象，群準同型を射とすれば圏になる．この圏をGrpで表す．(恒等写像は群
準同型であること，群準同型の合成が群準同型になること，に注意すればよい．)

例 3. 位相空間を対象，連続写像を射とすれば圏になる．この圏を Topで表す．

次に関手を定義する．これは圏の「準同型」とでも言うべきものである．

定義. C, D を圏とする．C から D への関手 (functor) F : C → D とは a ∈ Ob(C) に
F (a) ∈ Ob(D)を，f ∈ Mor(C)に F (f) ∈ Mor(D)を対応させる関数であって，以下を
満たすものである．

(1) f : a→ bのとき F (f) : F (a)→ F (b)である．
(即ち dom(F (f)) = F (dom(f))，cod(F (f)) = F (cod(f))となる．)

(2) cod(f) = dom(g)のとき F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)である．
(3) a ∈ C に対して F (ida) = idF (a) である．
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この定義を絵で書くと次のようになる．

C D

a

b

c

F (a)

F (b)

F (c)

f

g

g◦f

ida

F (f)

F (g)

F (g◦f)=F (g)◦F (f)

F (ida)=idF (a)

F

F (a), F (f)の括弧を省略して Fa, Ff と書くこともある．

例 4. U : Grp→ Setを以下のように定義する．

• 群 〈G, · 〉 ∈ Grpに対して U(〈G, · 〉) := Gと定める．即ち，群Gに対してその「演
算を忘れた」集合 Gを与える．

• 群準同型 f : G → G′ に対して U(f) := f と定める．(群準同型は写像であること
に注意する．)

このように定めれば明らかに U は関手である．このような構造を忘れる関手 U を一般に
忘却関手 (forgetful functor)と呼ぶ．

最初に指摘したように f ∈ Mor(Grp) が群の同型写像ならば U(f) ∈ Mor(Set) が集
合の同型写像 (即ち全単射)となるのであるが，実はこの性質は一般の関手に対して成り
立つ．それを示すため，一般の圏 C における同型を定義する．

定義. C を圏，a, b ∈ C を対象とする．

(1) C の射 f : a→ bが同型射
⇐⇒ある射 g : b→ aが存在して g ◦ f = ida，f ◦ g = idb となる．

(2) aと bが同型 (a ∼= bで表す) ⇐⇒ある同型射 f : a→ bが存在する．

f : a→ bを同型射とすると，g : b→ aで g ◦ f = ida，f ◦ g = idb を満たすものは唯一
つしかないことが容易に分かる (群において逆元が一意なのと同じである)．そこでこの g
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を f の逆射といい，f−1 で表す．

例 5. 圏 Setにおける同型射 f : a→ bとは全単射のことである．またこのとき f の逆射
f−1 : b→ aは f の逆写像である．

例 6. 圏Grpにおける同型射とは，群同型写像のことである．

例 7. 圏 Topにおける同型射とは，同相写像のことである．

命題 8. C, D を圏，F : C → D を関手とする．このとき f : a → b が C の同型射なら
ば，F (f) : F (a)→ F (b)も Dの同型射である (特に F (f)−1 = F (f−1)となる)．従って
a ∼= bならば F (a) ∼= F (b)である．

証明. f : a → b を同型射とすると f−1 ◦ f = ida かつ f ◦ f−1 = idb である．これらに
関手 F を適用すれば F (f−1) ◦ F (f) = idF (a) と F (f) ◦ F (f−1) = idF (b) を得る．故に
F (f) : F (a)→ F (b)は同型射であり，F (f)−1 = F (f−1)となる．

例 9. G, G′ を群，U : Grp→ Setを忘却関手とするとき，群の同型 G ∼= G′ が成り立て
ば U(G) ∼= U(G′)である．

例 10. 位相空間 X と点 x ∈ X の組 〈X, x〉を基点付き位相空間と呼ぶ．基点付き位相空
間の圏 Top∗ を以下のように定める．

• 基点付き位相空間を対象とする．
• 射 〈X, x〉 → 〈Y, y〉 は連続写像 f : X → Y であって，f(x) = y を満たすもので
ある．

• 射の合成 g ◦ f は通常の写像の合成で定める．

基点付き位相空間 〈X, x〉に対して，基本群 (ホモトピー群)と呼ばれる群 π1(X, x)が定義
される*1．このとき連続写像 f : X → Y に対して準同型 π1(f) : π1(X, x)→ π1(Y, f(x))
が定まり，

π1(g ◦ f) = π1(g) ◦ π1(f), π1(idX) = idπ1(X,x)

を満たすのであった．即ち π1 : Top∗ → Grpは関手となることが分かる．よって同相写
像 f : X → Y が存在すれば同型 π1(X, x) ∼= π1(Y, f(x))が成り立つ．

始めに述べた通り基本群は位相空間が同相かどうかを判断する道具を与えるのである

*1 基本群の定義について知りたい場合は「例: 基本亜群」の PDFを参照．
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が，その性質は例 10の通り関手の性質から来ている．従って基本群に限らず，何らかの
圏 C と関手 F : Top → C を構成することができれば，この F を使って位相空間が同相
かどうかを判断することができる．勿論これは Topに限らず，例えば Grp に対しても
同様のことがいえる．そこでより一般に，圏や関手についての性質を調べようというのが
圏論である．

2 圏の例
さて，今まで出てきた圏は全て対象が「集合に構造が入ったもの」で，射が「写像」で
あった．しかし，圏はこのようなものとは限らない．圏の定義を満たしてさえいればよい
からである．

例 11. Ob(C) = Mor(C) := ∅と定めると，この C は明らかに圏の条件を満たす．この
圏を空圏 (empty category)といい 0で表す．

例 12. 対象を唯一つ ∗だけとし，射も恒等射 id∗ だけとすれば，これも明らかに圏とな
る．これを 1点圏 (one-point category)もしくは終圏 (terminal category)といい 1で表
す．1は絵で書けば

∗

id∗

のようになる．

例 13. 対象を 2つ a, bとして，射は恒等射 (ida と idb)以外は f : a→ b唯一つだけとす
る．即ち絵で書けば

a b
ida idbf

のようになる．これも圏となることが分かる．これを 2で表す*2．　

例 14. 対象を 3つ a, b, cとして，射は恒等射 (ida, idb, idc)以外は f : a → b，g : b → c

*2 この圏は interval categoryや walking arrowと呼ばれることがあるようだ．
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とその合成 g ◦ f : a→ cだけとする．絵で書けば

a

b

c
ida

idb

idc

f g

g◦f

のようになる．これも圏となることが分かる．これを 3で表す．

例 15. もう最初から絵で描くことにすれば

a b
ida idb

f

g

や

a b c
ida

idb

idc

f g

も圏となる．これらの圏は記号でそれぞれ や · → · ← ·と表すことがある．

例 16. M をモノイド*3とする．このとき以下のように定めると C は圏になることが分
かる．

• Ob(C) := {∗}
• HomC(∗, ∗) := M

• 射の合成をモノイドM の積で定める．

こうしてモノイドから対象が唯一つの圏を得ることができる．逆に対象が唯一つ ∗のみの
圏 C に対してM := HomC(∗, ∗)として，M の二項演算を射の合成で定義すれば，モノ
イドが得られる．この見方で，モノイドは対象が唯一つの圏と同一視することができる．

*3 群の定義から逆元の存在を除いたものをモノイド (monoid)という．
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※ これは厳密には嘘である．というのも一般に対象が唯一つ ∗のみの圏 C を考えた
とき，HomC(∗, ∗)が集合となるとは限らないからである．
一般に，任意の a, b ∈ C に対して HomC(a, b) が集合となる圏を locally small な

圏という．(locally smallを圏の定義に入れる流儀もある．)この言葉を使えば，モノ
イドとは対象が唯一つの locally smallな圏のこと，ということになる．ところで当サ
イトの PDF内で考える圏は殆どが locally smallである．そこで以後，特に断らない
限り圏は locally smallであるとする．

この見方でモノイドM を圏 C と見なすとき，C の射 f が同型であるとは f が (モノイ
ドM の元として)逆元を持つことである．従って，群とは対象が唯一つで全ての射が同
型となる圏であると言うことができる．

例 17. X を集合とする．このとき Ob(C) := X で射は恒等射のみとすれば，C は明ら
かに圏となる．これを離散圏という．通常，集合はこの方法で圏とみなす．

例 18. 〈X,≤〉を順序集合とする．このとき

• Ob(C) := X．

• a, b ∈ X に対して HomC(a, b) =

{
{fab} (a ≤ bのとき)
∅ (それ以外のとき)

と定義すると C は圏になる．それを示すため，射の合成と恒等射を定義しよう．
まず恒等射であるが，a ∈ X に対して a ≤ aだから，定義より射 a→ aは唯一つ存在
し，それは faa である．よって ida := faa と定義するしかない．
次に合成を定義するため，f : a→ bと g : b→ cを射とする．定義から，射が存在する
ためには a ≤ b，b ≤ cでなければならない．また勿論 f = fab，g = fbc である．このと
き a ≤ cだから aから cへの射は唯一つ fac : a→ cが存在する．そこで fbc ◦ fab := fac

と定義する．
この定義が圏の条件を満たすことは容易に分かる．こうして順序集合は圏とみなすこと
ができる．
逆に圏 C が次を満たすとする．

• Ob(C)は集合である．
• a, b ∈ C に対して |HomC(a, b)| ≤ 1
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このとき集合 X := Ob(C)に二項関係 Rを

aRb⇐⇒ |HomC(a, b)| = 1

で定めれば，〈X, R〉 は前順序集合*4になる．前順序集合は順序集合と同じやり方で圏と
見なせるから，前順序集合を「Ob(C)が集合で，|HomC(a, b)| ≤ 1となる圏」と同一視
することができる．

例 19. 通常，集合論では自然数 nを n := {0, 1, · · · , n − 1}により定義する．通常の順
序によって順序を入れれば，nは順序集合となる．従って，例 18の方法により nを圏と
見なすことができる．特に 0, 1, 2, 3は圏である．これらは既に述べた圏 0, 1, 2, 3と一致
する．

例 20. 実は「圏と関手」も圏をなす．つまり，

• 圏を対象とする．
• 圏 C から圏 D への射とは関手 C → D のこととする．
• 関手 F : C → D，G : D → E に対して合成関手 G ◦ F : C → E を次で定義する．

(G ◦ F を単に GF と書くことが多い．)
b a ∈ C に対して G ◦ F (a) := G(F (a))．
b C の射 f : a→ bに対して G ◦ F (f) := G(F (f))．

• 圏 C に対して恒等射 idC : C → C を次で定義する．(idC を恒等関手と呼ぶ．)
b a ∈ C に対して idC(a) := a．
b C の射 f : a→ bに対して idC(f) := f．

と定義すると，これは圏となることが分かる*5．この圏をCATと書く．これを使うこと
で圏の同型を圏 CATにおける同型として定義することができる．つまり圏 C と圏 D が
同型 (記号で C ∼= D と書く)とは

ある関手 F : C → D，G : D → C が存在して GF = idC，FG = idD

となることである．このような F と Gが存在すれば，C の対象や射と D の対象や射が

*4 反射律と推移律を満たすもの (つまり順序の定義から反対称律を除いたもの) を前順序 (preorder) とい
う．

*5 「全ての集合の集まり」を集合だとみなすと矛盾してしまうように，「全ての圏の集まり」を圏とみなす
のも，集合論的に危ない所があり，厳密には気をつけて扱わないと矛盾してしまう．ただ，特に必要がな
ければ，圏論をやる時にそういう集合論の技術的なことを気にしてもしょうがないと思うので，このサイ
トの圏論の PDFでは基本的にそういうことにはあまり気を配らないことにする．
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一対一に綺麗に対応することになる．よって C と D が同型というのは「圏としての形が
同じ」ということである．

3 関手の例
圏の例をいろいろ見たので，今度は関手の例を見てみよう．

例 21. X, Y を集合，f : X → Y を写像とする．F (X) := P(X) を冪集合として，
Ff : P(X)→ P(Y )を「像」で定める．即ち，S ⊂ X に対して Ff(S) := {f(a) | a ∈ S}
である．これにより F : Set→ Setは関手となる．

例 22. 集合 X, Y を離散圏と見なす．このとき，X の射は恒等射しかないから，関手
X → Y は写像 X → Y と同一視することができる．

例 23. 順序集合 〈X,≤X〉, 〈Y,≤Y 〉 を圏とみなし，関手 F : 〈X,≤X〉 → 〈Y,≤Y 〉 を考え
る．このとき a, b ∈ X に対して「a ≤X bならば Fa ≤Y Fb」が成り立つ．

. . . ) a ≤X bとする．このとき射 f : a → bが存在する．よって Ff : Fa → Fbであ
る．即ち Fa ≤Y Fbでなければならない．

よってこの場合，関手とは順序を保つ写像のことである．

例 24. モノイドM, N を圏とみなすとき，関手M → N とはモノイド準同型のことであ
る．

例 25. モノイド M を圏とみなしたものを C とする．関手 F : C → Set を考える．
C の対象は一つだけなのでそれを ∗ とする．つまり Ob(C) = {∗} である．このとき
X := F (∗) は集合である．C の定義より HomC(∗, ∗) = M だから，m ∈ M に対して
Fm : X = F (∗) → F (∗) = X は写像である．x ∈ X に対して mx := Fm(x)と書くこ
とにする．今 F は関手だから，m, n ∈M に対して F (mn) = Fm ◦ Fnである．故に

(mn)x = F (mn)(x) = (Fm ◦ Fn)(x) = Fm(Fn(x)) = m(nx)

となる．また単位元 e ∈M に対して Fe = idF (∗) = idX だから ex = Fe(x) = idX(x) =
xである．
以上により，演算M ×X 3 〈m, x〉 7→ mx ∈ X によりモノイドM は集合 X に左から
作用している．逆に，モノイドM が集合X に左から作用していれば，関手 F : C → Set
を定めることが分かる．こうして関手 F : C → Setを左M -集合 X と同一視することが
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できる．

位相空間 X に対して F (X)で「X 上の複素数値連続関数全体がなす集合」を表すこと
にする．このとき，連続写像 f : X → Y に対して写像 Ff : F (Y )→ F (X)が，g ∈ F (Y )
に対して Ff(g) := g ◦ f で定義できる．

F (Y ) F (X)
∈ ∈(

Y
g−→ C)

(
X

f−→ Y
g−→ C)

F f

この F は関手にはならない．というのも「f : X → Y に対して Ff : F (Y )→ F (X)」と，
射の向きが逆になっているからである．ただ，逆向きになることを除くと，関手と似たよ
うな条件を満たしている．即ち

• f : X → Y，g : Y → Z に対して F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g)．
• F (idX) = idF (X)．

このような逆向きになる「関手」を反変関手という．ちゃんと定義すると次のようになる．

定義. C, D を圏とする．C から D への反変関手 (contravariant functor) F : C → D と
は a ∈ Ob(C)に F (a) ∈ Ob(D)を，f ∈ Mor(C)に F (f) ∈ Mor(D)を対応させる関数
であって，以下を満たすものである．

(1) f : a→ bのとき F (f) : F (b)→ F (a)である．
(2) cod(f) = dom(g)のとき F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g)である．
(3) a ∈ C に対して F (ida) = idF (a) である．

反変関手に対して，通常の関手を共変関手 (covariant functor)と呼ぶ．

例 26. 上で定義した F : Top→ Setは反変関手である．

例 27. X, Y を集合，f : X → Y を写像とする．F (X) := P(X) を冪集合として，
Ff : P(Y ) → P(X)を「逆像」で定める．即ち，S ⊂ Y に対して Ff(S) := f−1(S) =
{a ∈ X | f(a) ∈ S}である．これにより F : Set→ Setは反変関手となる．

このように圏論には「共変関手」と「反変関手」の二つがあるのだが，実はこの二つの
違いを意識する必要はあまりない．というのも，反変関手は共変関手と見なせるからで
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ある．

定義. C を圏とする．このとき Cop を以下のように定める．

• 対象 a ∈ C に対して新しい対象 aop を用意し，Ob(Cop) := {aop | a ∈ Ob(C)}と
定める．

• 射 f ∈ C に対して新しい射 fop を用意し，Mor(Cop) := {fop | f ∈ Mor(C)}と
定める．

• dom(fop) := cod(f)op，cod(fop) := dom(f)op と定める．即ち f : a → bのとき
fop : bop → aop である．

• fop : aop → bop，gop : bop → cop に対して射の合成 gop ◦ fop : aop → cop を
gop ◦ fop := (f ◦ g)op で定める．

• idaop := idop
a とする．

この Cop が圏の定義を満たすことは容易に分かる．これを圏 C の反転圏 (opposite
category)などと呼ぶ．絵で書けば，次のように射の向きを全て反対にした圏である．

C

a

b
c

f

g

g◦f

Cop

aop

bop

cop

fop

gop

fop◦gop

通常は，aop, fop などと一々書かず，aop を単に a，fop を単に f と表す．

この Cop を使えば，反変関手 C → D とは共変関手 Cop → D のことである．なので
以降，反変関手という言葉は使わず，また共変関手を単に関手と呼ぶ．

例 28. 順序集合 〈X,≤〉を圏とみなして C と書くと Copは順序集合 〈X,≥〉である．

例 29. 群 Gを圏とみなして C と書くと Cop は Gの逆転群である．

例 30. モノイドM を圏とみなしたとき，関手M → Setを左M -集合と同一視したのと
同様にして，関手Mop → Setを右M -集合と同一視することができる．

例 31. F : C → D を関手とするとき，関手 F op : Cop → Dop が以下のようにして定
まる．
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• aop ∈ Ob(Cop)に対して F op(aop) := F (a)op．
• fop ∈ Mor(Cop)に対して F op(fop) := F (f)op．

関手 F op を単に F と書くことも多い．
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