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1 圏の fibration

C,F を圏，P : F −→ C を関手とする．a ∈ C，u ∈ F を対象として Pu = aとなると

き，ここでは u 7−→ aと書く．よって f : a −→ bを C の射，k : u −→ v を F の射とし

て Pu = a，Pv = bとなるとき次のような図式で表す．

u v

a b

k

f

更に Pk = f となっているとき，この四角は可換であるという．

また，ここでは関手 P : F −→ C と対象 a ∈ C に対して部分圏 F (a) ⊂ F を

• Ob(F (a)) := P−1(a)．
• Mor(F (a)) := P−1(ida)

で定める．圏 F (a)を P の aにおけるファイバーという．fibrationとは，a ∈ C を動かし
たときにファイバー F (a)が良いふるまいをするような P のことをいう．まず fibration
の簡単な場合として，discrete fibrationを見る．

定義. 関手 P : F −→ C が C 上の discrete fibration
⇐⇒任意の対象 v ∈ F と C の射 f : a −→ Pv に対して，u ∈ F と k : u −→ v が一意に
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存在して Pk = f となる．

u v

a Pv

k

f

P : F −→ C を discrete fibration とすると，対象 a ∈ C に対して P (k) = ida とな
るような k は id しかない．故にファイバー F (a) は離散圏となる．よって F (a) を集合
{u ∈ Ob(F ) | Pu = a} と思ってよい．次に C の射 f : a −→ b と元 v ∈ F (b) を取る．
discrete fibrationの定義から Pk = f となる F の射 k が一意に取れるので，これを使っ

て Ff(v) := dom(k)と定める．

Ff(v) v

a b

k

f

これは写像 Ff : F (b) −→ F (a) を定める．また一意性 (discrete fibration の定義) から
明らかに F (g ◦ f) = Ff ◦ Fg，F (id) = idである．故にこれは関手 F : Cop −→ Setを
定める．

次に P : F −→ C，Q : G −→ C を C 上の discrete fibration とする．P から Qへの

射とは関手K : F −→ Gで QK = P を満たすものである．

F G

C

=
K

P Q

u ∈ F (a)とすると Pu = aなので Q(K(u)) = a，即ち Ku ∈ G(a)である．よって写像
φa : F (a) −→ G(a)が φa(u) := Kuで定義できる．この φa は自然変換 φ : F =⇒ Gを

定める．
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. . . ) f : a −→ bとする．次の Setでの図式が可換であることを示せばよい．

Fa Ga

Fb Gb

φa

GfFf

φb

v ∈ Fbを取る．まず Gf ◦ φb(v) = Gf(K(v)) ∈ Gは次の図式により定まる．

Gf(Kv) Kv

a b
f

一方 Ff(v) ∈ F は次の図式により定まる．

Ff(v) v

a b

k

f

このとき P (k) = f だから Q(K(k)) = f となる．

K(Ff(v)) Kv

a b

K(k)

f

Qが discrete fibrationだから一意性により Gf(Kv) = K(Ff(v))が分かる．故に φ

の定義から Gf ◦ φb = φa ◦ Ff である．

C 上の discrete fibrationがなす圏を DFib(C)と書くことにする．

命題 1. 圏同型 DFib(C) = Ĉ が成り立つ．

証明. 既に示したように，discrete fibration P : F −→ Cから F ∈ Ĉが，射K ∈ DFib(C)
から φ ∈ Ĉ が定まるのであった．これは明らかに関手 DFib(C) −→ Ĉ を定める．
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逆に F ∈ Ĉ に対してコンマ圏の射影 P : y ↓F −→ C を考える．

1 Ĉ

y ↓F C

=⇒ y

F

P

P : y ↓F −→ C は discrete fibrationである．
. . . ) ⟨b, x⟩ ∈ y ↓F と f : a −→ bを取る．このとき f : ⟨a, Ff(x)⟩ −→ ⟨b, x⟩である．

⟨a, Ff(x)⟩ ⟨b, x⟩

a b

f

f

この図式を可換にするような射は明らかにこの f しかないから P : y ↓F −→ C は

discrete fibrationである．

F,G ∈ Ĉ として φ : F =⇒ G を自然変換とすれば，コンマ圏の普遍性から関手

K : y ↓F −→ y ↓Gが得られる．

1 Ĉ

y ↓G C

y ↓F

=⇒
=

=

y

G

Q

P

K

=

1 Ĉ

C

y ↓F

=⇒
y

F

G

P

⇒ φ

この K は C 上の discrete fibration の射 K : P −→ Q を与える．こうして関手 Ĉ −→
DFib(C)が定まる．これらが互いに逆を与えることを示せばよい．
まず discrete fibration P : F −→ C から定まる F ∈ Ĉ を取る．

Ob(y ↓F ) = {⟨a, u⟩ | a ∈ C, u ∈ F (a)}
= {⟨a, u⟩ | a ∈ C, u ∈ F, Pu = a}
= Ob(F )

Homy↓F (⟨a, u⟩, ⟨b, v⟩) = {f : a −→ b | Ff(v) = u}
= {k : u −→ v}
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だから (P : F −→ C) = (y ↓F −→ C)である．
逆に F ∈ Ĉ に対して discrete fibration P : y ↓F −→ C を取ったとき，a ∈ C に対し

て (y ↓F )(a) = {⟨a, u⟩ | u ∈ Fa} = Faである．

定義. 関手 P : F −→ C が C 上の discrete opfibration
⇐⇒ P op : F op −→ Cop が Cop 上の discrete fibration．

関手 Cop −→ Set に対応するのが discrete fibration だったのに対して，profunctor
A −→◦ B，即ち関手 Bop × A −→ Set に対応するのが two-sided discrete fibration で
ある．

定義. 関手の span A
Q←− E

P−→ B が A から B への two-sided discrete fibration とは，
以下の条件を満たすことをいう．

(1) 対象 u ∈ E と Aの射 f : Qu −→ aに対して，E の射 k : u −→ v が一意に存在し

て Qk = f，Pk = idとなる．
(2) 対象 v ∈ E と B の射 g : b −→ Pv に対して，E の射 k : u −→ v が一意に存在し

て Pk = g，Qk = idとなる．
(3) E の任意の射 k : u −→ v を取る．Qk : Qu −→ Qv に対して条件 1 で得られる
射を k′，Pk : Pu −→ Pv に対して条件 2 で得られる射を k′′ とする．このとき

cod(k′) = dom(k′′)であり，k′′ ◦ k′ = k となる．

u w v

Qu Qv Pu Qv

k

k′ k′′

Qk Pk

A から B への two-sided discrete fibration がなす充満部分圏を DFib(A,B) ⊂
Span(A,B)と書く．

命題 2. DFib(A,B) = SetB
op×A．

証明. 略

命題 3. 関手 P : E −→ B が discrete fibration
⇐⇒ 1← E

P−→ B が two-sided discrete fibration．
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証明. (=⇒) P : E −→ B を discrete fibration として定義の 3 条件を示す．一意に定ま
る関手 E −→ 1を Qと書く．

(1) P が discrete fibrationだから，Pk = idとなる E の射 kは idしかないが，この k

は Qk = idを満たすのでよい．
(2) v ∈ E，b ∈ B，g : b −→ Pvとする．P が discrete fibrationだから，Pk = gとな

る E の射 k が一意に存在するが，この k は Qk = idを満たすのでよい．
(3) k : u −→ v を E の射とすると条件 1，2で得られる射はそれぞれ id, k であるから

k ◦ id = k となりよい．

(⇐=) 明らか．

同様にして

命題 4. 関手 Q : E −→ Aが discrete opfibration
⇐⇒ A

Q←− E → 1が two-sided discrete fibration．

定理 5. A F−→ C
G←− B を関手とするとき，コンマ圏が与える span A

Q←− G ↓F P−→ B は

two-sided discrete fibrationである．*1

証明. まず A
Q←− G ↓F P−→ B が two-sided discrete fibration の 3 条件を満たすことを

示す．

(1)対象 u := ⟨t, s, h⟩ ∈ G ↓F とAの射 f : Qu = s −→ aに対して，Qk = f，Pk = id
となる F ↓Gの射は明らかに k = ⟨id, f⟩ : ⟨t, s, h⟩ −→ ⟨t, a, f ◦ h⟩のみである．

s Fs Gt t

a Fa Gt t

f f id id

h

f◦h

A G ↓F B
Q P

(2) v := ⟨s, t, h⟩ ∈ F ↓Gと B の射 g : b −→ Pv = tに対して，Qk = id，Pk = g と

*1 逆に，任意の two-sided discrete fibrationはコンマ圏を使って表されるそうですがまだ証明を書いてま
せん．
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なる F ↓Gの射は明らかに k = ⟨g, id⟩ : ⟨b, s, h ◦ g⟩ −→ ⟨t, s, h⟩のみである．

s Fs Gb b

s Fs Gt t

id id g g

h◦g

h

A G ↓F B
Q P

(3) F ↓Gの射 ⟨g0, g1⟩ : ⟨s, t, h⟩ −→ ⟨s′, t′, h′⟩を取る．このとき条件 2，1から得られ
る射はそれぞれ ⟨id, g1⟩，⟨g0, id⟩だから ⟨g0, id⟩ ◦ ⟨id, g1⟩ = ⟨g0, g1⟩となる．

関手 Cop −→ Set ではなく，pseudofunctor Cop −→ Cat に対応するのが fibration
である．(圏 C を 2-morphismが idのみの 2-categoryと見なしている)

定義. P : F −→ C を関手とする．F の射 k : u −→ v が P -cartesian
⇐⇒ F の射 l : w −→ v と C の射 g : Pw −→ Puで Pk ◦ g = Pl となるものに対して，

m : w −→ uが一意に存在して Pm = g，k ◦m = lとなる．即ち次の図式が可換となる．

w

u v

Pw

Pu Pv

m

k

l

g

Pk

Pl

このとき uを v の Pk に沿った pullbackという．*2

定義. 関手 P : F −→ C が C 上の fibration (もしくは Grothendieck fibrationもしくは
fibered category)
⇐⇒ F の対象 v ∈ F と C の射 f : a −→ Pv に対して P -cartesian な射 k : u −→ v で

*2 この定義は，「可換」の意味が通常と違うだけで，普通の pullbackの定義と同様である．
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Pk = f となるものが存在する．

u v

a Pv

k

P -cartesian

f

命題 6. 関手 P : F −→ C が discrete fibration
⇐⇒ P : F −→ C が fibrationで，任意の a ∈ C に対して F (a)が離散圏となる．

証明. (=⇒) P : F −→ C が discrete fibrationであるとする．各ファイバー F (a)は離散
圏だったから，fibrationであることを示せばよい．その為に F の対象 v ∈ F と C の射

f : a −→ Pv を任意に取る．仮定より F の射 k : u −→ v が一意に存在して Pk = f と

なる．この k が P -cartesianであることを示せばよい．その為に F の射 l : w −→ v と C

の射 g : Pw −→ aで f ◦ g = Plとなるものを取る．

w

u v

Pw

a Pv

m

k

l

g

f

P l

P が discrete fibration だから，m : w −→ u が一意に存在して Pm = g となる．この

とき P (k ◦ m) = Pk ◦ Pm = f ◦ g = Pl だから，再び discrete fibration の条件より
k ◦m = lでなければならない．故に k は P -cartesianである．

(⇐=) fibration の定義から k は存在するので，一意性を示せばよい．k : u −→ v，

k′ : u′ −→ v が Pk = f，Pk′ = f を満たすとする．次の図式の実線部分が可換だから，

点線の射mが一意に存在して可換となる．

u′

u v

a

a Pv

m

k

k′

ida

f

f
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今 F (a)が離散圏だから，Pm = ida よりm = idでなければならない．よって k = k′ で

ある．

命題 7. 同型射は P -cartesianである．

証明. k : u −→ v を同型射として，次が可換であるとする．

w

u v

Pw

Pu Pv

k

l

g

Pk

Pl

このとき m := k−1 ◦ l とすれば k ◦m = l，Pm = Pk−1 ◦ Pl = g となる．このような

mは明らかに一意だから k は P -cartesianである．

命題 8. k : u −→ v が P -cartesianで Pk が同型ならば，k も同型である．

証明. k : u −→ v が P -cartesianだから，m : v −→ uが一意に存在して Pm = (Pk)−1，

k ◦m = idv となる．
v

u v

Pv

Pu Pv

m

k

idv

(Pk)−1

Pk

idP v

よってm ◦ k = idu を示せばよい．次の二つの図式は可換である．

v

u v

Pv

Pu Pv

m

k

idv

Pk

idP v

u

Pu

k

Pk

idP u

v

u v

Pv

Pu Pv

k

idv

Pk

idP v

u

Pu

k

Pk

idP u

idu

故に P -cartesianの普遍性からm ◦ k = idu である．
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命題 9. k : u −→ v，j : v −→ wが P -cartesianならば j ◦ k : u −→ wも P -cartesianで
ある．

証明. F の射 l : x −→ wと C の射 g : Px −→ Puが P (j ◦ k) ◦ g = Plを満たすとする．

x

u v w

Px

Pu Pv Pw

k j

l

m

g

Pk Pj

P l

j が P -cartesianだから，ある m : x −→ v が一意に存在して j ◦m = l，Pm = Pk ◦ g
を満たす．

x

u v

Px

Pu Pv

n

k

m

g

Pk

Pm

よって kが P -cartesianであることより n : x −→ uが一意に存在して k◦n = m，Pn = g

となる．このとき
x

u v w

Px

Pu Pv Pw

k j

l

n

g

Pk Pj

P l

は可換である．またこのような nは明らかに一意である．従って j ◦ k は P -cartesianで
ある．

定義. P : F −→ C，Q : G −→ C を C 上の fibrationとする．これらの間の射とは，関
手K : F −→ Gであって以下の条件を満たすものを言う．

(1) QK = P である．

(2) k ∈ F が P -cartesianならばKf ∈ Gも Q-cartesianである．
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C 上の fibration，その間の射，自然変換がなす 2-category を Fib(C) ⊂ Cat/C と
書く．

2 strict 2-categoryの中での fibration

fibrationは strict 2-categoryの 1-morphismに一般化される．

定義. strict 2-category C の 1-morphism p : a −→ bが fibration
⇐⇒任意の u ∈ C に対して関手 p • − : C(u, a) −→ C(u, b)が fibrationであり，また任意
の k : v −→ uに対して−•k : C(u, a) −→ C(v, a)が (p•−)-cartesianを (p•−)-cartesian
に写す．

この定義を具体的に書き下すと次のようになる: 任意の u ∈ C，f : u −→ a，g : u −→ b，

θ : g =⇒ p ◦ f に対して，ある f ′ : u −→ a と p-cartesian な α : f ′ =⇒ f が存在して

p • α = θとなる．

u a b⇒α
f

f ′

p = u a b⇒θ

f
p

g

ここで

定義. p : a −→ bとする．α : f ′ =⇒ f : u −→ aが p-cartesian
⇐⇒任意の k : v −→ uに対して α • k ∈ C(v, a)が (p • −)-cartesianとなる．

この定義を具体的に書き下すと次のようになる: v ∈ C，k : v −→ u，f ′′ : v −→ a，

ξ : f ′′ =⇒ f ◦ k，γ : p ◦ f ′′ =⇒ p ◦ f ′ ◦ k が

v u a b⇒α
k

f

f ′

p

a

⇒γ

f ′′

p

= v u a b

⇒ ξ
k

f
p

f ′′

を満たすならば，ζ : f ′′ =⇒ f ′ ◦ k が一意に存在して

v u a⇒α
k

f

f ′⇒ζ

f ′′

= v u a
k

f

⇒ ξ

f ′′
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v u a b
k

f ′
p

⇒ζ

f ′′

= v u a b
k

f ′
p

a

⇒γ

f ′′

p

となる．

命題 10. 2-category Catにおける fibrationは，先に定義した fibration (Grothendieck
fibration)と一致する．

証明. 関手 P : A −→ B が Cat の 1-morphism として fibration であれば，P = P •
− : A = Cat(1, A) −→ Cat(1, B) = B が Grothendieck fibration である．故に
Grothendieck fibration P : A −→ B が Cat の 1-morphism として fibration である
ことを示せばよい．

その為に任意の圏 U，関手 F : U −→ A，G : U −→ B，自然変換 θ : G =⇒ PF を

取る．

U A B⇒θ

F

P

G

u ∈ U に対して θu : Gu −→ PFu である．今 P が Grothendieck fibration だから，
P -cartesianな射 αu : au −→ Fuが存在して P (αu) = θu とできる．

au Fu

Gu PFu

αu

θu

この au を使って F ′(u) := au と定義すると，この F ′ は関手 U −→ Aを与える．

. . . ) 圏 U の射 k : u −→ v に対して，次の図式から得られる射を F ′(k)と定義すれば
よい．

F ′(u)

F ′(v) Fv

Gu

Gv PFv

Fu

PFu

F ′(k)
αv

αu

Fk

Gk

θv

θu

PFk
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このとき，F ′ の定義から明らかに α : F ′ =⇒ F は自然変換で

U A B⇒α
F

F ′

P = U A B⇒θ

F

P

G

となる．この α が (Cat の 2-morphism の意味で) P -cartesian であることを示せばよ
い．その為に関手K : V −→ U，F ′′ : U −→ Aと自然変換 ξ : F ′′ =⇒ FK，γ : PF ′′ =⇒
PF ′K が

V U A B⇒α
K

F

F ′

p

A

⇒γ

F ′′

P

= V U A B

⇒ ξ
K

F
P

F ′′

を満たすとする．すると v ∈ V に対して P (αKv) ◦ γv = P (ξv)である．

F ′′v

F ′Kv FKv

PF ′′v

PF ′Kv PFKv

ζv

αKv

ξv

γv

P (αKv)

P (ξv)

αKv が P -cartesian だったから，ζv : F ′′v −→ F ′Kv が一意に存在して可換となる．こ

の ζv は自然変換 ζ : F ′′ =⇒ F ′K を与える．

. . . ) k : u −→ v に対して，定義から，次の二つの図式が可換である．

F ′′u

PF ′′u

F ′Ku FKu

PF ′Ku PFKu

F ′Kv FKv

PF ′Kv PFKv

ζu

ξu

γu

P (ξu)

αKu

P (αKu)

F ′Kk

FKk

PF ′Kk

PFKk

αKv

P (αKv)
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F ′′u

PF ′′u

F ′′v FKu

PF ′′v PFKu

F ′Kv FKv

PF ′Kv PFKv

F ′′k

ξu

PF ′′k

P (ξu)

P (ξv)

ξv

ζv

FKk

γv

PFKk

αKv

P (αKv)

故に αKv の普遍性から F ′Kk ◦ ζu = ζv ◦ F ′′k となり，ζ : F ′′ =⇒ F ′K が自然変換

であることが分かる．

また定義から明らかに

V U A⇒α
K

F

F ′⇒ζ

F ′′

= V U A
K

F
⇒ ξ

F ′′

V U A B
K

F ′
P

⇒ζ

F ′′

= V U A B
K

F ′
P

a

⇒γ

F ′′

P

を満たす

命題 11. 有限完備な 2-category C の 1-morphism p : a −→ bについて，以下は同値．

(1) pは fibration．
(2) 任意の j : x −→ bに対して，コンマ対象の普遍性から得られる i : j ↓= p −→ j ↓ p
は C/xにおける右随伴を持つ．

a b

j ↓ p x

j ↓= p

=⇒η

=
=

j

p

p0

p1

q0

q1

i

=

a b

x

j ↓= p

=
j

p

q0

q1
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(3) コンマ対象の普遍性から得られる i : a −→ idb ↓ pは C/bにおける右随伴を持つ．

a b

idb ↓ p b

a

=⇒η

=
=

idb

p

p0

p1

p

ida

i

=

a b

b

a

=
idb

p

p

ida

証明. (1 =⇒ 2) p : a −→ bが fibrationだから k : j ↓ p −→ aと p-cartesianな τ : k =⇒
p1 が存在して p ◦ k = j ◦ p0，p • τ = η となる．

a b

j ↓ p x

=
j

p

p0

p1 k⇐
τ

=

a b

j ↓ p x

=⇒η j

p

p0

p1

故に strict 2-pullback j ↓= pの 1-次元的普遍性から

a b

j ↓= p x

j ↓ p

=
=

=

j

p

q0

q1

p0

k

p1

r

⇒

τ =

a b

j ↓ p

x
=⇒η

j

p

p0

p1

となる．i ⊣ r を示せばよい．まず i, r の定義より

a b

j ↓ p x

j ↓= p

j ↓ p

=⇒η

=
=

j

p

p0

p1

q0

q1

i

p0

p1

r

⇒
τ

=

=

a b

x

j ↓ p

=⇒η

j

p

p0

p1

15



となるから，コンマ対象 j ↓ pの 2次元的普遍性により，ε : i ◦ r =⇒ idj↓p が一意に存在
して

a

j ↓ p

j ↓ p

⇐ε

p1

id i◦r

=

a

j ↓ p

⇐
τ

p1 k j ↓ p j ↓ p x⇒ ε
p0

id

i◦r

= j ↓ p x⇒id
p0

p0

となる．このとき

a b

x×b a x

j ↓ p

x×b a

=
⇒τ

=

j

p

q0

q1

p0

p1

r

q0

q1

i

=

=

=

a b

x

j ↓ p

x×b a

=⇒η

j

p

p0

p1

q0

q1

i

=

=

=

a b

x

x×b a

= j

p

q0

q1

となるから p • (τ • i) = idである．τ が p-cartesianだから τ • iも p-cartesianであり，
故に τ • i = p1 • (ε • i)は同型である．p0 • (ε • i) = idだから，コンマ対象の普遍性によ
り ε • iが同型とわかる．等式

a b

j ↓= p x

=
j

p

q0

k◦i q1⇐=
(τ•i)−1

=

a b

j ↓= p x

= j

p

q0

k◦i

16



から，strict 2-pullbackの 2次元的普遍性により η : id =⇒ r ◦ iが存在して

a

j ↓= p

j ↓= p

⇐η

q1

r◦i id

=

a

j ↓= p

⇐
(τ•i)−1

k◦i q1 j ↓= p j ↓= p x⇒ η
q0

r◦i

id

= j ↓= p x⇒id
q0

q0

となる．

(以下，書いてる途中)
(2 =⇒ 3) 明らか．
(3 =⇒ 1) 随伴 i ⊣ r : a −→ idb ↓ pの unit, counitを η, εとする．

(以下，書いてる途中)

定義. 2-category C の span a
q←− e p−→ bが two-sided discrete fibration

⇐⇒ 任意の u ∈ C に対して C(u, a) q•−←−− C(u, e) p•−−−→ C(u, b) が two-sided discrete
fibration．

この条件を具体的に書き下すと次のようになる:

(1) 任意の u ∈ C，f : u −→ e，g : u −→ a，φ : q ◦ f =⇒ g に対して，f ′ : u −→ eと

α : f =⇒ f ′ が一意に存在して q • φ = θ，p • φ = idとなる．

u

e
a q

f ′ f⇐
φ =

u

e
a

g

q

f

=⇒θ

u

e

bp

f ′ f⇐
φ = id

(2) 任意の u ∈ C，f ′ : u −→ e，g : u −→ b，θ : g =⇒ p ◦ f ′ に対して，f : u −→ eと

ψ : f =⇒ f ′ が一意に存在して q • ψ = id，p • ψ = θとなる．

u

e
a q

f ′ f⇐
ψ = id

u

e

bp

f ′ f⇐
ψ =

u

e

b

g

p

f ′ =⇒

θ

(3) α : f =⇒ f ′ : u −→ eとする．q • α : q ◦ f =⇒ q ◦ f ′ に対して条件 1を適用して
得られる φと，p • α : p ◦ f =⇒ p ◦ f ′ に対して条件 1を適用して得られる ψ を取

る．このとき cod(φ) = dom(ψ)であり ψ ∗ φ = αとなる．
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命題 12. 2-category Cat における two-sided discrete fibration は，先に定義した関手
の two-sided discrete fibrationと一致する．

証明. 略

命題 13. a
q←− e

p−→ b が two-sided discrete fibration のとき，p は fibration で q は

opfibrationである．

証明. p : e −→ bが fibrationであることを示す．任意の

u e b⇒θ

f
p

g

を取る．two-sided discrete fibrationの条件より，α : f ′ =⇒ f が存在して

u

e
a q

f f ′⇐
α = id

u

e

bp

f f ′⇐
α =

u

e

b

g

p

f =⇒

θ

となる．この αが p-cartesianであることを示せばよい．そこで

v u e a⇒α
k

f

f ′

p

e

⇒γ

f ′′

p

= v u e a

⇒ ξ
k

f
p

f ′′

が成り立つとする．two-sided discrete fibrationの条件を ξ に適用して

v

e
a q

h f ′′⇐
φ =

v

e
a

q◦f◦k

q

f ′′

=⇒q•ξ

v

e

bp

h f ′′⇐
φ = id

v

e
a q

f◦k h⇐
ψ = id

v

e

bp

f◦k h⇐
ψ =

v

e

b

p◦f ′′

p

f◦k =⇒

p•ξ
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v

e

f◦k
h

f ′′⇐
φ

⇐
ψ

=

v

e

f◦k f ′′⇐=
ξ

を満たすような h : v −→ e，φ : f ′′ =⇒ h，ψ : h =⇒ f ◦ k を得る．また γ から

u

e
a q

f ′◦k h′⇐
δ = id

u

e

bp

f ′◦k h′⇐
δ =

u

e

b

p◦f ′′

p

f ′◦k =⇒

γ

を満たす δ を得る．このとき

v

u

e

bp

f f ′⇐
α

k

h′⇐
δ

=

v

u

e

bp

f f ′⇐
α

k

p◦f ′′

=⇒

γ

=

v

u

e

bp

f

k

p◦f ′′

=⇒

p•ξ

v

u

e
a q

f f ′⇐
α

k

h′⇐
δ

= id

だから，ψ の一意性により

v

u

e

f f ′⇐
α

k

h′⇐
δ

=

v

u

e

f ⇐
ψ

k

h

であり，特に h = h′ となる．
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ζ := δ ∗ φとおく．このとき

v u a⇒α
k

f

f ′⇒ζ

f ′′

= v u a
k

f

⇒ψ
h ⇒

φ

f ′′

= v u a
k

f

⇒ ξ

f ′′

v u a b
k

f ′
p

⇒ζ

f ′′

= v u a b
k

f ′
p

a

⇒γ

f ′′

p

である．よって，このような ζ が一意であることを示せばよい．

一意であることを示すため，ζ ′ : f ′′ =⇒ f ′ ◦ k が

v u a⇒α
k

f

f ′⇒ζ′

f ′′

= v u a
k

f

⇒ ξ

f ′′

v u a b
k

f ′
p

⇒ζ′

f ′′

= v u a b
k

f ′
p

a

⇒γ

f ′′

p

を満たすとする．two-sided discrete fibrationの条件を ζ ′ に適用して

v

e
a q

h′′ f ′′⇐
φ′ =

v

e
a

q◦f ′◦k

q

f ′′

=⇒q•ζ′

v

e

bp

h′′ f ′′⇐
φ′ = id

v

e
a q

f ′◦k h′′⇐
ψ′ = id

v

e

bp

f ′◦k h′′⇐
ψ′ =

v

e

b

p◦f ′′

p

f ′◦k =⇒

γ

v

e

f◦k
h′′

f ′′⇐
φ′⇐

ψ′
=

v

e

f◦k f ′′⇐=
ζ′
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を満たすような h′′ : v −→ e，φ′ : f ′′ =⇒ h′′，ψ′ : h′′ =⇒ f ◦ k を得る．一意性により
ψ′ = δ である．また

v

e
a

q◦f◦k

q

f ′′

=⇒q•ξ

=

v

u

e
a q

f f ′⇐
α

k

f ′′⇐
ζ′

=

v

e
a

q◦f ′◦k

q

f ′′

=⇒

q•ζ′

だから φ′ = φである．故に ζ ′ = ψ′ ∗ φ′ = δ ∗ φ = ζ となる．

命題 14. a f−→ c
g←− b のときコンマ対象が与える span a

q←− g ↓ f p−→ b は two-sided
discrete fibrationである．

証明. u ∈ C に対して C(u,−)はコンマ対象と交換するから明らか．

定理 15. 任意の 1-morphism f : a −→ bは f = p◦g (p : c −→ bは fibration，g : a −→ c

は右随伴) の形で書ける．

証明. コンマ対象 idb ↓ f の普遍性から次の g : a −→ idb ↓ f を得る．

a b

idb ↓ f b

a

=⇒
=

=

idb

f

p

q

f

ida

g

=

a b

b

a

=⇒
idf

idb

f

f

ida

このとき f = p◦gで q ⊣ gである．また a
q←− idb ↓ f

p−→ bは two-sided discrete fibration
だから pは fibrationである．
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