
豊穣圏 (モノイダル圏が対称でも閉でもない場合)

alg-d
http://alg-d.com/math/kan_extension/

2023年 12月 24日

V -豊穣圏を考える際，V は完備かつ余完備な対称モノイダル閉圏であるという仮定を
したが，ここでは V が一般のモノイダル圏の場合にどうなるかということを述べる (これ
は [1]を参考にした)．目標は米田埋込を定義して米田の補題 (定理 7)を示すことである．

まず，この場合でも V -豊穣圏 C は全く同様に定義できる．
次に Cop を定義するが，これには対称性を使っていたからそのままではうまくいかな
い．そこで次のようなものを考える．

命題 1. モノイダル圏 〈V,⊗, I, α, λ, ρ〉に対して

⊗ := (V × V
成分を入れ替える関手−−−−−−−−−−−→ V × V

⊗−→ V )

αuvw := α−1
wvu

と定義すると 〈V,⊗, I, α, ρ, λ〉もモノイダル圏となる．

証明. モノイダル圏の 2条件は次のようになる．

x⊗ (w ⊗ (v ⊗ u))

x⊗ ((w ⊗ v) ⊗ u) (x⊗ w) ⊗ (v ⊗ u)

(x⊗ (w ⊗ v)) ⊗ u ((x⊗ w) ⊗ v) ⊗ u

id⊗α−1
wvu

α−1
x,w⊗v,u

α−1
xwv⊗id

α−1
x,w,v⊗u

α−1
x⊗w,v,u
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v ⊗ (I ⊗ u) (v ⊗ I) ⊗ u

v ⊗ u

α−1
vIu

ρv⊗uv⊗λu

従って成り立つ．

このモノイダル圏を V で表すことにする．このとき

命題 2. C を V -豊穣圏とする．Cop を

• Ob(Cop) := Ob(C)．
• Cop(a, b) := C(b, a)．
• 合成は

Cop(b, c) ⊗ Cop(a, b) = C(c, b) ⊗ C(b, a)
= C(b, a) ⊗ C(c, b)
mcba−−−→ C(c, a)
= Cop(a, c)

とする．
• 恒等射は ja : I → C(a, a) = Cop(a, a)とする．

により定義すれば，これは V -豊穣圏 Cop を与える．

証明. V -豊穣圏 Cop の条件を書き下すと次の 3つの図式となるから，明らかに成り立つ．

C(b, a) ⊗
(
C(c, b) ⊗ C(d, c)

) (
C(b, a) ⊗ C(c, b)

)
⊗ C(d, c)

C(b, a) ⊗ C(d, b) C(c, a) ⊗ C(d, c)

C(d, a)

id⊗mdcb

mdba

α−1

mcba⊗id

mdca

C(b, a) ⊗ I C(b, a)

C(b, a) ⊗ C(b, b)

ρ

id⊗jb
mbba

I ⊗ C(b, a) C(b, a)

C(a, a) ⊗ C(b, a)

λ

ja⊗id mbaa
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次に V を定義したいが，これはモノイダル閉であることを使っていたからそのままで
はうまくいかない．そこで V -豊穣圏の代わりに V -加群というものを考える．

定義. V -加群とは組 〈M,�, φ, ψ〉であって

(1) M は圏であり � : V ×M → M は関手である．
(2) φは次の自然同型である．

V × V ×M V ×M

V ×M M

=⇒φ

id×�

�⊗×id

�

(3) ψ は次の自然同型である．

1 ×M

V ×M M

=⇒ψ
I×id

�

∼=

(4) u, v, w ∈ V，m ∈ M に対して次の図式が可換である．

((u⊗ v) ⊗ w) �m

(u⊗ (v ⊗ w)) �m (u⊗ v) � (w �m)

u� ((v ⊗ w) �m) u� (v � (w �m))

αuvw�m

φu,v⊗w,m

id�φvwm

φu⊗v,w,m

φu,v,w�m

(u⊗ I) �m u� (I �m)

u�m

φuIm

u⊗ψmρu⊗m

※ M を V -加群とする．対象 m,n ∈ M に対して関手 HomM (− � m,n) が表現
可能であるとする．このとき HomM (− � m,n) ∼= HomM (−,M(m,n)) と書くと，
M(m,n) は copower を持つ V -豊穣圏M を定めることがわかる．逆に copower を
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持つ V -豊穣圏M があれば，その copower により V -加群が得られる．この意味で
V -加群は V -豊穣圏Mと似たようなものである．

例 3. 〈V,⊗, α, λ〉は V -加群である．同様にして V は V -加群となる．

定義. C を V -豊穣圏，M を V -加群とする．V -関手 F : C → M とは

(1) 各対象 a ∈ C に対して，対象 Fa ∈ M が与えられている．
(2) a, b ∈ C に対して，M の射 Fab : C(a, b) � Fa → Fbが与えられている．
(3) a, b, c ∈ C に対して次の図式が可換である．

(C(b, c) ⊗ C(a, b)) � Fa C(b, c) � (C(a, b) � Fa)

C(b, c) � Fb

C(a, c) � Fa Fc

φ

id�Fab

Fbc

mabc�id

Fac

(4) a ∈ C に対して次の図式は可換である．

I � Fa C(a, a) � Fa

Fa

ja�id

Faa

ψ

定義. F,G : C → M を V -関手とする．V -自然変換 θ : F ⇒ G とは M の射の族 θ =
{θa : Fa → Ga}a∈C であって，任意の a, b ∈ C に対して次の図式が可換となるもので
ある．

C(a, b) � Fa C(a, b) �Ga

Fb Gb

id�θa

GabFab

θb

定義. V -関手 F : C → M と V -自然変換のなす圏を FunV (C,M)と書く．

定義. V -豊穣圏 C に対して P (C) := FunV (Cop, V )と書く．

4



F ∈ P (C)とするとき，定義を書き下すと，a, b ∈ C に対して Fba : Fb⊗ C(a, b) → Fa

であり，これは

Fc⊗ (C(b, c) ⊗ C(a, b)) (Fc⊗ C(b, c)) ⊗ C(a, b)

Fb⊗ C(a, b)

Fc⊗ C(a, c) Fa

α−1

Fcb⊗id

Fba

id⊗mabc

Fca

Fa⊗ I Fa⊗ C(a, a)

Fa

id⊗ja

Faa
ρ

を可換とするものである．

命題 4. V -豊穣圏 C に対して P (C)は V -加群となる．

証明. 関手 � : V × P (C) → P (C)を以下のように定める．

• x ∈ V，F ∈ P (C)に対して x� F ∈ P (C)を以下のように定める．
b a ∈ C に対して (x� F )(a) := x⊗ (Fa)
b a, b ∈ C に対して，V の射 (x� F )ab : (x� F )(b) ⊗ C(a, b) → (x� F )(a)を

(x⊗ Fb) ⊗ C(a, b) α−→ x⊗ (Fb⊗ C(a, b)) idx⊗Fba−−−−−→ x⊗ Fa

で定める．
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b このとき x� F ∈ P (C)である．実際

(x⊗ Fc) ⊗ (C(b, c) ⊗ C(a, b))

(x⊗ Fc) ⊗ C(a, c)

x⊗ (Fc⊗ C(a, c))

x⊗ (Fc⊗ (C(b, c) ⊗ C(a, b)))

x⊗ ((Fc⊗ C(b, c)) ⊗ C(a, b))

((x⊗ Fc) ⊗ C(b, c)) ⊗ C(a, b)

(x⊗ (Fc⊗ C(b, c))) ⊗ C(a, b)

(x⊗ Fb) ⊗ C(a, b)

x⊗ (Fb⊗ C(a, b))

x⊗ Fa

id⊗mabc

α

id⊗α−1

α⊗id

(id⊗Fcb)⊗id

α

id⊗Fba

α−1

α

id⊗(id⊗mabc)

id⊗Fca

α

id⊗(Fcb⊗id)

(x⊗ Fa) ⊗ I (x⊗ Fa) ⊗ C(a, a)

x⊗ (Fa⊗ I) x⊗ (Fa⊗ C(a, a))

x⊗ Fa

id⊗ja

α

id⊗Faa

α

id⊗(id⊗ja)

ρ

id⊗ρ

は可換である．
• f : u → v を V の射，θ : F ⇒ Gを P (C)の射とするとき，(f � θ)a := f � θa と
定めると f � θ : u� F ⇒ v �Gは P (C)の射である．

. . . ) 次の図式が可換だからである．

(u⊗ Fb) ⊗ C(a, b) (v ⊗Gb) ⊗ C(a, b)

u⊗ (Fb⊗ C(a, b)) v ⊗ (Gb⊗ C(a, b))

u⊗ Fa v ⊗Ga

(f⊗θb)⊗id

αα

f⊗(θb⊗id)

id⊗Gbaid⊗Fba

f⊗θa

• 明らかにこの �は関手である．
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自然同型
V × V × P (C) V × P (C)

V × P (C) P (C)
=⇒φ

id×�

�⊗×id

�

を，u, v ∈ V，F ∈ P (C)，a ∈ C に対して

(φuvF )a := αuvFa : (u⊗ v) ⊗ Fa → u⊗ (v ⊗ Fa)

により定める．また自然同型 ψ を

(ψF )a := λFa : I ⊗ Fa → Fa

により定める．これにより 〈P (C),�, φ, ψ〉が V -加群であることを示そう．即ち u, v, w ∈
V と F ∈ P (C)に対して次の図式が可換であることを示す．

((u⊗ v) ⊗ w) � F

(u⊗ (v ⊗ w)) � F (u⊗ v) � (w � F )

u� ((v ⊗ w) � F ) u� (v � (w � F ))

αuvw�id

φu,v⊗w,F

id�φvwF

φu⊗v,w,F

φu,v,w�F

(u⊗ I) � F u� (I � F )

u� F

φuIF

u⊗ψFρu⊗F

そのためには a ∈ C に対して

((u⊗ v) ⊗ w) ⊗ Fa

(u⊗ (v ⊗ w)) ⊗ Fa (u⊗ v) ⊗ (w ⊗ Fa)

u⊗ ((v ⊗ w) ⊗ Fa) u⊗ (v ⊗ (w ⊗ Fa))

αuvw⊗id

αu,v⊗w,F a

id⊗αvwF a

αu⊗v,w,F a

αu,v,w⊗F a
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(u⊗ I) ⊗ Fa u⊗ (I ⊗ Fa)

u⊗ Fa

αuIF a

u⊗λF aρu⊗Fa

が可換であることを示せばよいが，それはモノイダル圏の条件から成り立つ．

命題 5. s ∈ C に対して a 7→ C(a, s)は V -関手 F : Cop → V を定める．

証明. a ∈ C に対して Fa := C(a, s) として，a, b ∈ C に対して Fab := mabs : C(b, s) ⊗
C(a, b) → C(a, s)と定める．このとき

C(c, s) ⊗ (C(b, c) ⊗ C(a, b)) (C(c, s) ⊗ C(b, c)) ⊗ C(a, b)

C(b, s) ⊗ C(a, b)

C(c, s) ⊗ C(a, c) C(a, s)

α−1

Fbc⊗id

Fab

id⊗mabc

Fac

C(a, s) ⊗ I C(a, s) ⊗ C(a, a)

C(a, s)

id⊗ja

Faa
ρ

は可換だからこの F は V -関手である．

この V -関手を y(s)と書く．

命題 6. a 7→ y(a)は V -関手 y : C → P (C)を定める．

証明. a, b ∈ C に対して P (C)の射 yab : C(a, b) � y(a) → y(b)を

(yab)c := mcab : C(a, b) ⊗ C(c, a) → C(c, a)
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により定める．このとき

(C(b, c) ⊗ C(a, b)) � y(a) C(b, c) � (C(a, b) � y(a))

C(b, c) � y(b)

C(a, c) � y(a) y(c)

φ

id�yab

ybc

mabc�id

yac

I � y(a) C(a, a) � y(a)

y(a)

ja�id

yaa

ψ

が可換であることを示せばよい．そのためには成分ごとに示せばよいから，d ∈ C に対
して

(C(b, c) ⊗ C(a, b)) ⊗ C(d, a) C(b, c) ⊗ (C(a, b) ⊗ C(d, a))

C(b, c) ⊗ C(d, b)

C(a, c) ⊗ C(d, a) C(d, c)

α

id⊗mdab

mdbc

mabc⊗id

mdac

I ⊗ C(d, a) C(a, a) ⊗ C(d, a)

C(d, a)

ja⊗id

mdaa

λ

が可換であることを示せばよい．これは V -豊穣圏の条件である．

定理 7 (米田の補題). 自然同型 HomP (C)(− � y(a), F ) ∼= HomV (−, Fa)が成り立つ．

証明. u ∈ V について自然な全単射 θu : HomP (C)(u � y(a), F ) ∼= HomV (u, Fa)を定義
する．そのために β : u� y(a) ⇒ F に対して

θu(β) := (u ρ−1
u−−→ u⊗ I

id⊗ja−−−−→ u⊗ C(a, a) βa−→ Fa)

と定義する．この写像 θu は u ∈ V について自然である．
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. . . ) f : u → v に対して次の図式が可換であることを示せばよい．

HomP (C)(u� y(a), F ) HomV (u, Fa)

HomP (C)(v � y(a), F ) HomV (v, Fa)

θu

−◦f−◦(f�y(a))

θv

β ∈ HomP (C)(v � y(a), F )とすると，定義より β ◦ (f � y(a))は

(β ◦ (f � y(a)))b = (u⊗ C(b, a) f⊗id−−−→ v ⊗ C(b, a) βb−→ Fb)

で与えられる．従って次の図式の可換性から θv(β ◦ (f � y(a))) = θu(β) ◦ f が分
かる．

u

v

u⊗ I

v ⊗ I

u⊗ C(a, a)

v ⊗ C(a, a)

Fa

f f⊗id f⊗id

βa

ρ−1

ρ−1

id⊗ja

id⊗ja

θu が全単射であることを示せばよい．そのために k : u → Fa，b ∈ C に対して

σu(k)b := (u⊗ C(b, a) k⊗id−−−→ Fa⊗ C(b, a) Fab−−→ Fb)

と定める．σu(k) : u� y(a) ⇒ F である．
. . . ) 任意の b, c ∈ C に対して次の図式が可換だからである．

(u⊗ C(b, a)) ⊗ C(c, b)

u⊗ (C(b, a) ⊗ C(c, b))

u⊗ C(c, a)

(Fa⊗ C(b, a)) ⊗ C(c, b)

Fa⊗ (C(b, a) ⊗ C(c, b))

Fa⊗ C(c, a)

Fb⊗ C(c, b)

Fc

α

id⊗mcba

α

id⊗mcba

Fbc

(k⊗id)⊗id

k⊗(id⊗id)

k⊗id

Fab⊗id

Fac
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θ−1
u = σu であることを示そう．まず k : u → Faに対して

θu(σu(k)) = (u ρ−1
u−−→ u⊗ I

id⊗ja−−−−→ u⊗ C(a, a) σu(k)a−−−−→ Fa)

= (x ρ−1
u−−→ u⊗ I

id⊗ja−−−−→ u⊗ C(a, a) k⊗id−−−→ Fa⊗ C(a, a) Faa−−→ Fa)

であるが
u u⊗ I u⊗ C(a, a)

Fa⊗ I

Fa⊗ C(a, a)

Fa

Faa

ρ−1

k

id⊗ja

k⊗id

k⊗id

id⊗ja

ρ

が可換だから θu(σu(k)) = k である．
次に β : u� y(a) ⇒ F に対して

σu(θu(β))b = (u⊗ C(b, a) θu(β)⊗id−−−−−−→ Fa⊗ C(b, a) Fab−−→ Fb)

= (u⊗ C(b, a) ρ−1
u ⊗id−−−−−→ (u⊗ I) ⊗ C(b, a)

(id⊗ja)⊗id−−−−−−−→ (u⊗ C(a, a)) ⊗ C(b, a)
βa⊗id−−−−→ Fa⊗ C(b, a) Fab−−→ Fb)

であるが

u⊗ C(b, a) (u⊗ I) ⊗ C(b, a)

u⊗ (I ⊗ C(b, a))

u⊗ C(b, a)

(u⊗ C(a, a)) ⊗ C(b, a)

u⊗ (C(a, a) ⊗ C(b, a))

u⊗ C(b, a)

Fa⊗ C(b, a)

Fb

α

id⊗λ

α

id⊗mbaa

Fab

ρ−1⊗id

id

(id⊗ja)⊗id

id⊗(ja⊗id)

id

βa⊗id

βb

が可換だから σu(θu(β))b = βb である．
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