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大雑把に言えば，CAT での internal category が double category である．ここでは
少し条件を弱めた pseudo double categoryを扱う．
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1 psuedo double category

定義. pseudo double category Dとは

(1) 圏 D0, D1 が与えられている．
(2) 関手 L,R : D1 → D0，U : D0 → D1 が与えられている．
(3) 関手� : D1 ×D0 D1 −→ D1 が与えられている．但しD1 ×D0 D1 は次の pullback
である．

D1 ×D0 D1 D1

D1 D0

PL

LPR

R

(4) L ◦ U = id，R ◦ U = id，L ◦ � = L ◦ PR，R ◦ � = R ◦ PL である．

1

http://alg-d.com/math/kan_extension/


(5) 次の自然同型 α, λ, ρが与えられている．

D1 ×D0 D1 ×D0 D1

D1 ×D0 D1 D1 ×D0 D1

D1

=⇒
α

∼

�×id

�

id×�

�

D0 ×D0 D1 D1

D1 ×D0 D1

λ =⇒ ∼

∼=

U×id �

D1 ×D0 D0 D1

D1 ×D0 D1

ρ

=⇒ ∼

∼=

id×U �

(6) 次の自然変換の等式が成り立つ．(D2 := D1 ×D0 D1，D3 := D1 ×D0 D1 ×D0 D1

などと書いた．)

D4

D3 D3

D3

D2 D2

D1

�×id×id

�×id

id×�×id

id×id×�

id×�
=⇒
α×id

=⇒
id×α

�×id

�

id×�

�
=⇒
α

=

D4

D3 D3

D2

D2 D2

D1

�×id×id

id×�

id×id×�

�×id
=

�×id

�

�

id×�

�

=⇒
α

=⇒
α

(7) 次の自然変換の等式が成り立つ．

D2

D3

D2 D2

D1

�×id

�

id×�

�
=⇒
α

id idid×U×id

=⇒
ρ−1×id

=⇒
id×λ

=

D2

D2 D2

D1
� �

id id

=
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(8) L • α,L • λ,L • ρ,R • α,R • λ,R • ρは全て恒等変換である．

圏 D0 の対象を D の対象 (object)，D0 の射を D の垂直射 (vertical morphism) とい
う．通常の射と同様，垂直射も記号 f : a → bで表す．また垂直射の合成とは D0 での合
成のことであり，◦で表す．
圏 D1 の対象を D の水平射 (horizontal morphism) という．J を水平射とするとき，

L(J) ∈ Ob(D0)を J の domain，R(J) ∈ Ob(D0)を J の codomainという．L(J) = a，
R(J) = bのとき記号で J : a −7−→ bと書く．
D1の射をDの cellという．βを cellとするとき，D1の射としての domain, codomain
を horizontal source, horizontal targetといい，また L(β) ∈ Mor(D0)，R(β) ∈ Mor(D0)
を vertical source, vertical targetという．
今 βの horizontal source, horizontal targetが J : a −7−→ u，K : b −7−→ vで vertical source,

vertical targetが f, g であるとする．即ち L(β) = f，R(β) = g である．すると L,Rが
関手だから f : a → b，g : u → v となる．

a J u

b K v

D0 D1 D0

L R

βf g

そこでこのような状況のときは図式で

a u

b v

⇓β

J

gf

K

と表す．
β, γ を次の cellとする．

a u

b v

⇓β

J

gf

K

b v

c w

⇓γ

K

kh

M
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このときD1の合成により定まる cell γ◦βを垂直合成という．(Lが関手なのでL(γ◦β) =
L(γ) ◦ L(β)である．Rも同様．)

a u

c w

⇓γ◦β

J

k◦gh◦f

M

=

a u

b v

c w

⇓β

J

gf

K

⇓γ kh

M

更に
c w

d x

⇓σ

M

qp

N

も cellとする．このとき D0, D1 は圏だから結合律が成り立ち，等式

a u

c w

d x

⇓γ◦β

J

k◦gh◦f

M

⇓σ qp

N

=

a u

b v

d x

⇓β

J

gf

K

⇓σ◦γ q◦kp◦h

N

が成り立つ．よって，β, γ, σ の合成を

a u

b v

c w

d x

⇓β

J

gf

K

⇓γ kh

M

⇓σ qp

N
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で表しても特に問題はない．
水平射 J : a −7−→ u，即ち対象 J ∈ D1 に対して (圏 D1 における)恒等射 idJ を考える．

L,Rは関手だから L(idJ) = ida，R(idJ) = idu である．よって idJ は次のような cellで
ある．

a u

a u

⇓idJ

J

iduida

J

idJ は D1 の恒等射だから

a u

b v

b v

⇓β

J

gf

K

⇓idK
idvidb

K

=

a u

b v

⇓β

J

gf

K

a u

a u

b v

⇓idJ

J

iduida

J

⇓β gf

K

=

a u

b v

⇓β

J

gf

K

となる．
cell β が同型とは，D1 の射として同型であることをいう．即ち，ある cell β−1 が存在
して β ◦ β−1 = id，β−1 ◦ β = idとなることである．β, β−1 を

a u

b v

⇓β

J

gf

K

b v

a u

⇓β−1

K

kh

J

とすれば

a u

b v

a u

⇓β

J

gf

K

⇓β−1 kh

J

=

a u

a u

⇓idJ

J

iduida

J

b v

a u

b v

⇓β−1

K

kh

J

⇓β gf

K

=

b v

b v

⇓idK

K

idvidb

K

となる．従って f, g, h, k も (D0 の) 同型射であり f−1 = h，g−1 = k となる．つまり，
同型な cellの vertical sourceと vertical targetは同型である．
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次に β, γ を次の cellとする．

a u

b v

⇓β

J

gf

K

u s

v t

⇓γ

M

hg

N

R(β) = L(γ)だから 〈β, γ〉 ∈ D1 ×D0 D1 であり PR(〈β, γ〉) = β，PL(〈β, γ〉) = γ とな
る．関手 � : D1 ×D0 D1 → D1 により定まる cell β � γ を水平合成という．定義により
L ◦ � = L ◦ PR，R ◦ � = R ◦ PL だから L(β � γ) = L(β)，R(β � γ) = R(γ)となる．

a s

b t

⇓β�γ

J�M

hf

K�N

=
a u s

b v t

⇓β ⇓γ

J

gf

K

M

h

N

また次の図式の状況のとき
a u s

b v t

c w x

⇓β

J

gf

K

⇓σ

N

p

P

⇓γ kh

M

⇓τ q

Q

�が関手だから (γ ◦ β) � (τ ◦ σ) = (γ � τ) ◦ (β � σ)が成り立つ．

a u s

c w x

⇓γ◦β

J

k◦gh◦f

M

⇓τ◦σ

N

q◦p

Q

=

a s

b t

c x

⇓β�σ

J�N

pf

K�P

⇓γ�τ qh

M�Q

次に
a u

b v

⇓β

J

gf

K

u s

v t

⇓γ

M

hg

N

s w

t x

⇓σ

P

kh

Q
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を cellとすると，二通りの水平合成 (β � γ) � σ と β � (γ � σ)を考えることができる．
この合成の「結合律」を与えるのが α である．今 〈J,M,P 〉 ∈ D1 ×D0 D1 ×D0 D1 で
あるから，αJMP は D1 の射，即ち cell である．また L • α = id，R • α = id だから
L(αJMP ) = ida，R(αJMP ) = idd となる．図式で書くと次のようになる．(但し，idは
等号で表した．以降も同様とする．)

a w

a w

⇓αJMP

(J�M)�P

J�(M�P )

また αが自然変換であることから

(J �M) � P J � (M � P )

(K �N) �Q K � (N �Q)

αJMP

β�(γ�σ)(β�γ)�σ

αKNQ

が可換である．これは Dの図式で書けば

a s w

b t x

b v x

⇓β�γ

J�M

hf

K�N

⇓σ

P

k

Q

⇓αKNQ

K N�Q

=

a s w

a u w

b v x

⇓αJMP

J�M P

J M�P

⇓β gf

K

⇓γ�σ k

N�Q

(1)

である．更に条件 6により a b c d e
J K M N に対して

a d e

a d e

a b e

a b e

⇓αJKM

(J�K)�M

J�(K�M)

⇓id

N

N

⇓αJ,K�M,N

J (K�M)�N
⇓id

J

⇓αKMN

K�(M�N)

=

a d e

a c e

a b e

⇓αJ�K,M,N

(J�K)�M N

J�K M�N

⇓αJ,K,M�N

J K�(M�N)

(2)
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が成り立つ．
a ∈ D を対象とする．U : D0 → D1 が関手だから Ua は水平射である．LU = id，

RU = idだから Ua : a −7−→ aとなる．更に f : a → bを垂直射とすると Uf は

a a

b b

⇓Uf

Ua

ff

Ub

の形の cellである．また ida : a → aに対して U(ida) = idUa である．
J : a −7−→ bとすると，αの場合と同様にして，λJ , ρJ は次のような同型な cellである．

a a b

a b

⇓λJ

Ua J

J

a b b

a b

⇓ρJ

J Ub

J

故に Uaは idの役割を持つ水平射である．そこで以降では，Uaも単に等号で表す．λ, ρ
が自然変換だから，cell

a u

b v

⇓β

J

gf

K

に対して
a a u

b b v

b v

⇓Uf ff ⇓β

J

g

K

⇓λK

K

=

a a u

a u

b v

⇓λJ

J

J

⇓β gf

K

(3)

a u u

b v v

b v

⇓β

J

gf

K

⇓Ug g

⇓ρK

K

=

a u u

a u

b v

⇓ρJ

J

J

⇓β gf

K

(4)
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が成り立つ．また条件 7により a u s
J K に対して

a u s

a u s

a u s

a u s

⇓ρ−1
J

J

J�Uu

⇓id

K

K

⇓αJ,Uu,K

J Uu�K
⇓id

J

⇓λK

K

=

a u s

a u s

⇓idJ�K

J K

J K

(5)

が成り立つ．
水平射 J : a −7−→ uに対して cell ιJ , ι′J を

a a u

a u u

⇓ ιJ

J

J

=

a a u

a u

a u u

⇓λJ

⇓ ρ−1
J

J

J

J

a u u

a a u

⇓ ι′J

J

J

=

a u u

a u

a a u

⇓ρJ

⇓λ−1
J

J

J

J

で定義しておく．
bicategoryの場合と同様に，次の補題が成り立つ．
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補題 6. 水平射 J : a −7−→ u，K : u −7−→ sに対して等式

a s s

a u s

a u s

⇓αJKUa

J�K

J K�Ua

⇓id

J

⇓ρK

K

=

a s s

a u s

⇓ρJ�K

J�K

J K

が成り立つ．

証明. 省略

補題 7. λUa = ρUa である．
a a a

a a

⇓λUa
=

a a a

a a

⇓ρUa

証明. ρの自然性から等式

a a a

a a a

a a

⇓ρUa

Ua�Ua

⇓U id

⇓ρUa

=

a a a

a a a

a a

⇓ρUa�Ua

Ua�Ua

⇓ρUa

が成り立つ．ここで ρUa は同型だから

a a a

a a a

⇓ρUa

Ua�Ua

⇓U id =
a a a

a a a

⇓ρUa�Ua

Ua�Ua

となる．
a a a

a a a

a a a

⇓α

Ua�Ua

Ua�Ua

⇓id ⇓λUa

=

a a a

a a a

⇓ρUa

Ua�Ua

⇓U id
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=

a a a

a a a

⇓ρUa�Ua

Ua�Ua

=

a a a

a a a

a a a

⇓α

Ua�Ua

Ua�Ua

⇓id ⇓ρUa

命題 8. pseudo double category D に対して，次のように定義すると V(D) は strict
2-categoryになる．(V(D)を vertical 2-categoryという．)

• V(D)の対象は Dの対象とする．
• V(D)の 1-morphismは Dの垂直射とする．
• V(D)の 2-morphismは次の形の cellとする．

a a

b b

⇓β gf

但しこのとき dom(β) = f，cod(β) = g とする．
• 1-morphismの合成は垂直射の合成とする．
• 2-morphism β : f ⇒ g，γ : g ⇒ hの垂直合成 γ ∗β は ρUa ◦ (β� γ) ◦λ−1

Ua とする．

a a

b b

⇓γ∗β hf :=

a a

a a a

b b b

b b

⇓λ−1

⇓β ⇓γ

⇓ρ

gf h

• 2-morphismの水平合成は D1 の合成とする．

証明. まず a, b ∈ Dに対して V(D)(a, b)は圏である．
. . . ) まず結合律を示す．そのために f, g, h, k : a → b として β : f ⇒ g，γ : g ⇒ h，
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σ : h ⇒ k とする．このとき

a a

b b

⇓σ∗(γ∗β) kf =

a a

a a a

a a a

b b b

b b b

b b

⇓λ−1

⇓λ−1

Ua�Ua

⇓id

⇓β�γ hf

Ua�Ua

⇓σ k

⇓ρ ⇓id

⇓ρ

=

a a

a a a

a a a

a a a

b b b

b b b

b b b

b b

⇓λ−1

⇓ρ−1

Ua�Ua

⇓id

⇓α
Ua�Ua

⇓β gf ⇓γ�σ k

Ua�Ua
⇓α−1

Ua�Ua

⇓λ ⇓id

⇓ρ

=

a a

a a a

a a a

b b b

b b b

b b

⇓λ−1

⇓id ⇓λ−1

Ua�Ua

⇓β gf ⇓γ�σ k

Ua�Ua

⇓id ⇓ρ

⇓ρ

= (σ ∗ γ) ∗ β

だから結合律が成り立つ．
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恒等射については，idf := Uf と定義すれば

β ∗ idf =

a a

a a a

b b b

b b

⇓λ−1

⇓idf ff ⇓β g

⇓ρ

=

a a

b b

b b b

b b

⇓β gf

⇓λ−1

⇓ρ

= β

idg ∗ β =

a a

a a a

b b b

b b

⇓λ−1

⇓β gf ⇓idg g

⇓ρ

=

a a

a a a

a a

b b

⇓λ−1

⇓ρ

⇓β gf

= β

となるから成り立つ．

水平合成は関手Mabc : V(D)(b, c) × V(D)(a, b) → V(D)(a, c)を定める．
. . . ) V(D)において次の状況のとき (τ ∗ σ) • (γ ∗ β) = (τ • γ) ∗ (σ • β) を示す．

a b c⇐β

⇐γ

⇐σ

⇐τ

f

g

h

k

l

m
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即ち
a a

b b

c c

⇓γ∗β hf

⇓τ∗σ mk

=

a a

a a a

c c c

c c

⇓λ−1

⇓σ•β ⇓τ•γ

⇓ρ

l◦g
k◦f m◦h

を示せばよいがそれは明らか．

このM は明らかに次の可換図式を満たす．

V(D)(c, d) × V(D)(b, c) × V(D)(a, b)

V(D)(b, d) × V(D)(a, b) V(D)(c, d) × V(D)(a, c)

V(D)(a, d)

=

Mbcd×id

Mabd

id×Mabc

Macd

1 × V(D)(a, b) V(D)(a, b)

V(D)(b, b) × V(D)(a, b)

=

∼=

Ib×id Mabb

V(D) × 1 V(D)(a, b)

V(D)(a, b) × V(D)(a, a)

=

∼=

id×Ia
Maab

従って V(D)は strict 2-categoryである．

命題 9. pseudo double category Dに対して，次のように定義するとH(D)は bicategory
になる．(H(D)を horizontal bicategoryという．)

• H(D)の対象は Dの対象とする．
• H(D)の 1-morphismは Dの水平射とする．
• H(D)の 2-morphismは次の形の cellとする．

a b

a b

⇓β

J

K
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但しこのとき dom(β) = J，cod(β) = K とする．
• 1-morphism a b c

J K に対して合成をK ◦ J := J �K で定める．
• 2-morphismの垂直合成は D1 の合成とする．

• 2-morphism a b c⇐ β ⇐ γ
J

K

M

N

に対して水平合成を γ • β := β � γ で

定める．

証明. まず a, b ∈ Dに対してH(D)(a, b)は圏である．
. . . ) H(D)(a, b)の合成は圏 D1 の合成であるから明らか．

次に水平合成は関手Mabc : H(D)(b, c) × H(D)(a, b) → H(D)(a, c)を定める．
. . . ) H(D)において次の状況のとき (τ ∗ σ) • (γ ∗ β) = (τ • γ) ∗ (σ • β) を示す．

a b c⇐β

⇐γ

⇐σ

⇐τ

J

K

M

N

P

Q

即ち
a s v

a s v

⇓γ◦β

J

M

⇓τ◦σ

N

Q

=

a v

a v

a v

⇓β�σ

J�N

K�P

⇓γ�τ

M�Q

を示せばよいがそれは Dが pseudo double categoryであるから成り立つ．

1-morphism a b c d
J K M に対して α′

MKJ : (M ◦ K) ◦ J ⇒ M ◦ (K ◦ J) を
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α′
MKJ := α−1

JKM で定める．これは自然同型

H(D)(c, d) × H(D)(b, c) × H(D)(a, b)

H(D)(b, d) × H(D)(a, b) H(D)(c, d) × H(D)(a, c)

H(D)(a, d)

=⇒
α′

∼

Mbcd×id

Mabd

id×Mabc

Macd

を与える．
. . . ) α′

MKJ はH(D)(a, d)の同型射である．よってH(D)において

a b c d⇐ β ⇐ γ ⇐ σ
J

K

M

N

P

Q

のとき
(P ◦M) ◦ J P ◦ (M ◦ J)

(Q ◦N) ◦K Q ◦ (N ◦K)

α′
P MJ

σ•(γ•β)(σ•γ)•β

α′
QNK

が可換であることを示せばよい．これは定義より Dの図式で描けば

a b d

a c d

a c d

⇓α−1
JMP

J M�P

J�M P

⇓β�γ

K�N

⇓σ

N�Q

=

a b d

a b d

a c d

⇓β

J

K

⇓γ�σ

M�P

N�Q
⇓α−1

KNQ

K�N Q

となるが，これは (1)より成り立つ．
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1-morphism a b
J に対して λ′

J := ρJb，ρ′
J := λaJ と定める．これは自然同型

1 × H(D)(a, b) H(D)(a, b)

H(D) × H(D)(a, b)

λ′

=⇒ ∼

∼=

Ib×id Mabb

H(D)(a, b) × 1 H(D)(a, b)

H(D)(a, b) × H(D)(a, a)

ρ′

=⇒ ∼

∼=

id×Ia
Maab

を与える．
. . . ) λ′

J , ρ
′
J はH(D)(a, b)の同型射である．よってH(D)における 2-morphism

a b⇐ β
J

K

に対して
idb ◦ J J

idb ◦K K

λ′
J

βid•β

λ′
K

J ◦ ida J

K ◦ ida K

ρ′
J

ββ•id

ρ′
K

が可換であることを示せばよい．これは定義より Dの図式で描けば

a u u

b v v

b v

⇓β

J

gf

K

⇓Ug g

⇓ρK

K

=

a u u

a u

b v

⇓ρJ

J

J

⇓β gf

K

a a u

b b v

b v

⇓Uf ff ⇓β

J

g

K

⇓λK

K

=

a a u

a u

b v

⇓λJ

J

J

⇓β gf

K

となるが，これは (3)と (4)により成り立つ．
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このとき次の自然変換の等式が成り立つ．

Hedcba

Hecba Hedca

Hedba

Heba Heda

Hea

Mcde×id×id

Mbce×id

id×Mbcd×id

id×id×Mabc

id×Macd
===⇒
α′×id

===⇒
id×α′

Mbde×id

Mabe

id×Mabd

Made

===⇒
α′

=

Hedcba

Hecba Hedca

Hace

Heba Heda

Hea

Mcde×id×id

id×Mabc

id×id×Mabc

Mcde×id

===

Mbce×id

Mabe

Mace

id×Macd

Made

===⇒
α′

===⇒
α′

. . . ) H(D)の 1-morphism a
J−→ b

K−→ c
M−→ d

N−→ eに対して

(N • α′
MKJ) ∗ α′

N,M◦K,J ∗ (α′
NMK • J) = α′

N,M,K◦J ∗ α′
N◦M,K,J

を示せばよい．即ち定義より

a b e

a b e

a d e

a d e

⇓id

J

J

⇓α−1
KMN

K�(M�N)

(K�M)�N

⇓α−1
J,K�M,N

J�(K�M) N

⇓α−1
JKM

(J�K)�M

⇓id

N

=

a b e

a c e

a d e

⇓α−1
J,K,M�N

J K�(M�N)

J�K M�N

⇓α−1
J�K,M,N

(J�K)�M N

を示せばよいがこれは (2)より成り立つ．
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また次の自然変換の等式が成り立つ．

Hcba

Hcbba

Hcba Hcba

Hca

Mbbc×id

Mabc

id×Mabb

Mabc

===⇒
α′

id id
id×Ib×id

===⇒
(ρ′)−1×id

===⇒
id×λ′

=

Hcba

Hcba Hcba

Hca
Mabc Mabc

id id

===

. . . ) H(D)の 1-morphism a
J−→ b

K−→ cに対して

(K • λ′
J) ∗ α′

KidbJ
∗ ((ρ′

K)−1 • J) = id

を示せばよい．即ち定義より

a u s

a u s

a u s

a u s

⇓ρ−1
J

J

J�Uu

⇓id

K

K

⇓αJ,Uu,K

J Uu�K

⇓id

J

⇓λK

K

=

a u s

a u s

⇓id

J K

J K

を示せばよいがこれは (5)より成り立つ．

以上によりH(D)は bicategoryである．

定義. pseudo double category Dに対して，関手 L,R : D1 → D0 から直積の普遍性によ
り得られる関手を P : D1 → D0 ×D0 とする．

(1) Dが framed bicategory ⇐⇒ P が Grothendieck fibrationである．
(2) cell β が cartesian ⇐⇒ D1 の射として β が P -cartesianである*1．

*1 P -cartesianの定義は「fibration」の PDFを参照．
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(3) cell β が opcartesian ⇐⇒ D1 の射として β が P -opcartesianである．

即ち，cell
a u

b v

⇓β

J

gf

K

が cartesianとは，任意の cell
s t

a u

b v

⇓θ

M

k

g

h

f

K

に対して，cell θ′ が一意に存在して等式

s t

a u

b v

⇓θ′

M

kh

J

⇓β gf

K

=

s t

a u

b v

⇓θ

M

k

g

h

f

K

が成り立つことである．opcartesianについても同様である．また，pseudo double cate-
gory Dが framed bicategoryとは，任意の図式

a u

b v

gf

K

に対して，cartesian cell
a u

b v

⇓β

J

gf

K
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が存在することである．cartesian cellの普遍性から，このような J は同型を除いて一意
である．そこでこのとき J を f, g に沿った K の制限 (restriction) といい，J を記号で
K(f, g)と書く．K = U(a)のときは a(f, g)と書く．

定義. 垂直射 f : a → bの companionとは次のような 3つ組 〈f⋆, fε, fη〉であって

a b

b b

⇓fε

f⋆

f

a a

a b

⇓fη f

f⋆

次の 2等式を満たすものをいう．

a a b

a b b

⇓fη f

f⋆

⇓fε

f⋆

=
a a b

a b b

⇓ιf⋆

f⋆

f⋆

a a

a b

b b

⇓fη f

f⋆

⇓fε
f

=

a a

a b

b b

⇓Uf

f

f

また f の conjointとは次のような 3つ組 〈f⋆, εf , ηf 〉であって

b a

b b

⇓εf

f⋆

f

a a

b a

⇓ηff

f⋆

次の 2等式を満たすものをいう．

b a a

b b a

⇓εf

f⋆

f ⇓ηf

f⋆

=
b a a

b b a

⇓ι′f⋆

f⋆

f⋆
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a a

b a

b b

⇓ηff

f⋆

⇓εf
f

=

a a

b a

b b

⇓Uf

f

f

命題 10. fεは cartesianである．

証明. 任意の cell
s t

a b

b b

⇓θ

H

kh

f

を取る．

θ′ :=

s t

s s t

a a

a b b

a b

⇓λ−1

H

H

⇓Uh hh

⇓fη f

f⋆

⇓θ k

⇓ρ

f⋆
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と定義すると

s t

a b

b b

⇓θ′

H

kh

f⋆

⇓fεf

=

s t

s s t

a a

a b b

a b

b b

⇓λ−1

H

H

⇓Uh hh

⇓fη f

f⋆

⇓θ k

⇓ρ

f⋆

⇓fεf

=

s t

s s t

a a

a b b

b b b

b b

⇓λ−1

H

H

⇓Uh hh

⇓fη f

f⋆

⇓θ k

⇓fεf ⇓id

⇓ρ

=

s t

s s t

a a

a b b

b b b

b b

⇓λ−1

H

H

⇓Uh hh

⇓Uf

f

f

⇓θ k

⇓id

⇓ρ

= θ

である．一意性を示すため，ψ が

s t

a b

b b

⇓ψ

H

kh

f⋆

⇓fεf

=

s t

a b

b b

⇓θ

H

kh

f
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を満たしたとすると

θ′ =

s t

s s t

a a

a b b

a b

⇓λ−1

H

H

⇓Uh hh

⇓fη f

f⋆

⇓θ k

⇓ρ

f⋆

=

s t

s s t

a a b

a b b

a b

⇓λ−1

H

H

⇓Uh hh

⇓fη f

f⋆

⇓ψ k

f⋆

⇓fε

⇓ρ

f⋆

=

s t

s s t

a a b

a b

⇓λ−1

H

H

⇓Uh hh ⇓ψ k

f⋆

⇓λ

f⋆

= ψ

である．

同様にして次の命題も成り立つ．

命題 11. εf は cartesianで，fη と ηf は opcartesianである．

逆に，次の命題も成り立つ．

命題 12. cell
a b

b b

⇓β

J

f
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が cartesianならば，ある cell
a a

a b

⇓γ f

J

が存在して 〈J, β, γ〉が f の companionとなる．

証明. β が cartesianだから，ある γ が存在して

a a

a b

b b

⇓γ f

J

⇓βf

=

a a

a b

b b

⇓Uf

f

f

とできる．このとき

a a b

a b b

a b

b b

⇓γ f

J

⇓β

J

⇓ρ

J

⇓βf

=

a a b

a b b

a b b

a b

⇓γ f

J

⇓β

J

⇓βf ⇓id

⇓ρ

=

a a b

a b b

a b b

a b

⇓Uf

f

f

⇓β

J

⇓id

⇓λ

=

a a b

b b b

b b

⇓Uf ff ⇓β

J

⇓λ

=

a a b

a b

b b

⇓λ

J

J

⇓βf
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となるから，cartesian cell β の普遍性により

a a b

a b b

a b

⇓γ f

J

⇓β

J

⇓ρ

J

=

a a b

a b

⇓λ

J

J

となり，〈J, β, γ〉は f の companionである．

同様のことが fε, fη, ηf についても成り立つ (省略)．更に次の補題が成り立つ．

補題 13. f : a → bの companionと g : u → v の conjointが存在するとする．このとき
J : b −7−→ v に対して

β :=

a b v u

b b v v

b v v

b v

⇓fε

f⋆

f ⇓idJ

J

J

⇓εg

g⋆

g

⇓λ

J

⇓id

⇓ρ

J

は cartesianである．

証明. β が cartesianであることを示すため，任意の cell

s t

a u

b v

⇓θ

M

k

g

h

f

J
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を取る．このとき

θ′ :=

s t

s t t

s s t t

a a u u

a b v u

⇓ρ−1

M

M

⇓λ−1

M

⇓id

⇓Uh hh

⇓fη f

f⋆

⇓θ
k

g

J

⇓Uk k

⇓ηg

g⋆

と定義すると明らかに β ◦ θ′ = θである．θ′ の一意性も明らかだから β は cartesianであ
る．

同様にして

補題 14. f : a → bの companionと g : u → v の conjointが存在するとする．このとき
J : a −7−→ uに対して

a u

a u u

a a u u

b a u v

⇓ρ−1

J

J

⇓λ−1

J

⇓id

⇓ηff

f⋆

⇓idJ

J

⇓gη g

g⋆

は opcartesianである．

命題 15. pseudo double category Dが framed bicategoryである
⇐⇒任意の垂直射が companionと conjointを持つ．

証明. (=⇒) Dが framed bicategoryであるとする．次の左の図式に対して，右の図式の
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cartesian cellを取る．
a b

b b

f

a b

b b

⇓fε

f⋆

f

このとき命題 12により，fη が存在して 〈f⋆, fε, fη〉が companionとなる．
同様に，次の左の図式に対して，右の図式の cartesian cellを取る．

b a

b b

f

b a

b b

⇓fε

f⋆

f

このとき命題 12と同様にして，ηf が存在して 〈f⋆, εf , ηf 〉が conjointとなる．
(⇐=) 補題 13より，任意の

a u

b v

gf

K

に対して cartesian cell
a u

b v

⇓β

J

gf

K

が存在する．

補題 16. framed bicategory Dにおける図式

a u x

b v x

⇓β

J

gf

K

⇓γ

M

N

について，β が opcartesianで γ が cartesianならば β � γ は opcartesianである．
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証明. β が opcartesianだから，ある σ が存在して

a u

b v

b u v

⇓β

J

gf

K

⇓σ

f⋆�J g⋆

=

a u

a u u

a a u u

b a u v

⇓ρ−1

J

J

⇓λ−1

J

⇓id

⇓ηff

f⋆

⇓idJ

J

⇓gη g

g⋆

が成り立つ．補題 14より右辺全体は opcartesianだから，opcartesianの普遍性により σ

は同型である．
次に γ が cartesianだから，ある τ が存在して

u v x

u x

v x

⇓τ

g⋆ N

M

⇓γg

N

=

u v x

v v x

v x

⇓gε

g⋆

g ⇓idN

N

N

⇓λ

N

が成り立つ．補題 13より右辺全体は cartesianだから，τ は同型である．
このとき

a u x

a u x

b v x

b v x

⇓idJ

J

J

⇓τ

g⋆�N

M

⇓β gf

K

⇓γ
N

⇓σ

(f⋆�J)�g⋆

⇓idN

N

=

a u v x

a u u x

a a u u v x

b a u v v x

b a u v x

⇓ρ−1

J

J

⇓λ−1

J

⇓id

⇓id

g⋆ N

g⋆ N

⇓ηff

f⋆

⇓idJ

J

⇓gη g

g⋆

⇓gε ⇓idN

N

⇓id

f⋆ J g⋆

⇓λ

N

= ηf � id
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となる．補題 14よりこれは opcartesianである．σ, τ が同型だから β� γ も opcartesian
である．

同様にして次も成り立つ．

補題 17. framed bicategory Dにおける図式

a u x

b v x

⇓β

J

gf

K

⇓γ

M

N

について，β が cartesianで γ が opcartesianならば β � γ は cartesianである．

補題 18. framed bicategory Dにおける図式

x a u

x b v

⇓β

J

f

K

⇓γ

M

g

N

について，β が opcartesianで γ が cartesianならば β � γ は cartesianである．

補題 19. framed bicategory Dにおける図式

x a u

x b v

⇓β

J

f

K

⇓γ

M

g

N

について，β が cartesianで γ が opcartesianならば β � γ は opcartesianである．

2 pseudo double categoryにおける Kan拡張
定義. J : a −7−→ b，g : a → cとする．J に沿った g の左 Kan拡張とは組 〈l, η〉であって以
下の条件を満たすものである．
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(1) l : u → bで η は次の cellである．

a b

c c

⇓η

J

lg

(2) 任意の cell

a b

c c

⇓θ

J

kg

に対して，cell τ が一意に存在して，次の等式が成り立つ．

a b

a b b

c c c

c c

⇓ρ−1

J

⇓η

J

lg ⇓τ k

⇓ρ

=

a b

c c

⇓θ

J

kg

これは次の意味で strict 2-categoryの場合の一般化になっている．

定理 20. V(D)の図式
b

a c

=⇒

η
f

g

l

を考える．即ち Dの図式
a a

b

c c

⇓η
f

l

g
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である．垂直射 f : a → bの companionが存在するとして，η を

a a

a b

c c

⇓fη f

f⋆

⇓η′
lg

=

a a

b

c c

⇓η
f

l

g

と分解する．このとき

〈l, η′〉が f⋆ に沿った g の左 Kan拡張である
⇐⇒ V(D)において 〈l, η〉が f に沿った g の左 Kan拡張である．

証明. (=⇒) V(D)の図式
b

a c

=⇒θ
f

g

k

を考える．θ を Dにおいて

a a

a b

c c

⇓fη f

f⋆

⇓θ′ kg

=

a a

b

c c

⇓θ

f

k

g

と分解する．〈l, η′〉が f⋆ に沿った g の左 Kan拡張だから，cell τ が一意に存在して

a b

a b b

c c c

c c

⇓ρ−1

f⋆

f⋆

l⇓η′g ⇓τ k

⇓ρ

=

a b

c c

⇓θ′

f⋆

kg
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となる．このとき

θ =

a a

a b

c c

⇓fη f

f⋆

⇓θ′ kg

=

a a

a b

a b b

c c c

c c

⇓fη f

f⋆

⇓ρ−1

f⋆

l⇓η′g ⇓τ k

⇓ρ

=

a a

a a a

a b b

c c c

c c

⇓ρ−1

⇓fη f

f⋆

⇓Uf f

⇓η′
lg ⇓τ k

⇓ρ

=

a a

a a a

a b b

c c c

c c

⇓ρ−1

⇓η
f

lg

⇓τ◦Uf

f

k

⇓ρ

となるから，V(D)において (τ • f) ∗ η = θ，即ち

b

a c

=⇒

η
f

g

l

k

⇒τ =

b

a c

=⇒θf

g

k

である．τ の一意性も容易に分かるから V(D) において 〈l, η〉 が f に沿った g の左 Kan
拡張である．

(⇐=) 任意の cell

a b

c c

⇓θ

f⋆

kg
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を取る．合成
a a

a b

c c

⇓fη f

f⋆

⇓θ kg

を V(D)の 2-morphismとみなして，左 Kan拡張の普遍性から

b

a c

=⇒

η
f

g

l

k

⇒τ =

b

a c

=⇒θ◦fηf

g

k

となる τ を取る．このとき
a a

a b

c c

⇓fη f

f⋆

⇓θ kg

=

a a

a a a

a b b

c c c

c c

⇓ρ−1

⇓fη f

f⋆

⇓Uf f

⇓η′
lg ⇓τ k

⇓ρ

=

a a

a b

a b b

c c c

c c

⇓fη f

f⋆

⇓ρ−1

f⋆

l⇓η′g ⇓τ k

⇓ρ

となるから fη の普遍性により

a b

c c

⇓θ

f⋆

kg =

a b

a b b

c c c

c c

⇓ρ−1

f⋆

f⋆

l⇓η′g ⇓τ k

⇓ρ

である．
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定義. J : a −7−→ b，g : a → cとする．J に沿った g の各点左 Kan拡張とは組 〈l, η〉であっ
て以下の条件を満たすものである．

(1) l : b → cで η は次の cellである．

a b

c c

⇓η

J

lg

(2) 任意の H : b −7−→ u，k : u → cと cell

a b u

c c

⇓θ

J

g

H

k

に対して，cell τ が一意に存在して，次の等式が成り立つ．

a b u

c c c

c c

⇓η

J

lg ⇓τ

H

k

⇓ρ

=

a b u

c c

⇓θ

J

g

H

k

命題 21. 各点左 Kan拡張は左 Kan拡張である．

証明. 〈l, η〉が J に沿った g の各点左 Kan拡張であるとする．任意の cell

a b

c c

⇓θ

J

kg

を取る．〈l, η〉が各点左 Kan拡張だから，cell τ が一意に存在して，次の等式が成り立つ．

a b b

c c c

c c

⇓η

J

lg ⇓τ k

⇓ρ

=

a b b

a b

c c

⇓ρ

J

J

⇓θ kg
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従って
a b

a b b

c c c

c c

⇓ρ−1

J

⇓η

J

lg ⇓τ k

⇓ρ

=

a b

c c

⇓θ

J

kg

である．τ の一意性も明らかであるから 〈l, η〉は左 Kan拡張である．

定義. 水平射 J : a −7−→ bの tabulationとは組 〈〈J〉, π〉であって

(1) 〈J〉 ∈ Dは対象で π は次の cellである．

〈J〉 〈J〉

a b

⇓π pbpa

J

(2) (1次元的普遍性) 任意の cell
u u

a b

⇓φ qbqa

J

に対して，垂直射 h : u → 〈J〉が一意に存在して

u u

〈J〉 〈J〉

a b

⇓Uh hh

⇓π pbpa

J

=

u u

a b

⇓φ qbqa

J

となる．
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(3) (2次元的普遍性) 2つの cell

u u

a b

⇓φ qbqa

J

v v

a b

⇓ψ rbra

J

に対して，1次元的普遍性により
u u

〈J〉 〈J〉

a b

⇓Uh hh

⇓π pbpa

J

=

u u

a b

⇓φ qbqa

J

v v

〈J〉 〈J〉

a b

⇓Uk kk

⇓π pbpa

J

=

v v

a b

⇓ψ rbra

J

となるように h, k を取る．更に水平射 H : u −7−→ v と cell ξa, ξb が等式

u v

u u v

a b b

a b

⇓λ−1

H

⇓φ qbqa

J

⇓ξb

H

rb

⇓ρ

J

=

u v

u v v

a a b

a b

⇓ρ−1

H

⇓ξa

H

raqa ⇓ψ rb

J

⇓λ

J

を満たすとする．このとき cell

u v

〈J〉 〈J〉
⇓ξ

H

kh

が一意に存在して等式

u v

〈J〉 〈J〉

a a

⇓ξ

H

kh

⇓Upa papa

=

u v

a a

⇓ξa

H

raqa

u v

〈J〉 〈J〉

b b

⇓ξ

H

kh

⇓Upb pbpb

=

u v

b b

⇓ξb

H

rbqb
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が成り立つ．

更に π が opcartesianのとき，〈〈J〉, π〉を opcartesian tabulationという．

tabulationは次の意味で「コンマ対象の double categoryバージョン」である．

命題 22. f : a → x，g : b → x を D の垂直射として，制限 x(f, g) が存在して更にその
tabulation 〈〈x(f, g)〉, π〉が存在するとする．

〈x(f, g)〉 〈x(f, g)〉

a b

x x

⇓π pbpa

x(f,g)

⇓σ gf

このとき V(D)において 〈x(f, g)〉は f と g のコンマ対象となる．

証明. 上記の cellの合成 η := σ ◦ π は V(D)における次の図式を与える．

b x

〈x(f, g)〉 a

=⇒
η

f

g

pa

pb

これがコンマ対象を与えることを示そう．
(1次元的普遍性) V(D)の任意の図式

b x

u a

=⇒
φ

f

g

qa

qb

を取る．これを Dにおける cellとみなして
u u

a b

x x

⇓φ′
qbqa

x(f,g)

⇓σ gf

=

u u

a b

x x

⇓φ

qb

g

qa

f
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と分解する．この φ′ に対して tabulation の 1 次元的普遍性により h : u → 〈x(f, g)〉 が
一意に存在して

u u

〈x(f, g)〉 〈x(f, g)〉

a b

⇓Uh hh

⇓π pbpa

x(f,g)

=

u u

a b

⇓φ′ qbqa

x(f,g)

となる．このとき

b x

〈x(f, g)〉 a

u

=⇒
η

=
=

f

g

pa

pb

qa

qb

h

=

b x

a

u

=⇒
φ

f

g

qa

qb

である．hの一意性も分かる．
(2次元的普遍性) V(D)の図式

b x

u a

=⇒
φ

f

g

qa

qb

b x

u a

=⇒
ψ

f

g

ra

rb

を取り，これらに 1次元的普遍性で対応する 1-morphismを h, k : u → 〈x(f, g)〉とする．
更に 2-morphism ξa : qa ⇒ ra，ξb : qb ⇒ rb が

b x

u a

=⇒φ
f

g

qa

rb qb⇐
ξb

=

a x

u a

=⇒ψ
f

g

ra

qa

rb

⇒ξa
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を満たすとする．φ,ψ を Dにおける cellとみなして
u u

a b

x x

⇓φ′
qbqa

x(f,g)

⇓σ gf

=

u u

a b

x x

⇓φ

qb

g

qa

f

u u

a b

x x

⇓ψ′
rbra

x(f,g)

⇓σ gf

=

u u

a b

x x

⇓ψ

rb

g

ra

f

と分解すれば
u u

〈x(f, g)〉 〈x(f, g)〉

a b

⇓Uh hh

⇓π pbpa

c(f,g)

=

u u

a b

⇓φ′ qbqa

x(f,g)

u u

〈x(f, g)〉 〈x(f, g)〉

a b

⇓Uk kk

⇓π pbpa

x(f,g)

=

u u

a b

⇓ψ′ rbra

x(f,g)

である．また等式
u u

u u u

a b b

a b

⇓λ−1

⇓φ qbqa

x(f,g)

⇓ξb rb

⇓ρ

x(f,g)

=

u u

u u u

a a b

a b

⇓ρ−1

⇓ξa raqa ⇓ψ rb

x(f,g)
⇓λ

x(f,g)

が成り立つ．故に tabulationの 2次元的普遍性により，cell

u u

〈x(f, g)〉 〈x(f, g)〉
⇓ξ kh
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が一意に存在して等式

u u

〈x(f, g)〉 〈x(f, g)〉

a a

⇓ξ kh

⇓Upa papa

=

u u

a a

⇓ξa raqa

u u

〈x(f, g)〉 〈x(f, g)〉

b b

⇓ξ kh

⇓Upb pbpb

=

u u

b b

⇓ξb rbqb

が成り立つ．これは V(D)において

b

〈x(f, g)〉

u

⇐
ξ

pb

k h

=

b

u

⇐
ξa

rb qb u 〈x(f, g)〉 a⇒ ξ
pa

k

h

= u a⇒ξa

ra

qa

である．

補題 23. Dを opcartesian tabulationを持つ framed bicategoryとする．η を cell

a b

c c

⇓η

J

lg

としたとき，〈l, η〉が J に沿った g の各点左 Kan拡張
⇐⇒ j : x → aを任意の垂直射としたとき，制限 J(ida, j)を与える cartesian cell β に対
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して 〈l ◦ j, η ◦ β〉が J(ida, j)に沿った g の左 Kan拡張となる．

a x

a b

c c

⇓β

J(ida,j)

j

J

⇓η lg

証明. (=⇒)任意の cell

a x

c c

⇓θ

J(ida,j)

kg

を取る．β が cartesianだから，cell σ が存在して

φ :=

a b x

a x

a b

⇓σ

J j⋆

J(ida,j)

⇓β j

J

=

a b x

a b b

a b

⇓idJ

J

J

⇓εj

j⋆

j

⇓ρ

J

となる．補題 13 より右辺全体は cartesian だから σ は同型である．今 〈l, η〉 が各点左
Kan拡張だから，τ が一意に存在して

a b x

c c c

c c

⇓η

J

lg ⇓τ

j⋆

k

⇓ρ

=

a b x

a x

c c

⇓σ

J j⋆

J(ida,j)

⇓θ kg
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となる．ここで

φ� ηj =

a b x x

a b b x

a b x

⇓idJ

J

J

⇓εj

j⋆

j ⇓ηj

j⋆

⇓ρ

J

⇓idj⋆

j⋆

=

a x x

a b x

⇓ρ

J�j⋆

J j⋆

である．故に

θ ◦ σ = θ ◦ σ ◦ idJ�j⋆ =

a b x

a x x

a b x

c c c

c c

⇓ρ−1

J j⋆

J�j⋆

⇓φ j

J

⇓ηj

j⋆

⇓η lg ⇓τ k

⇓ρ

=

a b x

a x x

a x x

a b x

c c c

c c

⇓ρ−1

J j⋆

J�j⋆

⇓σ
J(ida,j)

⇓id

⇓β j

J

⇓ηj

j⋆

⇓η lg ⇓τ k

⇓ρ

=

a b x

a x

a x x

a b x

c c c

c c

⇓σ

J j⋆

J(ida,j)

⇓ρ−1

J(ida,j)

⇓β j

J

⇓ηj

j⋆

⇓η lg ⇓τ k

⇓ρ
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となるが，σ が同型だったから

a x

a x x

a b x

c c c

c c

⇓ρ−1

J(ida,j)

J(ida,j)

⇓β j

J

⇓ηj

j⋆

⇓η lg ⇓τ k

⇓ρ

=

a x

c c

⇓θ

J(ida,j)

kg

が分かる．一意性も容易に分かるから 〈l ◦ j, η ◦ β〉が左 Kan拡張と分かった．
(⇐=) 任意の cell

a b u

c c

⇓θ

J

g

H

k

を取る．H の opcartesian tabulation π と cartesian cell β を取り右の図式のように合成
すると，仮定より cell τ が存在して次の等式が成り立つ．

a 〈H〉

a 〈H〉 〈H〉

a b u

c c c

c c

⇓ρ−1

J

⇓β

J(id,pb)

pb

J

⇓η lg

⇓τ
pu

k

⇓ρ

=

a 〈H〉

a 〈H〉 〈H〉

a b u

c c

⇓ρ−1

J

⇓β

J(id,pb)

pb

J

⇓π pu

H

⇓θ kg
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今 π が opcartesianだから次のように分解できる．

〈H〉 〈H〉

b u

c c

⇓π pupb

H

⇓τ ′ kl

=

〈H〉 〈H〉

b u

c c

⇓τ
pu

k

qa

l

補題 19より β � π は opcartesianだから

a b u

c c c

c c

⇓η

J

lg ⇓τ ′

H

k

⇓ρ

=

a b u

c c

⇓θ

J

g

H

k

が成り立つ．τ ′ の一意性を示すため，φが等式

a b u

c c c

c c

⇓η

J

lg ⇓φ

H

k

⇓ρ

=

a b u

c c

⇓θ

J

g

H

k

を満たしたとすると，左 Kan拡張 〈l ◦ j, η ◦ β〉の普遍性により

〈H〉 〈H〉

b u

c c

⇓π pupb

H

⇓φ kl

=

〈H〉 〈H〉

b u

c c

⇓τ
pu

k

qa

l

が成り立つ．よって π の普遍性により φ = τ ′ である．
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補題 24. 図式
a u

b u

c c

⇓β

J

f

K

⇓η lg

において β は opcartesianとする．このとき

〈l, η〉がK に沿った g の左 Kan拡張
⇐⇒ 〈l, η ◦ β〉が J に沿った g ◦ f の左 Kan拡張

証明. (=⇒) 任意の cell

a u

b

c c

⇓θ

J

k

f

g

を取る．これを
a u

b u

c c

⇓β

J

f

K

⇓θ′ kg

=

a u

b

c c

⇓θ

J

k

f

g

と分解する．〈l, η〉が左 Kan拡張だから，cell τ が一意に存在して，次の等式が成り立つ．

a u

a u u

c c c

c c

⇓ρ−1

K

⇓η

K

lg ⇓τ k

⇓ρ

=

b u

c c

⇓θ′

K

kg
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このとき
a u

a u u

b u u

c c c

c c

⇓ρ−1

J

J

⇓βf

K

⇓id

⇓η lg ⇓τ k

⇓ρ

=

a u

a u

b u u

c c c

c c

⇓β

J

f

K

⇓ρ−1

K

⇓η lg ⇓τ k

⇓ρ

=

a u

a u

c c

⇓β

J

f

K

⇓θ′ kg

= θ

となるから 〈l, η ◦ β〉は左 Kan拡張である．
(⇐=) 任意の cell

a u

c c

⇓θ

K

kg
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を取る．〈l, η ◦ β〉が左 Kan拡張だから cell τ が一意に存在して

a u

a u u

b u u

c c c

c c

⇓ρ−1

J

J

⇓βf

K

⇓id

⇓η lg ⇓τ k

⇓ρ

=

a u

b u

c c

⇓β

J

kf

K

⇓θ kg

となる．このとき β が opcartesianだから

a b

a b b

c c c

c c

⇓ρ−1

J

⇓η

J

lg ⇓τ k

⇓ρ

=

a b

c c

⇓θ

J

kg

が分かる．

補題 25. J : a −7−→ bの opcartesian tabulation

〈J〉 〈J〉

a b

⇓π pbpa

J
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が存在するとして，更に pa の conjointと pb の companionが存在するとする．π を

〈J〉 〈J〉

〈J〉 b

a b

⇓pb
η

pb

(pb)⋆

⇓π′pa

J

=

〈J〉 〈J〉

a b

⇓π pbpa

J

と分解する．このとき

〈l, η〉がK に沿った g の左 Kan拡張
⇐⇒ 〈l, η ◦ π′〉が J に沿った g ◦ f の左 Kan拡張

〈J〉 b

a b

c c

⇓π′

(pb)⋆

pa

J

⇓η lg

証明. π と pb
η が opcartesianだから π′ も opcartesianである．よって補題 24より成り

立つ．

定理 26. Dを opcartesian tabulationを持つ framed bicategoryとする．cell

a a

b

c c

⇓η
f

l

g

を
a a

a b

c c

⇓fη f

f⋆

⇓η′
lg

=

a a

b

c c

⇓η
f

l

g

と分解する．このとき
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〈l, η′〉が f∗ に沿った g の各点左 Kan拡張である
⇐⇒ V(D)において 〈l, η〉が f に沿った g の c-各点左 Kan拡張である．

証明. 任意の垂直射 j : x → bに対して cartesian cell

a x

a b

⇓β

J

j

f⋆

を考える．

γ :=

a x

a b

b b

⇓β

J

j

f⋆

⇓fεf

と定めると，β も fεも cartesianだから γ も cartesianである．故に J = b(f, j)である．
また

a x

a a x

b b

c c c

c c

⇓λ−1

b(f,j)

b(f,j)

⇓γ jf

⇓η

l

g

⇓Ul l

⇓λ

=

a x

a a x

a a b

a b b

c c c

c c

⇓λ−1

b(f,j)

b(f,j)

⇓id ⇓β j

f⋆

⇓fη f

f⋆

⇓fε

⇓η′
lg ⇓Ul l

⇓ρ

=

a x

a b

a a b

a b b

a b

c c

⇓β

b(f,j)

j

f⋆

⇓λ−1

f⋆

⇓ιf⋆

f⋆

⇓ρ
f⋆

⇓η′
lg
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=

a x

a b

c c

⇓β

b(f,j)

j

f⋆

⇓η′
lg

(27)

となる．次に b(f, j)の opcartesian tabulation

〈b(f, j)〉 〈b(f, j)〉

a x

⇓π pxpa

b(f,j)

を取り
〈b(f, j)〉 〈b(f, j)〉

〈b(f, j)〉 x

a x

⇓pxη px

(px)⋆

⇓π′pa

b(f,j)

=

〈b(f, j)〉 〈b(f, j)〉

a x

⇓π pxpa

b(f,j)

と分解する．これらを使うと

a b

c c

⇓η

f⋆

lg が各点左 Kan拡張である

⇐⇒任意の j に対して

a x

a b

c c

⇓β

b(f,j)

j

f⋆

⇓η′
lg

が左 Kan拡張である (補題 23)
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⇐⇒任意の j に対して

a x

a a x

b b

c c c

c c

⇓λ−1

b(f,j)

b(f,j)

⇓γ jf

⇓η

l

g

⇓Ul l

⇓λ

が左 Kan拡張である (27)

⇐⇒任意の j に対して

〈b(f, j)〉 x

a x

a a x

b b

c c c

c c

⇓π′

(px)⋆

pa

b(f,j)

⇓λ−1

b(f,j)

⇓γ jf

⇓η

l

g

⇓Ul l

⇓λ

が左 Kan拡張である (補題 25)

⇐⇒ V(D)において l ◦ j が px に沿った g ◦ pa の左 Kan拡張である (定理 20)
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