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余完備な V -豊穣圏 C に対して，small projective な対象からなる充満部分 V -豊穣圏
A ⊂ C で，包含関手が strongly generatingになるものがあれば，Â ∼= C となるのであっ
た．そこで次の定義をする．

定義. 小 V -豊穣圏 C に対して充満部分 V -豊穣圏 C ⊂ Ĉ をOb(C) := {F ∈ Ĉ | F は small
projective }で定める．C を C の Cauchy完備化という．*1

命題 1. c ∈ C に対して y(c) ∈ Ĉ は small projective．

証明. Ĉ(y(c), −) : Ĉ −→ V が余連続であることを示せばよいが，Ĉ(y(c), −) ∼= evc は余連

続である．

定理 2. 米田埋込 y : C −→ Ĉ は埋込 y : C −→ C を定める．

定理 3. Ĉ ∼= Ĉ．

証明. F : C −→ Ĉ を包含関手とすれば次の随伴を得る．

Ĉ

C Ĉ

y

F

y†F

F †y

C は small projectiveな対象からなるので，F が strongly generatingであることを示せ
ばよい．それには F が稠密であることを示せばよい．

*1 Cauchy完備化という名前はこの例による．
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例. (X, d) を距離空間として，通常の Cauchy 列による完備化を (X̃, d) とする．(X, d)
を小 R+-豊穣圏とみなして Cauchy完備化 X を考える．

a ∈ X̃ に対して関数 fa : X −→ R+ を fa(x) := d(a, x) で定める．これは R+-関手
fa : X −→ R+とみなせる．このとき fa ∈ X が分かる．これにより関数 F : Ob(X̃) −→
Ob(X)が F (a) := fa により定まる．これは R+-関手 F : X̃ −→ X を与える．これは忠

実充満かつ本質的全射となる．故に距離空間を R+-豊穣圏とみなしたとき，その Cauchy
完備化とは Cauchy列による完備化と一致する．

以下，V = Setの場合を考える．

定義. 圏 C において，対象 x ∈ C が c ∈ C のレトラクト

⇐⇒ i : x −→ c，r : c −→ xが存在して r ◦ i = idx となる．

定義. C を圏とする．

(1) C の射 e : c −→ cが idempotent ⇐⇒ e ◦ e = e．

(2) idempotent e : c −→ cが分裂する

⇐⇒ cのレトラクト i : x −→ c，r : c −→ xが存在して e = i ◦ r と書ける．

補題 4. 圏 C の idempotent e : c −→ cに対して以下の条件は同値．

(1) e = i ◦ r と分裂する．

(2) eと idc の equalizer iが存在する．

(3) eと idc の coequalizer r が存在する．

従って e = i ◦ rと分裂するとき，iはモノ射，rはエピ射である．更に iは絶対 equalizer，
r は絶対 coequalizerとなる．

証明. (1 =⇒ 2) i : x −→ c，r : c −→ xをレトラクトで e = i ◦ r とする．このとき図式

x c x c
i r i

idc

が equalizer であることを示す．まず r ◦ i = idx だから (i ◦ r) ◦ i = i である．次に射
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f : a −→ cで (i ◦ r) ◦ f = f となるものを任意に取る．

x c x c
i r i

idc

c

a

f
f

r

このとき点線のように h := r ◦ f : a −→ xを取れば可換となる．逆に hが i ◦ h = f を満

たせば r ◦ f = r ◦ i ◦ h = hとなるから，このような hは一意である．

(2 =⇒ 1) eと idc の equalizer i : x −→ cが存在するとする．

x c c
i e

idc

c

e
r

e ◦ e = eだから，iの普遍性により r : c −→ xが一意に存在して i ◦ r = eとなる．故に

i, r がレトラクトを与えることを示せばよい．

iの取り方から i ◦ r ◦ i = e ◦ i = iだから次の三角形は可換となる．

x c c
i e

idc

c

x

i
i

r

よって iの普遍性から r ◦ i = idx でなければならない．

(1 ⇐⇒ 3) 同様．
また e = i ◦ rが分裂する idempotentで F : C −→ Dを関手とする．次が equalizerで

あることを示せばよい．

Fx Fc Fc
F i F e

idF c

e ◦ e = eだから Fe ◦ Fe = Feである．即ち Feも idempotentである．f : a −→ Fcを
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Fe ◦ f = f となるように取る．

Fx Fc Fc
F i F e

idF c

Fc

a

f
f

F r

h := Fr ◦ f とすれば Fi ◦ Fr ◦ f = F (i ◦ r) ◦ f = Fe ◦ f = f だから可換である．逆に

h : a −→ Fxが Fi ◦ h = f を満たせば Fr ◦ f = Fr ◦ Fi ◦ h = F (r ◦ i) ◦ h = hとなるか

ら，このような hは一意である．

命題 5. P ∈ Ĉ が small projective ⇐⇒ F はある c ∈ C に対する y(c)のレトラクト．

証明. (=⇒) P ∈ Ĉ を small projectiveとする．P ∼= colim
⟨c,α⟩∈y↓P

y(c)と書ける．よって

Hom
Ĉ

(P, P ) ∼= Hom
Ĉ

(P, colim
⟨c,α⟩∈y↓P

y(c)) ∼= colim
⟨c,α⟩∈y↓P

Hom
Ĉ

(P, y(c))

で，Hom
Ĉ

(P, P ) ̸= ∅だから，ある ⟨c, α⟩ ∈ y ↓ P と β ∈ Hom
Ĉ

(P, y(c))が存在する．こ
のとき α ◦ β = idF だから P は y(c)のレトラクトである．

(⇐=) ι : P =⇒ y(c)，α : y(c) =⇒ P を y(c) のレトラクトとする．J を小圏として

T : J −→ Ĉ を関手とする．colim Hom(P, T−) ∼= Hom(P, colim T )を示す．
補題 4により次の図式は絶対 equalizerである．

P y(c) P y(c)α α ι

idy(c)

よって次の図式も coequalizerである．

Hom
Ĉ

(y(c), colim T ) Hom
Ĉ

(y(c), colim T ) Hom
Ĉ

(P, colim T )

Hom
Ĉ

(y(c), T j) Hom
Ĉ

(y(c), T j) Hom
Ĉ

(P, Tj)

y(c)は small projectiveなので次の図式も coequalizerである．

colim Hom
Ĉ

(y(c), T−) colim Hom
Ĉ

(y(c), T−) Hom
Ĉ

(P, colim T )
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coequalizerは余極限と交換するから次の図式も coequalizerである．

colim Hom
Ĉ

(y(c), T−) colim Hom
Ĉ

(y(c), T−) colim Hom
Ĉ

(P, T )

よって coequalizerの一意性から Hom
Ĉ

(P, colim T ) ∼= colim Hom
Ĉ

(P, T )である．

故に

定理 6. C = {P ∈ Ĉ | P はある y(c)のレトラクト }であり，故に C は小圏である．

定理 7. C の任意の idiempotentが分裂する．

証明. P ∈ C で，θ : P =⇒ P が idempotent だとする．P ∈ Ĉ だから，ある c ∈ C と

ι : P =⇒ y(c)，β : y(c) =⇒ P が存在して β ◦ ι = idP となる．

Ĉは余完備だから，idempotent θは Ĉの中で分裂する．即ち ι′ : Q =⇒ P，β : P =⇒ Q

が存在して β◦ι′ = idQ，ι′◦β = θと書ける．このとき ι◦ι′ : Q =⇒ y(c)，β◦α : y(c) =⇒ Q

はレトラクトを与えるから，Q ∈ C である．よって P は C の中で分裂する．

定義. C が Cauchy完備⇐⇒ y : C −→ C が圏同値を与える．

定理 8. 小圏 C に対して以下の条件は同値．

(1) C は Cauchy完備
(2) C の任意の idempotentが分裂する
(3) J を小圏，T : J −→ C を関手とする．余極限 colim y ◦ T が絶対余極限ならば

colim T ∈ C である．

証明. (1 =⇒ 2) 明らか．
(2 =⇒ 1) C の任意の idempotentが分裂するとする．ι : P =⇒ y(c)を α : y(c) =⇒ P

を y(c) のレトラクトとする．ι ◦ α : y(c) =⇒ y(c) だから，ある e : c −→ c が存在して

y(e) = ι ◦ αとなる．ι ◦ αが idempotentだから eも idempotentで，よって分裂するか
ら i : x −→ c，r : c −→ x，r ◦ i = idx，i◦r = eと書ける．このとき y(i) : y(x) =⇒ y(c)，
y(r) : y(c) =⇒ y(x)はレトラクトで ι ◦ α = y(i) ◦ y(r)となるから，補題 4と equalizer
の一意性により P ∼= y(x)である．よって C ∼= C が分かる．

(1 =⇒ 3) ⟨P, µ⟩を y ◦ T の余極限とすると

Hom
Ĉ

(P, P ) ∼= Hom
Ĉ

(P, colim(y ◦ T )) ∼= colim Hom
Ĉ

(P, y(T−))

で Hom
Ĉ

(P, P ) ̸= ∅ だから，ある j ∈ J と α ∈ Hom
Ĉ

(P, y(Tj)) が存在する．
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µj : y(Tj) =⇒ P は µj ◦ α = idP を満たす．よって P は y(Tj) のレトラクトであり，
P ∈ C ∼= C となる．

(3 =⇒ 1) P ∈ Ĉ をある y(c) のレトラクトとすると，補題 4 により，P はある

T : J −→ C に対する，絶対余極限 colim(y ◦ T )で書ける．よって仮定 3より P ∈ C で

ある．

定義. F : C −→ Dを関手として，λは正則基数を表すとする．

(1) 圏 C が λ-余フィルター圏
⇐⇒ T : J −→ C が関手で |Mor(J)| < λを満たすならば，ある c ∈ C と自然変換

∆c =⇒ T が存在する．

(2) F が λ-平坦
⇐⇒任意の d ∈ Dに対して d ↓ F が λ-余フィルター圏．

(3) F が絶対平坦⇐⇒任意の λに対して F が λ-平坦．

定理 9. C, D を圏とする．C は Cauchy完備で F : C −→ D を絶対平坦関手とし，更に

solution set conditionを満たすとする．このとき F は左随伴を持つ．

証明. 任意の d ∈ D に対して d ↓ F が始対象を持つ事を示せばよい．

. . . ) d ↓ F が始対象 ⟨c, f⟩を持てば極限 lim(d ↓ F
π−→ C

id−→ C)は存在し lim(d ↓ F
π−→

C
id−→ C) = cとなる．

1 D

d ↓ F C C

=⇒ F

idC

d

π

よって右 Kan拡張 F ‡idC が存在する．また極限 lim(d ↓ F
π−→ C

id−→ C
F−→ D)も存

在して lim(d ↓ F
π−→ C

id−→ C
F−→ D) = Fc となるから F ◦ (F ‡idC) = F ‡(F ◦ idC)

が分かる．即ち F は右 Kan拡張 F ‡idC と交換するから F ‡idC ⊣ F である．

d ∈ D を取り S ⊂ Ob(d ↓ F ) を solution set とする．S を離散圏と思って包含関手

I : S −→ d ↓ F を考えれば，F が絶対平坦だからある ⟨c, f⟩ ∈ d ↓ F と α : ∆⟨c, f⟩ =⇒ I
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が存在する．
s

c

s′

αs

αs′

d

Fsk

Fc
f

Fs′k′

F αs

F αs′

{⟨c, f⟩} ⊂ d ↓ F を充満部分圏とみなして包含関手 J : {⟨c, f⟩} −→ d ↓ F を考えれば，再び

F の絶対平坦性よりある ⟨c′, f ′⟩ ∈ d ↓ F と β : ∆⟨c′, f ′⟩ =⇒ J が存在する．u := β⟨c′,f ′⟩

と置く．
s

c

c′

αs

u

d

Fsk

Fc
f

Fc′f ′

F αs

F u

任意の射 e : ⟨c, f⟩ −→ ⟨c, f⟩に対して e ◦ u = uである．S が solution setだから，ある
⟨s, k⟩ ∈ S と v : s −→ c′ が存在して Fv ◦ k = f ′ となる．

s

c

c′

αs

u

v d

Fsk

Fc
f

Fc′f ′

F αs

F u

F v

u の性質から u ◦ v ◦ αs が idempotent であることが分かる．今 C が Cauchy 完備だか
ら，ある x ∈ C，i : x −→ c，r : c −→ xが存在して r ◦ i = idx，i ◦ r = u ◦ v ◦ αs と書

ける．

s

c

c′

αs

u

vx

r

i

d

Fsk

Fc
f

Fc′f ′

F αs

F u

F vFx

F r

F i

h := Fr ◦ f と置けば ⟨x, h⟩ ∈ d ↓ F である．このとき射 ⟨x, h⟩ −→ ⟨x, h⟩ は idx しか

ない．

7



. . . ) w : ⟨x, h⟩ −→ ⟨x, h⟩を射とする．即ち w : x −→ xで Fw ◦ h = hである．この

とき

i ◦ w ◦ r = i ◦ w ◦ (r ◦ i) ◦ r

= i ◦ w ◦ r ◦ u ◦ v ◦ αs

= i ◦ r ◦ u ◦ v ◦ αs

= i ◦ r ◦ i ◦ r

= i ◦ idx ◦ r

今 iがモノで r がエピだから w = idx である．

⟨x, h⟩ が始対象であることを示せばよい．その為に任意の ⟨z, l⟩ ∈ d ↓ F を取る．S

が solution set だから ⟨s′, k′⟩ ∈ S と射 v′ : ⟨s′, k′⟩ −→ ⟨z, l⟩ が存在する．従って射
⟨x, h⟩ i−→ ⟨c, f⟩ αs′−−→ ⟨s′, k′⟩ v′

−→ ⟨z, l⟩が存在する．次に p, q : ⟨x, h⟩ −→ ⟨z, l⟩を射とする
と F の絶対平坦性からある ⟨c′′, f ′′⟩ ∈ d ↓ F と g : ⟨c′′, f ′′⟩ −→ ⟨x, h⟩で p ◦ g = q ◦ g を

満たすものが取れる．
z

c

c′′

p q

g

d

Fzl

Fc
h

Fc′′f ′′

F p F q

F g

Sが solution setだから ⟨s′′, k′′⟩ ∈ S と射 v′′ : ⟨s′′, k′′⟩ −→ ⟨c′′, f ′′⟩が存在する．

s′′

c x

r

i

z

p q

c′′

g

αs′′

v′′

射 ⟨x, h⟩ −→ ⟨x, h⟩は idx しかなかったから，g ◦ v′′ ◦ αs′′ ◦ i = idx である．故に

p = p ◦ g ◦ v′′ ◦ αs′′ ◦ i = q ◦ g ◦ v′′ ◦ αs′′ ◦ i = q

となる．従って ⟨x, h⟩が始対象であることが分かった．
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