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2-limitの bicategoryバージョンが bilimitである．

定義. J ,Bを bicategory，W : J → CAT，T : J → Bを pseudofunctorとする．bilimit
とは a ∈ B について pseudonaturalな圏同値

φa : B(a, limW
bi T )→ Funps(J , CAT)(W,B(a, T−))

が存在する対象 limW
bi T ∈ B のことである．

bicategoryでの米田の補題より bilimitは存在すれば同値を除いて一意である．bilimit
が存在するとき a = limW

bi T とすれば η := φ(idlimW
bi T

) : W ⇒ B(limW
bi T, T−)が得られ

る．この η は pseudonatural transformationである．これを limW
bi T の unitという．

定義. pseudonatural transformation σ : W ⇒ B(a, T−) を bicylinder ということに
する．

例 1. 上記の unit η : W ⇒ B(limW
bi T, T−)は bicylinderである．

a 7→ B(a, T−)で定まる pseudofunctorを Gとする．このとき bicategoryの米田の補
題の証明によれば φa ∼= (G−) •̂ η である．

定理 2. bicylinder η : W ⇒ B(c, T−)が bilimitの unitとなるのは次の 2条件が成り立
つときである．

(1) (1次元的普遍性)任意の bicylinder σ : W ⇒ B(a, T−)に対して，ある 1-morphism
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h : a→ cが存在して (Gh) ◦̂ η ∼= σ となる．

J CAT
⇐η

⇐Gh

W

B(c,T−)

B(a,T−)

≡⇛
∼ J CAT⇐

=σ

W

B(a,T−)

(2) (2次元的普遍性) h, h′ : a → cを 1-morphismとする．このとき任意の modifica-
tion Γ: (Gh) ◦̂ η ⇛ (Gh′) ◦̂ η に対してある 2-morphism β : h⇒ h′ が一意に存在
して (Gβ) •̂ η = Γとなる．

J CAT

⇐η

⇐Gh ⇐Gh′≡⇛
Gβ

W

B(c,T−)

B(a,T−)

= J CAT⇐
=(Gh)̂◦η ⇐
= (Gh′ )̂◦η⇛

Γ

W

B(a,T−)

証明. (1)は (G−) •̂ η が本質的全射であることの言い換えであり，(2)は (G−) •̂ η が忠
実充満であることの言い換えである．

例 3. J = 0 の場合の bilimit を biterminal object という．つまり B の biterminal
objectとは，任意の a ∈ B に対して圏同値 B(a, x) ' 1が成り立つ対象 x ∈ B のことで
ある．即ち xは次の条件を満たす．

• 任意の a ∈ B に対して，1-morphsim a→ xが存在する．
• f, g : a → xを B の 1-morphsimとするとき，2-morphism α : f ⇒ g が一意に存
在する．

例 4. J が小圏で W = ∆1 の場合．σ : ∆1 ⇒ C(a, T−) を bicylinder とすると j ∈ J
に対して σj : 1→ C(a, T j)は関手である．σが pseudonaturalだから，J の射m : i→ j

に対して次の CATでの図式が得られる．

1 C(a, T i)

1 C(a, T j)

σi

Tm•−id1

σi

⇐=
∼
σm
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よって fj := σj(∗) : a→ Tj，fm := (σm)∗ と置けば fm : Tm ◦ fi ∼= fj である．

a

T i

Tj

Tm

fi

fj

⇐
= ∼fm

σ が psuedonaturalであることより

1 C(a, T i)

1 C(a, T j)

1 C(a, Tk)

σi

Tm•−=⇒σm

id1

σj

Tn•−

=⇒σnid1

σk

id1 ⇐=
φnm =

1 C(a, T i)

C(a, T i)

1 C(a, T i)

Tm•−

Tn•−

⇐=
φnmT (n◦m)•−

σi

=⇒σn◦m

id1

σk

1 C(a, T i)

1 C(a, T i)

σi

idGi

=⇒λσi

idT i

σi

σi

=⇒ρ−1
σi

T (idi)

⇐
ψi =

1 C(a, T i)

1 C(a, T i)

idGi⇐
ψi

G(idi)

σi

=⇒
σidi

T (idi)

σi

が成り立つ．故に fn ∗ (Tn • fm) = fn◦m ∗ (φT • fi) ∗ α−1
Tn,Tm,fi

かつ fid = idである．

Ti

a Tj

Tk

fi

fj

fk

Tm

⇐
=fm

Tn

⇐
=fn

=

Ti

a Tj

Tk

fi

fk

Tm

Tn

T (n•m) ⇐
φT⇐fn◦m

このような条件を満たす族の組 f = 〈{fj}j , {fm}m〉 を bicone と呼ぶことにする．
biconeがあれば bicylinder σ : ∆1⇒ C(a, T−)が得られるから，この場合 bicylinderを
biconeと同一視することができる．従って bilimitとは「普遍性」を持つ biconeのこと
である．

lim∆1
bi T が存在するとして，その unitを η : ∆1⇒ C(lim∆1

bi T, T−)とし，ηに対応する
biconeを pとする．h : a→ lim∆1

bi T に対して bicylinder (Gh) ◦̂ η に対応する biconeを
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ここでは p • hと書く．定義より J の射m : i→ j に対して (p • h)j = pj ◦ hかつ

a

T i

Tj

Tm

fi

fj

⇐
= ∼fm = a lim∆1

bi T

Ti

Tj

Tm

pi

pj

⇐
= ∼pm

h

である．
f を bicone として対応する bicylinder を σ : ∆1 ⇒ C(a, T−) とすれば 1 次元的普
遍性により h : a → lim∆1

bi T と同型 Φ: (Gh) ◦̂ η ⇛ σ が存在する．j ∈ J に対して
Φj : (− • h) ◦ ηj ⇒ σj : 1 → C(a, T j)は自然同型である．故に ∗ ∈ 1の行き先を考えれ
ば，同型 φj := (Φj)∗ : pj ◦ h = ηj(∗) ◦ h ∼= σj(∗) = fj を得る．

a lim∆1
bi T Tj

h

fj

pj

⇐∼ φj

Φが modificationだから，m : i→ j に対して等式

1 C(a, T i)

1 C(a, T j)

((Gh)̂◦η)i

Tm•−id1 ((Gh)̂◦η)j

⇐=
∼

σj

⇒

Φj

=
1 C(a, T i)

1 C(a, T j)

σi Fm•−id1

σj

⇐=
∼
σm

((Gh)̂◦η)i

⇒

Φi

が成り立つ．即ち

a lim∆1
bi T

Ti

Tj

Tm

pi

pj

⇐
= ∼pm

h

fi

fj

⇐
= ∼φ−1

i

⇐
= ∼φj

= a

T i

Tj

Tm

fi

fj

⇐
= ∼fm

である．逆に同型な 2-morphismの族 φ = {φj : pj ◦ h⇒ fj}j∈J が上記の等式を満たせ
ば同型な modification Φ: (Gh) ◦̂ η ⇛ σ が得られるから，同型 (Gh) ◦̂ η ∼= σ を φと同
一視することができる．
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次に h, h′ : a → lim∆1
bi T として f := p • h，f ′ := p • h′ に対応する bicylinder をそ

れぞれ σ, σ′ : ∆1 ⇒ C(a, T−) とする．Γ: σ ⇛ σ′ を modification とすると j ∈ J に
対して Γj : σj ⇒ σ′

j : 1 → C(a, T j) は自然変換で θj := (Γj)∗ : fj ⇒ f ′
j : a → Tj は

2-morphismとなる．Γが modificationだから，m : i→ j に対して等式

1 C(a, T i)

1 C(a, T j)

σi

Tm•−id1 σj

⇐=
∼
σm

σ′
j

⇒

Γj

=
1 C(a, T i)

1 C(a, T j)

σ′
i Tm•−id1

σ′
j

⇐=
∼
σ′

m

σi

⇒
Γi

が成り立つ．故に θj ∗ fm = f ′
m ∗ (Fm • θi)となることが分かる．

a

T i

Tj

Tm

fi

fj

f ′
j

⇐θj

⇐

fm

= a

T i

Tj

Tm

fi

f ′
i

f ′
j

⇐θi
⇐

f ′
m

逆にこのような条件を満たす θ = {θj : fj ⇒ f ′
j}j∈J があれば modification Γ: σ ⇛ σ′

が得られるから，Γと θ が対応することが分かる．このような θ が存在するとき，2次元
的普遍性から β : h⇒ h′ が一意に存在して (Gβ) •̂ η = Γとなる．このとき j ∈ J に対し
て (Gβ)j • ηj = Γj となるから pj • β = θj である．

a lim∆1
bi T Tj⇐ β

pj

h

h′

= a Tj⇐
= θj

fj

f ′
j

以上をまとめると，J が小圏でW = ∆1の場合の bilimitとは，対象 lim∆1
bi と bicone

pの組 〈lim∆1
bi T, p〉であって，以下の条件を満たすものである．

• (1 次元的普遍性) bicone f に対して，h : a → lim∆1
bi T と任意の j ∈ J に対して

同型
a lim∆1

bi T Tj
h

fj

pj

⇐∼ φj
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が存在して，任意のm : i→ j に対して等式

a

T i

Tj

Tm

fi

fj

⇐
= ∼fm = a lim∆1

bi T

Ti

Tj

Tm

pi

pj

⇐
= ∼pm

h

fi

fj

⇐
= ∼φ−1

i

⇐
= ∼φj

が成り立つ．
• (2次元的普遍性) h, h′ : a→ lim∆1

bi T を 1-morphismとして f := p•h，f ′ := p•h′

とする．2-morphismの族 {θj : fj ⇒ f ′
j}j∈J が，任意のm : i→ j に対して等式

a

T i

Tj

Tm

fi

fj

f ′
j

⇐θj

⇐

fm

= a

T i

Tj

Tm

fi

f ′
i

f ′
j

⇐θi

⇐

f ′
m

を満たすとき，2-morphism β : h⇒ h′ が一意に存在して，任意の j ∈ J に対して

a lim∆1
bi T Tj⇐ β

pj

h

h′

= a Tj⇐
= θj

fj

f ′
j

となる．

例 5. J が離散圏で W = ∆1 の場合の bilimit を biproduct という．C の対象の族
{aj}j∈J の biproduct とは，例 4 によれば，組 〈c, p〉 であって次の条件を満たすもので
ある．

• c ∈ C は対象で，j ∈ J に対して pj : c→ aj は 1-morphismである．
• (1次元的普遍性) a ∈ C が対象で，j ∈ J に対して fj : a → aj が 1-morphismな
らば，1-morphism h : a→ cと同型

a c aj
h

fj

pj

∼ =

が存在する．
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• (2次元的普遍性) h, h′ : a→ cを 1-morphismとして，j ∈ J に対して fj := pj ◦h，
f ′
j ◦ h′ とする．また θj : fj ⇒ f ′

j を 2-morphism とする．このとき 2-morphism
β : h⇒ h′ が一意に存在して

a c aj⇐ β
pj

h

h′

= a aj⇐
= θj

fj

f ′
j

となる．

例 6. 2-category J を
i1 j

i0

m0

m1

として．strict 2-functor W : J → CAT，T : J → B を

W :

i1 j

i0

m0

m1
1 2

1

0

1

T :

i1 j

i0

m0

m1
a1 b

a0

f

g

としたときの bilimitを f, g の bicomma objectという．
x ∈ B を対象，σ : W ⇒ B(x, T−)を bicylinderとする．このとき σi0 : 1→ B(x, a0)，

σi1 : 1→ B(x, a1)，σj : 2→ B(x, b)は関手であり，また σ が pseudonaturalだから次の
図式を得る．

1 B(x, a0)

2 B(x, b)

σi0

f•−0

σj

⇐=σm0
∼

1 B(x, a1)

2 B(x, b)

σi1

g•−1

σj

⇐=σm1
∼
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故に q0 := σi0(∗)，q1 := σi1(∗)と定義すれば qk : x→ ak であり，(σm0)∗ : σj(0) ∼= f ◦q0

と (σm1)∗ : σj(1) ∼= g ◦ q1 は同型である．故に

λ :=
(
f ◦ q0

(σm0 )∗===⇒ σj(0)
σj(l)

====⇒ σj(1)
(σm1 )−1

∗===⇒ g ◦ q1
)

は次の 2-morphismである．
a1 b

x a0

=⇒
λ

f

g

q0

q1

逆にこのような λが与えられたとき，bicylinder σ : W ⇒ B(x, T−)を

σi0 : 1→ B(x, a0) : ∗ 7→ q0

σi1 : 1→ B(x, a1) : ∗ 7→ q1

σj : 2→ B(x, b) : 0 7→ f ◦ q0, 1 7→ g ◦ q1,

l 7→ λ

と (σm0)∗ = id，(σm1)∗ = idにより定めることができる．これにより σ と λを同一視す
ることができる．
さて，すると a0

f−→ b
g←− a1 の bicomma object とは，対象 f ↓ g ∈ B，1-morphism

p0 : a0 → b，p1 : a1 → b，2-morphism η : f ◦ p0 ⇒ g ◦ p1 の四つ組 〈f ↓ g, p0, p1, η〉，即
ち図式

a1 b

f ↓ g a0

=⇒η
f

g

p0

p1

であって「普遍性」を満たすものであると言える．η に対応する bicylinderを η と書く．
別の組 〈x, q0, q1, σ〉が同じ条件を満たすとする．σ に対応する bicylinderを σ とする．

1次元的普遍性により 1-morphism h : x→ f ↓gと同型 Φ: (Gh) ◦̂η ⇛ σが存在する．こ
のとき k ∈ J に対して Φk : (− • h) ◦ ηk ⇒ σk は自然同型である．よって φ0 := (Φi0)∗，

8



φ1 := (Φi1)∗ と置けば φ0 : p0 ◦ h⇒ q0，φ1 : p1 ◦ h⇒ q1 は同型である．また

(f ◦ p0) ◦ h f ◦ q0

(g ◦ p1) ◦ h g ◦ q1

(Φj)0

ση•h

(Φj)1

は可換である．Φは modificationだから等式

1
B(f ↓ g, a0)

B(x, a0)

2

B(f ↓ g, b)
B(x, b)

ηi0 −•h

f•−0
f•−

ηj −•h

= =⇒

σj

⇒

Φj

=
1

B(f ↓ g, a0)
B(x, a0)

2 B(x, b)
σi0

f•−0

σj

=

ηi0 −•h

⇒

Φi0

1
B(f ↓ g, a1)

B(x, a1)

2

B(f ↓ g, b)
B(x, b)

ηi1 −•h

f•−0
f•−

ηj −•h

= =⇒

σj

⇒

Φj

=
1

B(f ↓ g, a1)
B(x, a1)

2 B(x, b)
σi1

f•−1

σj

=

ηi1 −•h

⇒

Φi0

が成り立つ．故に

(f ◦ (p0 ◦ h) α−1

==⇒ (f ◦ p0) ◦ h
(Φσ

j )0
==⇒ f ◦ q0) = f • φ0

(g ◦ (p1 ◦ h) α−1

==⇒ (g ◦ p1) ◦ h
(Φσ

j )1
==⇒ g ◦ q1) = g • φ1

となるから (g • φ−1
1 ) ∗ (η • h) ∗ (f • φ0) = σ が分かる．

a1 b

f ↓ g a0

x

=⇒η⇒
φ1

⇒
φ−1

0

f

g

p0

p1

q0

q1

h

=

a1 b

a0

x

=⇒
σ

f

g

q0

q1

9



これが bicomma objectの 1次元的普遍性である．
次に 2次元的普遍性についてみる．そのために h, h′ : x→ f ↓ g を 1-morphismとして

a1 b

a0

x

=⇒
σ

f

g

q0

q1 :=

a1 b

f ↓ g a0

x

=⇒η
f

g

p0

p1

h

a1 b

a0

x

=⇒
σ′

f

g

q′
0

q′
1 :=

a1 b

f ↓ g a0

x

=⇒η
f

g

p0

p1

h′

と定める．Γ: σ ⇛ σ′ を modificationとすると modificationの条件より等式

1 B(x, a0)

2 B(x, b)

σi0

f•−0 σj

=

σ′
j

⇒

Γj

=
1 B(x, a0)

2 B(x, b)

σ′
i0 f•−0

σ′
j

=

σi0

⇒

Γi0

1 B(x, a1)

2 B(x, b)

σi1

g•−1 σj

=

σ′
j

⇒

Γj

=
1 B(x, a1)

2 B(x, b)

σ′
i1 g•−1

σ′
j

=

σi1

⇒

Γi1

が成り立つ．よって θ0 := (Γi0)∗ : q0 ⇒ q′
0，θ1 := (Γi1)∗ : q1 ⇒ q′

1 と定義すると
(Γj)0 = f • θ0，(Γj)1 = g • θ1 となる．また Γj : σj ⇒ σ′

j は自然変換だから

f ◦ q0 f ◦ q′
0

g ◦ q1 g ◦ q′
1

(Γj)0

σ′σ

(Γj)1
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が可換である．故に σ′ ∗ (f • θ0) = (g • θ1) ∗ σ となる．

a1 b

x a0

=⇒
σ

f

g

q0

q′
1 q1⇐
θ1

=

a1 b

x a0

=⇒
σ′

f

g

q′
0

q0

q′
1

⇒θ0

逆に 〈θ0, θ1〉がこの等式を満たせばmodification Γ: σ ⇛ σ′が得られるから，Γを 〈θ0, θ1〉
と同一視することができる．
さて，Γ (即ち 〈θ0, θ1〉) が存在したとすると 2次元的普遍性より，β : h⇒ h′ が一意に
存在して (Gβ) •̂ η = Γとなる．即ち k ∈ J に対して (− • β) • ηk = Γk となるから

x f ↓ g a0⇐ β
p0

h

h′

= x a0⇐
= θ0

q0

q′
0

x f ↓ g a1⇐ β
p1

h

h′

= x a1⇐
= θ1

q1

q′
1

が分かる．
以上をまとめると，f, g の bicomma objectとは，図式

a1 b

f ↓ g a0

=⇒η
f

g

p0

p1

であって，以下の条件を満たすものである．

• (1次元的普遍性) 図式
a1 b

x a0

=⇒σ
f

g

q0

q1
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に対して 1-morphism h : x → f ↓ g と同型な 2-morphism φ0 : p0 ◦ h ⇒ q0，
φ1 : p1 ◦ h⇒ q1 が存在して

a1 b

f ↓ g a0

x

=⇒η⇒
φ1

⇒
φ−1

0

f

g

p0

p1

q0

q1

h

=

a1 b

a0

x

=⇒
σ

f

g

q0

q1

となる．
• (2次元的普遍性) h, h′ : a→ lim∆1

bi T を 1-morphismとしてそこから得られる

a1 b

x a0

=⇒σ
f

g

q0

q1

a1 b

x a0

=⇒
σ′

f

g

q′
0

q′
1

を取る．2-morphism θ0, θ1 が等式

a1 b

x a0

=⇒
σ

f

g

q0

q′
1 q1⇐
θ1

=

a1 b

x a0

=⇒
σ′

f

g

q′
0

q0

q′
1

⇒θ0

を満たすならば，2-morphism β : h⇒ h′ が一意に存在して

x f ↓ g a0⇐ β
p0

h

h′

= x a0⇐
= θ0

q0

q′
0

x f ↓ g a1⇐ β
p1

h

h′

= x a1⇐
= θ1

q1

q′
1

となる．
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定理 7. f : a0 → b，g : a1 → bを 1-morphismとするとき，bicomma object f ↓ gとは，
xについて pseudonaturalな圏同値

B(x, f ↓ g) ' B(x, f) ↓ B(x, g)

が成り立つ対象のことである．

証明. コンマ圏 B(x, f) ↓ B(x, g)とは

• 対象は 3つ組 〈q0 : x→ a0, q1 : x→ a1, σ : f ◦ q0 ⇒ g ◦ q1〉である．
• 〈q0, q1, σ〉から 〈q′

0, q′
1, σ′〉への射は 2つ組 〈θ0 : q0 ⇒ q′

0, θ1 : q1 ⇒ q′
1〉であって

a1 b

x a0

=⇒
σ

f

g

q0

q′
1 q1⇐
θ1

=

a1 b

x a0

=⇒
σ′

f

g

q′
0

q0

q′
1

⇒θ0

を満たすものである．

で定まる圏である．

定理 8. f : a0 → b，g : a1 → bとして絶対右 Kanリフト

a1 b

a0

=⇒ε
f

g

f‡g

と bicomma object id↓f‡gが存在するとする．このとき f ↓gは存在して f ↓g ∼= id↓f‡g

である．

証明. まず定理 7より，u ∈ Bについて自然に B(u, id ↓ f‡g) ' id ↓ B(u, f‡g)である．こ
こで id ↓ B(u, f‡g)とは

• 対象は 3つ組 〈q0 : u→ a0, q1 : u→ a1, θ : q0 ⇒ f‡g ◦ q1〉である．

a1

u a0

=⇒ θ
q1 f‡g

q0
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• 射 〈q0, q1, θ〉 → 〈q′
0, q′

1, θ′〉は 2つ組 〈β : q0 ⇒ q′
0, γ : q1 ⇒ q′

1〉であって

a1

u a0

=⇒ θ

q′
1

q1

f‡g

q0

⇒γ
=

a1

u a0

⇒θ′

q′
1 f‡g

q′
0

q0

⇒ β

を満たすものである．

となる圏である．εが絶対右 Kanリフトだから次の図式における σ と θ は一対一に対応
する．

a1 b

u a0

=⇒σ
f

g

q0

q1

a1

u a0
=⇒ θ

q1 f‡g

q0

よって上で述べた定義を見比べれば id ↓ B(u, f‡g) ∼= B(u, f) ↓ B(u, g)が分かる．従って
B(u, id ↓ f‡g) ' B(u, f) ↓ B(u, g)が分かり，再び定理 7により f ↓ g ' id ↓ f‡g が分かっ
た．
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