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圏の圏 CATでは，対象 C,D ∈ CATに対して HomCAT(C,D)も圏になるのであっ
た (関手が対象，自然変換が射)．このように Homがまた圏になっているような圏のこと
を「2 次元の圏」や「2-圏 (2-category)」と呼ぶ．このような「2 次元の圏」にはいくつ
かの定義があるのだが，その中でもよく使われているのが「bicategory (もしくは weak
2-category)」と「strict 2-category」である*1．
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1 定義
まずは定義を述べ，詳しい説明は追々していくことにする．

定義. bicategory B とは，以下を満たすことをいう．

(1) 集まり Ob(B)が与えられている．Ob(B)の元を対象 (もしくは 0-cell)と呼ぶ．圏
の場合と同様，a ∈ Ob(B)を a ∈ B とも書く．

(2) 各対象 a, b ∈ B に対して圏 B(a, b)が与えられている．
(3) 各対象 a, b, c ∈ B に対して関手 Mabc : B(b, c) × B(a, b) → B(a, c) が与えられて
いる．

(4) 各対象 a ∈ B に対して関手 Ia : 1→ B(a, a)が与えられている*2．
(5) 各対象 a, b, c, d ∈ B に対して次の自然同型 αabcd が与えられている．

B(c, d)× B(b, c)× B(a, b)

B(b, d)× B(a, b) B(c, d)× B(a, c)

B(a, d)

===⇒
αabcd

∼

Mbcd×id

Mabd

id×Mabc

Macd

(6) 各対象 a, b ∈ B に対して次の自然同型 λab, ρab が与えられている．

1× B(a, b) B(a, b)

B(b, b)× B(a, b)

λab

=⇒ ∼

∼=

Ib×id Mabb

B(a, b)× 1 B(a, b)

B(a, b)× B(a, a)

ρab

=⇒ ∼

∼=

id×Ia
Maab

(7) 次の自然変換の等式が成り立つ．(スペースの都合上，Bcba := B(b, c)×B(a, b)等

*2 1は対象が 1つだけの離散圏．
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の略記を行った．)

Bedcba

Becba Bedca

Bedba

Beba Beda

Bea

Mcde×id×id

Mbce×id

id×Mbcd×id

id×id×Mabc

id×Macd

===⇒
αbcde×id

===⇒
id×αabcd

Mbde×id

Mabe

id×Mabd

Made

===⇒
αabde

=

Bedcba

Becba Bedca

Beca

Beba Beda

Bea

Mcde×id×id

id×Mabc

id×id×Mabc

Mcde×id

===

Mbce×id

Mabe

Mace

id×Macd

Made

===⇒
αabce

===⇒
αacde

(8) 次の自然変換の等式が成り立つ．

Bcba

Bcbba

Bcba Bcba

Bca

Mbbc×id

Mabc

id×Mabb

Mabc

===⇒
αabbc

id id
id×Ib×id

===⇒
(ρbc)−1×id

===⇒
id×λab

=

Bcba

Bcba Bcba

Bca
Mabc Mabc

id id

===

αabcd を associator，λab を left unitor，ρab を right unitorと呼ぶ．また αabcd, λab, ρab

が全て恒等変換となる bicategoryを strict 2-categoryという．

B を bicategory，a, b ∈ B を対象とするとき B(a, b)は圏である．この圏の対象 f を B
の 1-morphism (もしくは 1-cell)と呼ぶ．このとき aを f のドメイン，bを f のコドメイ
ンと呼び，記号では f : a→ bと表す．また圏 B(a, b)の射 β を Bの 2-morphism (もしく
は 2-cell)と呼ぶ*3．β の (圏 B(a, b)の射としての)ドメインが f，コドメインが gのとき
記号では β : f ⇒ g と書く．f, g : a → bであることも明示する場合は β : f ⇒ g : a → b

*3 αは常に associatorを表すことにして，2-morphismの記号は β, γ などのギリシャ文字を基本的には使
うことにする．
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と書く．図式では次のように書く．

a b⇐ β
f

g

f, g, h : a→ bを 1-morphism，β : f ⇒ g，γ : g ⇒ hを 2-morphismとする．β, γ は圏
B(a, b) の射だから合成することができる．この合成を垂直合成 (vertical composition)
と呼び，ここでは γ ∗ β と書く*4．図式で書くと次のようになる．

a b

⇐β

⇐γ

f

g

h

= a b⇐
=γ∗β

f

h

B(a, b)は圏だから，垂直合成は結合的である．即ち β : f ⇒ g，γ : g ⇒ h，σ : h⇒ k を
2-morphismとしたとき (σ ∗ γ) ∗ β = σ ∗ (γ ∗ β)が成り立つ．

a b

⇐β

⇐
=σ∗γ

f

g

k

= a b⇐
=γ∗β

⇐σ

f

h

k

また B(a, b)は圏だから f : a → bの恒等射となる 2-morphism idf : f ⇒ f も存在する．
このとき β : f ⇒ g に対して idg ∗ β = β，β ∗ idf = β である．

a b

⇐β

⇐idg

f

g

g

= a b⇐
=β

f

g

a b

⇐idf

⇐β

f

f

g

= a b⇐
=β

f

g

*4 垂直合成 (や後に述べる水平合成) の決まった記号というのは特に無いようで，論文によっても記号が異
なる．
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今度は f, g : a→ bと k, l : b→ cを 1-morphism，β : f ⇒ g，γ : k ⇒ lを 2-morphism
とする．関手 Mabc により Mabc(γ, β) : Mabc(k, f) ⇒ Mabc(l, g) を考えることができ
る．これを水平合成 (horizontal composition) と呼ぶ．k ◦ f := Mabc(k, f)，γ • β :=
Mabc(γ, β)と書く．

a b c⇐ β ⇐ γ
f

g

k

l

= a c⇐ γ•β

k◦f

l◦g

また Mabc(k,−) : B(a, b) → B(a, c) と Mabc(−, f) : B(b, c) → B(a, c) も関手である．
これらの関手をそれぞれ記号で k • −，− • f と書くことにする*5．この記号を使えば
k • β = idk • β，γ • f = γ • idf である*6．
Mabc(γ,−) : Mabc(k,−) ⇒ Mabc(l,−)，Mabc(−, β) : Mabc(−, f) ⇒ Mabc(−, g) は
自然変換である．これも γ • − := Mabc(γ,−)，− • β := Mabc(−, β)のように書くこと
にする．(γ • −)f = γ • f，(− • β)k = k • β である．
また次の図式の状況のとき

a b c⇐β

⇐γ

⇐σ

⇐τ

f

g

h

k

l

m

Mabc : B(b, c)×B(a, b)→ B(a, c)が関手であることから (τ ∗σ)•(γ ∗β) = (τ •γ)∗(σ•β)
が成り立つことが分かる．(これを interchange lawという．)

a b c⇐
=γ∗β ⇐
=τ∗σ

f

h

k

m

= a c⇐σ•β

⇐τ•γ

k◦f

l◦g

m◦h

*5 k ◦ −，− ◦ f という記法を採用しても良かったが，ここでは •を使うことにした．その方が以下の証明
を書く際に混乱が少ないと感じたためである．

*6 k • β や γ • f のような，1-morphismと 2-morphismの合成を whiskeringと呼ぶ．
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次に自然同型 αabcd について考える．これは次のような自然同型であった．

B(c, d)× B(b, c)× B(a, b)

B(b, d)× B(a, b) B(c, d)× B(a, c)

B(a, d)

===⇒
αabcd

∼

Mbcd×id

Mabd

id×Mabc

Macd

故にその成分は対象 〈h, g, f〉 ∈ B(c, d)×B(b, c)×B(a, b) (即ち図式 a
f−→ b

g−→ c
h−→ d)に

対して圏 B(a, d)の射 (即ち 2-morphism) αabcdhgf : (h ◦ g) ◦ f ⇒ h ◦ (g ◦ f)となる．αabcd
が自然同型だから，この αabcdhgf は同型な 2-morphismとなる．一般に bicategoryにおける
1-morphismの合成では，結合律は成り立つとは限らない．つまり (h◦g)◦f = h◦ (g ◦f)
とは限らないが，代わりに αabcdhgf によって同型 (h ◦ g) ◦ f ∼= h ◦ (g ◦ f)が与えられること
になる．
次に自然同型 λab は次のような自然同型であった．

1× B(a, b) B(a, b)

B(b, b)× B(a, b)

λab

=⇒ ∼

∼=

Ib×id Mabb

よって Ob(1) = {∗}として idb := Ib(∗)と書けば，λab の成分は f : a→ bに対して同型
な 2-morphism λab∗f : idb ◦ f ⇒ f となる．(以下では λab∗f を単に λabf と書く．) 同様に ρab

については同型 ρabf : f ◦ ida ⇒ f を与える．よってこの idは bicategoryにおいて (弱い
意味での)恒等射を与える．
さて，bicategory の定義の条件 (7) は自然変換の等式だから，自然変換の各成分が等
しいという条件と同等である．即ち，任意の図式 a

f−→ b
g−→ c

h−→ d
k−→ e に対して，圏

B(a, e)における射の等式

Made(idk, αabcdhgf ) ◦ αabdek,Mbcd(h,g),f ◦M
abe(αbcdekhg , idf )

= αacdek,h,Mabc(g,f) ◦ α
abce
Mcde(k,h),g,f

が成り立つという条件と同等である．これは上記の記号を使うと

(k • αabcdhgf ) ∗ αabdek,h◦g,f ∗ (αbcdekhg • f) = αacdek,h,g◦f ∗ αabcek◦h,g,f
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となる．これは圏 B(a, e)における図式として書けば，次の可換性を示している．

((k ◦ h) ◦ g) ◦ f

(k ◦ (h ◦ g)) ◦ f (k ◦ h) ◦ (g ◦ f)

k ◦ ((h ◦ g) ◦ f) k ◦ (h ◦ (g ◦ f))

αbcde
khg •f

αabde
k,h◦g,f

k•αabcd
hgf

αabce
k◦h,g,f

αacde
k,h,g◦f

同様に，条件 (8)は
(g • λabf ) ∗ αabbcg,idb,f

= ρbcg • f

となり，図式として書けば次の可換性を示している．

(g ◦ idb) ◦ f g ◦ (idb ◦ f)

g ◦ f

αabbc
g,idb,f

g•λab
fρbc

g •f

bicategoryでは，αにより同型 (h ◦ g) ◦ f ∼= h ◦ (g ◦ f)等が与えられることになる．こ
の αにより，例えば同型 ((l ◦ k) ◦ (h ◦ g)) ◦ f ∼= l ◦ (k ◦ ((h ◦ g) ◦ f))などが得られるの
であるが，一般にこのような同型を αから得る方法は複数あることになる．というのも，
射が 4つの場合でも既に，同型 ((k ◦ h) ◦ g) ◦ f ∼= k ◦ (h ◦ (g ◦ f))は上記の五角形の図式
から分かるように複数あるからである．つまり，何も条件が無ければこのような同型は標
準的には定まらないことになる．λと ρについても同様である．そこで bicategoryの条
件として「α, λ, ρによって複数の同型が得られる場合，それらは常に一致する」という条
件を付け加えたいわけである．これを coherence条件という．ところが実は，coherence
条件は上記の (五角形と三角形の)二つの図式の可換性さえ認めてしまえば，証明できる
ことが分かっている (coherence 定理)．そこで bicategory の条件としてこの二つを入れ
ているのである．coherence定理は後で証明する (定理 41)．

例 1. CAT は strict 2-category になる．まず圏 A,B に対して CAT(A,B) := BA と
定義して，圏 A,B,C に対して関手MABC : CAT(B,C)×CAT(A,B)→ CAT(A,C)

7



を自然変換の水平合成で定義する．即ち

A B C⇐ β ⇐ γ
F

G

K

L

のとき，a ∈ Aに対してMABC(γ, β)a := γGa ◦K(βa)である．このとき次の図式は可
換である．

DC × CB ×BA

DB ×BA DC × CA

DA

MBCD×id

MABD

id×MABC

MACD

1×BA BA

BB ×BA

∼=

IB×id MABB

BA × 1 BA

BA ×AA

∼=

id×IA MAAB

よって αABCD, λAB , ρAB として恒等変換を取ることができる．故に bicategory の定義
の条件 (7), (8)は明らかに成り立つから CATは bicategoryである．αABCD, λAB , ρAB
が恒等変換だから CATは strict 2-categoryである．

例 2. 圏は Homを離散圏と見なすことで strict 2-categoryになる．

例 3. Bを bicategoryとする．このとき，次のように定めた 〈Bop,Mop, αop, λop, ρop〉は
bicategoryを与える．

• Ob(Bop) := Ob(B)．
• a, b ∈ B に対して Bop(a, b) := B(b, a)．
• a, b, c ∈ B に対して，関手 (Mop)abc : Bop(b, c)× Bop(a, b)→ Bop(a, c)を

B(c, b)× B(b, a) ∼= B(b, a)× B(c, b) Mcba

−−−→ B(c, a)

で定める．
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• a, b, c, d ∈ B に対して，自然同型

Bop(c, d)× Bop(b, c)× Bop(a, b)

Bop(b, d)× Bop(a, b) Bop(c, d)× Bop(a, c)

Bop(a, d)

===⇒
(αop)abcd

∼

(Mop)bcd×id

(Mop)abd

id×(Mop)abc

(Mop)acd

を
B(b, a)× B(c, b)× B(d, c)

B(b, a)× B(d, b) B(c, a)× B(d, c)

B(d, a)

===⇒
(αdcba)−1

∼

id×Mdcb

Mdba

Mcba×id

Mdca

で定義する．
• (λop)ab := ρba，(ρop)ab := λba とする．

また，次のように定めた Bco も bicategoryである．

• Ob(Bco) := Ob(B)
• Bco(a, b) := B(a, b)op

よって Bcoop := (Bco)op も bicategoryである．

例 4. bicategory Modを以下のように定めることができる．

• 単位的環を対象とする．
• Rから S への 1-morphismは左 S 右 R加群とする．
• 2-morphismは準同型写像とする．即ちMod(R,S)は左 S 右 R加群の圏である．
• M : R → S と N : S → T の合成はテンソル積 N ⊗S M : R → T とする．これは
関手Mod(S, T )×Mod(R,S)→Mod(R, T )を定める．

• M : R→ S，N : S → T，L : T → U に対して，テンソル積の普遍性により得られ
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る射を αRSTULNM : (L⊗T N)⊗SM → L⊗T (N ⊗SM)とする．これにより自然同型

Mod(T,U)×Mod(S, T )×Mod(R,S)

Mod(R,U)×Mod(R,S) Mod(T,U)×Mod(R, T )

Mod(R,U)

===⇒
αRST U

∼

MST U ×id

MRSU

id×MRST

MRT U

が得られる．
• idR : R→ Rを，Rを積で左 R右 R加群とみなしたものとする．
• M : R → S に対して，テンソル積の普遍性により得られる射を λRSM : S ⊗S M →
M，ρRSM : M ⊗R R→M とする．これにより自然同型

1×Mod(R,S) Mod(R,S)

Mod(S, S)×Mod(R,S)

λRS

=⇒ ∼

∼=

IS×id MRSS

Mod(R,S)× 1 Mod(R,S)

Mod(R,S)×Mod(R,R)

ρRS

=⇒ ∼

∼=

id×IR MRRS

が得られる．
• これらは条件 (7)，(8)を満たす．

例 5. profunctorがなす bicategory Prof を以下のように定めることができる．

• Ob(Prof) := Ob(Cat)とする．
• 圏 Aから圏 B への 1-morphismは profunctor F : A −◦→ B とする．
• 2-morphismは自然変換とする．即ち Prof(A,B) = SetB

op×A である．
• 合成は profunctorの合成とする．即ち F : A −◦→ B，K : B −◦→ C に対して

MABC(K,F ) := KF = y†K ◦ F

は profunctor の合成とする．そして自然変換 β : F ⇒ G，γ : K ⇒ L に対して
MABC(γ, β) : LG⇒ KF を

MABC(γ, β) := y†γ • β

で定める．このMABC は明らかに関手である．
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• 自然変換

Prof(C,D)×Prof(B,C)×Prof(A,B)

Prof(B,D)×Prof(A,B) Prof(C,D)×Prof(A,C)

Prof(A,D)

===⇒
αABCD

∼

MBCD×id

MABD

id×MABC

MACD

を定義する．まず F : A −◦→ B，G : B −◦→ C，H : C −◦→ D に対して

(HG)F = y†(y†H ◦G) ◦ F, H(GF ) = y†H ◦ (y†G ◦ F )

A B

B̂

C

Ĉ D̂
F

G H
y y

y†G y†H

y†(y†H◦G)

である．y†H は左随伴だから左 Kan拡張 y†Gと交換する．故に自然同型

α′
HG : y†(y†H ◦G)⇒ y†H ◦ y†G

が存在する．そこで αHGF := (α′
HG)F と定める．

• 自然同型 y†y ⇒ idを λ′ とする．F : A −◦→ B に対して λF : (y†y) ◦ F ⇒ F を λ′
F

で定める．
• F : A −◦→ B に対して自然同型 y†F ◦ y ⇒ F を ρF とする．
• これらは条件 (7)，(8)を満たす．

例 6. C を pullbackを持つ圏とするとき，C の spanがなす bicategory Span(C)を以下
のように定めることができる．

• Ob(Span(C)) := Ob(C)とする．
• aから bへの 1-morphismは aから bへの span，即ち図式 a

f0←− f f1−→ bとする．
• 2-morphismは spanの射とする．これにより対象 a, b ∈ Cに対して Span(C)(a, b)
は圏になる．
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• a
f0←− f f1−→ bと b

g0←− g g1−→ cの合成 a← g ◦ f → cを，pullbackを使って次の図
式で定める．

g ◦ f

f g

a b c

f0

f1 g0

g1
p.b.

これは関手Mabc : Span(C)(b, c)× Span(C)(a, b)→ Span(C)(a, c)を与える．
. . . ) β : f ⇒ g : a → b，γ : k ⇒ l : b → cに対してMabc(γ, β)を pullbackの
普遍性で得られる次の点線の射で定義する．

k ◦ f

f k

a b c

g l

l ◦ g

β γ

pullbackの普遍性から，このMabc が関手となることは容易に分かる．

• a
f−→ b

g−→ c
h−→ dとする．αhgf : (h ◦ g) ◦ f ⇒ h ◦ (g ◦ f)を pullbackの普遍性に

より定める．

(h ◦ g) ◦ f h ◦ (g ◦ f)

g ◦ f h ◦ g

f g h

a b c d

αhgf

これは f, g, hについて自然である．
. . . ) β : f ⇒ f ′，γ : g ⇒ g′，δ : h⇒ h′ として

(δ • (γ • β)) ∗ αhgf = αh′g′f ′ ∗ ((δ • γ) • β)
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を示せばよいが，それは普遍性により分かる．

(h ◦ g) ◦ f h ◦ (g ◦ f)

g ◦ f h ◦ g

f g h

a b c d

f ′ g′ h′

g′ ◦ f ′ h′ ◦ g′

(h′ ◦ g′) ◦ f ′ h′ ◦ (g′ ◦ f ′)

αhgf

β γ δ

αh′g′f′

γ•β δ•γ

(δ•γ)•β
δ•(γ•β)

また普遍性から明らかに，αhgf は同型である．
• a

ida←−− a ida−−→ aを ida とする．
• f : a → bに対して λf : idb ◦ f ⇒ f と ρf : f ◦ ida ⇒ f を pullbackの射影により
定める．

idb ◦ f

f idb

a b b

λf
f ◦ ida

ida f

a a b

ρf

λf，ρf は f について自然な同型である．
• pullbackの普遍性により，条件 (7)，(8)が成り立つ．

以上により Span(C)は bicategoryである．

例 7 (fundamental 2-groupoid). 位相空間X に対して以下のように定めると bicategory
Π2(X)が得られる．この bicategoryを fundamental 2-groupoidという．

• 点 a ∈ X を対象とする．即ち Ob(Π2(X)) := X である．
• a ∈ X から b ∈ X への道 f : [0, 1]→ X を aから bへの 1-morphismとする．
• 道 f : a → b から g : a → b へのホモトピーを 2-morphism とする (但しホモト
ピックな 2-morphism は同じものと見なす)．これにより a, b ∈ X に対して圏
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Π2(X)(a, b)が定まる．
• f : a→ b，g : b→ cに対して合成 g ◦ f : a→ cを

g ◦ f(t) :=


f(2t)

(
0 ≤ t ≤ 1

2

)
g(2t− 1)

(
1
2
< t ≤ 1

)
で定義する．これは関手 Mabc : Π2(X)(b, c) × Π2(X)(a, b) → Π2(X)(a, c) を与
える．

• a
f−→ b

g−→ c
h−→ dとする．連続写像 αhgf : [0, 1]× [0, 1]→ X を

αhgf (s, t) :=



f

(
4t

2− s

) (
0 ≤ t ≤ 2− s

4

)
g(4t− 2 + s)

(
2− s

4
< t ≤ 3− s

4

)
h

(
4t− 3 + s

1 + s

) (
3− s

4
< t ≤ 1

)
により定める．

0 t

s

1

1

1
2

3
4

f
g h

これは αhgf : (h ◦ g) ◦ f ⇒ h ◦ (g ◦ f)である．この αhgf は f, g, hについて自然
な同型である．

• a ∈ X に対して ida : a→ aは ida(t) := aで定まる道 ida : [0, 1]→ X とする．
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• f : a→ bに対して λf : idb ◦ f ⇒ f と ρf : f ◦ ida ⇒ f を

λf (s, t) :=


f

(
2t

1 + s

) (
0 ≤ t ≤ 1 + s

2

)
b

(
1 + s

2
< t ≤ 1

)

ρf (s, t) :=


a

(
0 ≤ t ≤ 1− s

2

)
f

(
2t− 1 + s

1 + s

) (
1− s

2
< t ≤ 1

)
により定める．これは f について自然な同型である．

• これらは条件 (7)，(8)を満たす．

さて，後で必要となる補題をいくつか証明しておく．(これらの補題は coherence条件
の例である．)

補題 8. bicategory B の 1-morphism f : a → b，g : b → cに対して，圏 B(a, c)におけ
る次の図式は可換である．

(g ◦ f) ◦ ida g ◦ (f ◦ ida)

g ◦ f

αaabc
g,f,ida

g•ρab
f

ρac
g◦f

証明. ρac が自然同型だから，次の三角柱の図式で側面となる四角は全て可換である．

((g ◦ f) ◦ ida) ◦ ida (g ◦ f) ◦ ida

(g ◦ (f ◦ ida)) ◦ ida

(g ◦ f) ◦ ida g ◦ f

g ◦ (f ◦ ida)
αaabc

g,f,ida
g•ρab

f

ρac
g◦f

αaabc
g,f,ida

•ida

(g•ρab
f )•ida

ρac
g◦f •ida

ρac
(g◦f)◦ida

ρac
g◦(f◦ida)

ρac
g◦f

今示したいのは底面部分の三角形の可換性だから，上面部分の三角形の可換性を示せばよ
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い．そのために次の図式を考える．((∗)が今可換性を示したい部分である．)

((g ◦ f) ◦ ida) ◦ ida

(g ◦ (f ◦ ida)) ◦ ida g ◦ ((f ◦ ida) ◦ ida)

g ◦ (f ◦ (ida ◦ ida))

(g ◦ f) ◦ (ida ◦ ida)

(g ◦ f) ◦ ida g ◦ (f ◦ ida)
αaabc

g,f,ida
•ida

αaabc
g,f◦ida,ida

g•αaaab
f,ida,ida

αaaac
g◦f,ida,ida

αaabc
g,f,ida◦ida

ρac
g◦f •ida

(g•ρab
f )•ida

αaabc
g,f,ida

g•(ρab
f •ida)

(g◦f)•λaa
ida

g•(f•λaa
ida

)

(α)

(α)

(∗)

(8)

(8)

(α)の部分は α が自然変換だから可換である．また (8)の部分は bicategoryの定義の条
件 (8) により可換である．また一番外側の五角形は bicategory の定義の条件 (7) により
可換である．故に (∗)の部分も可換である．

また，同様にして次の補題が成り立つ．

補題 9. f : a→ b，g : b→ cに対して次の図式は可換である．

(idc ◦ g) ◦ f idc ◦ (g ◦ f)

g ◦ f

αabcc
idc,g,f

λac
g◦fλbc

g •f

証明. 補題 8と同じように次の図式から分かる．(ここで，上付きの添え字は省略した．以
降，上付きの添え字は省略することがある．)

idc ◦ ((idc ◦ g) ◦ f) idc ◦ (idc ◦ (g ◦ f))

idc ◦ (g ◦ f)

(idc ◦ g) ◦ f idc ◦ (g ◦ f)

g ◦ f

αidc,g,f

λg◦fλg•f

idc•αidc,g,f

λidc◦(g◦f)

idc•(λg•f)

λ(idc◦g)◦f idc•λg◦f

λg◦f
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((idc ◦ idc) ◦ g) ◦ f

(idc ◦ (idc ◦ g)) ◦ f idc ◦ ((idc ◦ g) ◦ f)

idc ◦ (idc ◦ (g ◦ f))

(idc ◦ idc) ◦ (g ◦ f)

(idc ◦ g) ◦ f idc ◦ (g ◦ f)
αidc,idc,g•f

αidc,idc◦g,f

idc•αidc,g,f

αidc◦idc,g,f αidc,idc,g◦f

(ρidc •g)•f

(idc•λg)•f

αidc,g,f

idc•(λg•f)

ρidc •(g◦f) idc•λg◦f

補題 10. λida = ρida : ida ◦ ida ⇒ ida である．

証明. 補題 8と同様に，ida • λida
= ida • ρida

を示せばよい．まず ρの自然性から

ida ◦ ida (ida ◦ ida) ◦ ida ida ◦ ida

ida ida ◦ ida ida

ρida◦ida

ρidaρida •ida

ρida

ρida

が可換となるが，ρida は同型だから ρida◦ida = ρida • ida が分かる．よって，bicategory
の定義の条件 (8)と補題 8を使えば

(ida ◦ ida) ◦ ida

ida ◦ (ida ◦ ida) ida ◦ (ida ◦ ida)

ida ◦ ida

ρida •ida ρida◦ida

αida,ida,ida

ida•λida

αida,ida,ida

ida•ρida

が可換となる．αida,ida,ida が同型であることから ida • λida = ida • ρida が分かる．

次に関手の bicategory版である pseudofunctorを定義しよう．

定義. B, Cを bicategoryとする．pseudofunctor (もしくはweak 2-functor*7) F : B → C
とは以下を満たすことである．

*7 古い文献では homomorphismと呼んでいる場合もある．
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(1) 関数 F : Ob(B)→ Ob(C)が与えられている．
(2) 各対象 a, b ∈ B に対して関手 F ab : B(a, b)→ C(Fa, Fb)が与えられている．
(3) 各対象 a, b, c ∈ B に対して次の自然同型 φabc が与えられている．

B(b, c)× B(a, b)

C(Fb, Fc)× C(Fa, Fb) B(a, c)

C(Fa, Fc)

F bc×Fab

MF a,F b,F c

=⇒
φabc

∼
Mabc

Fac

(よって 〈g, f〉 ∈ B(b, c)×B(a, b)に対して φabcgf : Fg ◦ Ff ⇒ F (g ◦ f)は C の同型
な 2-morphismである．)

(4) 各対象 a ∈ B に対して C の同型な 2-morphism ψa : idFa ⇒ F aa(ida)が与えられ
ている．

(5) B の 1-morphism a
f−→ b

g−→ c
h−→ d に対して次の C(Fa, Fd)の図式が可換である．

(Fh ◦ Fg) ◦ Ff F (h ◦ g) ◦ Ff F ((h ◦ g) ◦ f)

Fh ◦ (Fg ◦ Ff) Fh ◦ F (g ◦ f) F (h ◦ (g ◦ f))

φbcd
hg •Ff φabd

h◦g,f

F (αabcd
hgf )αF aF bF cF d

F h,F g,F f

Fh•φabc
gf φacd

h,g◦f

これは，αを省略して書けば，次の C の図式で表される．

Fb Fc

Fa Fd

=

=⇒ φabc
gf ===⇒φacd

h,g◦f

Ff

Fg

Fh
F (g◦f)

F (h◦(g◦f))

Fb Fc

Fa Fd

=⇒φbcd
hg===⇒ φabd

h◦g,f

Ff

Fg

Fh
F (h◦g)

F ((h◦g)◦f)

(6) B の 1-morphism f : a→ bに対して次の C(Fa, Fb)の図式が可換である．

idFb ◦ Ff Ff

F (idb) ◦ Ff F (idb ◦ f)

λF aF b
F f

F (λab
f )ψb•Ff

φabb
idb,f

Ff ◦ idFa Ff

Ff ◦ F (ida) F (f ◦ ida)

ρF aF b
F f

F (ρab
f )Ff•ψa

φaab
f,ida
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これは C の図式で書けば次のようになる．

Fb

Fa Fb

=

=⇒ψb

===⇒ φ
abb
idb,f

=⇒ F (λf )

Ff

idF b

F (idb)

F (idb◦f)

Ff

Fb

Fa Fb

=====⇒
λF f

Ff

idF b

Ff

Fa

Fa Fb

=

=⇒ψa

===⇒φaab
f,ida

=⇒ F (ρf )

F (ida)

idF a

Ff

F (f◦ida)

Ff

Fa

Fa Fb

=====⇒

ρF f

idF a

Ff

Ff

更に，各 φabc と ψa が idとなるとき，F を strict 2-functorと呼ぶ．

F : B → C を pseudofunctorとする．β : f ⇒ g : a→ bを Bの 2-morphismとすると，
F ab : B(a, b)→ C(Fa, Fb)が関手だから Fβ : Ff ⇒ Fg : Fa→ Fbは C の 2-morphism
である．

a b⇐ β
f

g

Fa Fb⇐Fβ
Ff

Fg

F

また F ab が関手であることから，B の 2-morphism β : f ⇒ g，γ : g ⇒ h に対して
F (γ ∗ β) = Fγ ∗ Fβ，F (idf ) = idFf となる．

Fa Fb⇐
=F (γ∗β)

Ff

Fh

= Fa Fb

⇐Fβ

⇐Fγ

Ff

Fg

Fh
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Fa Fb⇐F (idf )

Ff

Ff

= Fa Fb⇐idF f

Ff

Ff

pseudofunctorでは，関手の条件 (F (g ◦ f) = Fg ◦Ff，F (id) = id)が同型であればよ
いというように弱められており，代わりに条件 (5), (6)が追加されている．条件 (5)は，
bicategoryの構造の 1つである αを F が保つという条件である．つまり，a f−→ b

g−→ c
h−→

dを B の 1-morphismとしたとき αは 2-morphism αhgf : (h ◦ g) ◦ f ⇒ h ◦ (g ◦ f)を与
えるが，これを F で写した F (αhgf )が αFh,Fg,Ff : (Fh ◦ Fg) ◦ Ff ⇒ Fh ◦ (Fg ◦ Ff)
と一致するという条件である．但し，F (αhgf ) と αFh,Fg,Ff では domain と codomain
が一致していないので φ を使った調整が必要で，結果として条件 (5) が得られる．特に
strict 2-functorの場合，条件 (5)は F (αhgf ) = αFh,Fg,Ff となる．
条件 (6)についても同様で，また strict 2-functorの場合は F (λf ) = λFf，F (ρf ) = ρFf

となる．

例 11. 単位的環と環準同型がなす圏 Ring を strict 2-category とみなす (例 2)．また
Modを例 4で定義した bicategoryとする．このとき pseudofunctor F : Ring→Mod
を次のように定義することができる．

• R ∈ Ringに対して FR := R ∈Modとする．
• 環準同型 f : R→ S に対して，S を f により左 S 右 R-加群とみなしたものを Ff

と書く．Ring(R,S) が離散圏だから FRS : Ring(R,S) → Mod(FR,FS) は関
手になる．

• Ringの 1-morphism f : R→ S，g : S → T に対して φRSTgf : Fg⊗Ff → F (g◦f)
を，テンソル積の普遍性により得られる射とする．これは自然同型

Ring(S, T )×Ring(R,S)

Mod(FS, FT )×Mod(FR,FS) Ring(R, T )

Mod(FR,FT )

FST ×FRS

MF R,F S,F T

=⇒
φRST

∼
MRST

FRT

を定める．
• R ∈ Ring に対して idFR = F (idR) である．よって ψR := id: idFR ⇒ F (idR)
とすることができる．
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• このとき F は pseudofunctorの条件 (5)，(6)を満たすことが分かる．

次に pseudofunctor G : Mod→ CATを次のように定義することができる．

• R ∈Modに対して GR := R-Mod (右 R-加群がなす圏)とする．
• M : R → S に対して関手 GM : R-Mod → S-Mod を − ⊗R M (右から M

をテンソルする関手) で定める．これは明らかに関手 GRS : Mod(R,S) →
CAT(GR,GS)を定める．

• R,S, T ∈Mod，X ∈ R-Modに対して φRSTX : (X⊗RS)⊗S T → X⊗R (S⊗S T )
を，テンソル積の普遍性により得られる射とする．これは自然同型

Mod(S, T )×Mod(R,S)

CAT(GS,GT )×CAT(GR,GS) Mod(R,S)

CAT(GR,GT )

GST ×GRS

MGR,GS,GT

=⇒
φRST

∼
MRST

GRT

を定める．
• R ∈ Ring，X ∈ R-Modに対して ψRX : X → X ⊗R R を，テンソル積の普遍性
により得られる射とする．これは同型 ψR : idFR ⇒ F (idR)を与える．

• このとき F は pseudofunctorの条件 (5)，(6)を満たすことが分かる．

例 12. B, C を bicategory，F : B → C を pseudofunctorとする．F op を次のように定義
する．

• a ∈ B に対して F op(a) := F (a)．
• a, b ∈ B に対して (F op)ab を

Bop(a, b) = B(b, a) F ba

−−→ C(Fb, Fa) = Cop(Fa, Fb)

により定める．
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• a, b, c ∈ B に対して，自然同型

Bop(b, c)× Bop(a, b)

Cop(Fb, Fc)× Cop(Fa, Fb) Bop(a, c)

Cop(Fa, Fc)

(F op)bc×(F op)ab

(Mop)F a,F b,F c

====⇒
(φop)abc

∼
(Mop)abc

(F op)ac

を
B(b, a)× B(c, b)

C(Fb, Fa)× C(Fc, Fb) B(c, a)

C(Fc, Fa)

F ba×F cb

MF c,F b,F a

====⇒
φcba

∼
Mcba

F ca

により定める．
• a ∈ Aに対して (ψop)a := ψa とする．

この F op は pseudofunctor Bop → Cop を定める．

自然変換の bicategory版となるのが pseudonatural transformationである．

定義. F,G : B → C を pseudofunctor とする．F から G への pseudonatural transfor-
mation θ : F ⇒ Gとは以下を満たすことである．

(1) 各 a ∈ B に対して C の 1-morphism θa : Fa→ Gaが与えられている．
(2) 各 a, b ∈ B に対して，次の自然同型 θab が与えられている．

B(a, b)

C(Ga,Gb) C(Fa, Fb)

C(Fa,Gb)

Gab

−•θa

===⇒
θab

∼
Fab

θb•−
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故に f : a→ bのとき θabf : Gf ◦ θa ⇒ θb ◦ Ff は同型な 2-morphismである．

Fa Ga

Fb Gb

⇐=
∼
θab

f

θa

GfFf

θb

(3) B の 1-morphism a
f−→ b

g−→ cに対して，次の C(Fa,Gc)の図式は可換である．

(Gg ◦Gf) ◦ θa Gg ◦ (Gf ◦ θa) Gg ◦ (θb ◦ Ff) (Gg ◦ θb) ◦ Ff

(θc ◦ Fg) ◦ Ff

θc ◦ (Fg ◦ Ff)

θc ◦ F (g ◦ f)G(g ◦ f) ◦ θa

α

∼
Gg•θab

f α−1

∼

θbc
g •Ff

α

∼

θc•φgf

φgf •θa

θac
g◦f

これは，αを省略して書けば，次の C の図式で表される．

Fa Ga

Fb Gb

Fc Gc

θa

Gf

=⇒θab
f

Ff

θb

Gg

=⇒θ
bc
gFg

θc

F (g◦f) ⇐=
φgf =

Fa Ga

Gb

Fc Gc

Gf

Gg

⇐=
φgfG(g◦f)

θa

=⇒θac
g◦f

F (g◦f)

θc

(4) a ∈ B に対して次の等式が成り立つ．

Fa Ga

Fa Ga

θa

idGa

=⇒λθa

idF a

θa

θa

=⇒ρ−1
θa

F (ida)

⇐
ψa =

Fa Ga

Fa Ga

idGa⇐
ψa

G(ida)

θa

=⇒θ
aa
ida

F (ida)

θa

更に，各 θab が恒等変換となるとき，θ を strict natural transformationと呼ぶ．
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pseudonatural transformation も，自然変換の条件となる可換図式が同型であればよ
いというように弱められていて，代わりに θab が合成等と可換になるという条件が付け
加わっている．また定義より θabf は f ∈ B(a, b) について自然であるから，2-morphism
β : f ⇒ g に対して

Gf ◦ θa θb ◦ Ff

Gg ◦ θa θb ◦ Fg

θab
f

θb•FβGβ•θa

θab
g

が可換である．これは C の図式で描けば次のようになる．

Fa Ga

Fb Gb

θa

GfFfFg

θb

=⇒θab
f⇐

Fβ =

Fa Ga

Fb Gb

θa

GfGgFg

θb

=⇒θab
g ⇐

Gβ

命題 13. B, C を bicategory，F,G,H : B → C を pseudofunctorとする．pseudonatural
transformation θ : F ⇒ G，σ : G ⇒ H に対して垂直合成 σ ◦̂ θ *8を，対象 a ∈ B に対
して (σ ◦̂ θ)a := σa ◦ θa で定めれば，σ ◦̂ θ は pseudonatural transformation F ⇒ H と
なる．

証明.

※ 証明をする前に注意をしておく．まずこの命題の証明の手順自体は非常に単純であ
る．σ ◦̂ θ が pseudonatural transformationとなることを示すためには，f ∈ B(a, b)
について自然な 2-morphism (σ ◦̂ θ)f を定義して条件 (3)，(4)を満たすことを示さな
ければならないが，それは

Fa Ha

Fb Hb

⇐=(σ◦̂θ)f

(σ◦̂θ)a

HfFf

(σ◦̂θ)b

:=
Fa Ga Ha

Fb Gb Hb

⇐=θab
f ⇐=σab

f

θa

GfFf

θb

σa

Hf

σb

(14)

*8 この命題や以降の命題で定義する合成の記号は，この後定義する bicategory B̂ における ◦, •, ∗が ◦̂, •̂, ∗̂
となるように定義している．このように̂を付けて区別しなければいけない理由はない (文脈から判断で
きるため)が，明示して区別した方が分かりやすいという主観的な感想からこのようにしている．
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と定義すればよい．これが f について自然であることは

Fa Ga Ha

Fb Gb Hb

θa

GfFfFg

θb

σa

Hf

σb

=⇒θf
=⇒σf

⇐
Fβ =

Fa Ga Ha

Fb Gb Hb

θa

GfGgFg

θb

σa

Hf

σb

=⇒θg
=⇒σf

⇐
Gβ

=

Fa Ga Ha

Fb Gb Hb

θa

GgFg

θb

σa

HfHg

σb

=⇒θg
=⇒σg

⇐
Hβ

から分かり，また条件 (3)，(4)についても

Fa Ga

　

Ha

Fb Gb Hb

Fc Gc Hc

θa

Gf

=⇒θf

Ff

θb

Gg

=⇒θgFg

θc

F (g◦f) ⇐=
φgf

σa

Hf

=⇒σf

σb

Hg

=⇒σg

σc

=

Fa Ga

　

Ha

Gb Hb

Fc Gc Hc

Gf

Gg

⇐=
φgfG(g◦f)

θa

=⇒θg◦f

F (g◦f)

θc

σa

Hf

=⇒σf

σb

Hg

=⇒σg

σc
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=

Fa Ga

　

Ha

Hb

Fc Gc Hc

⇐=
φgfG(g◦f)

θa

=⇒θg◦f

F (g◦f)

θc

σa

Hf

Hg

σc

H(g◦f)

=⇒σg◦f

Fa Ga Ha

Fa Ga Ha

θa

idGa

=⇒λθa

idF a

θa

θa

=⇒ρ−1
θa

F (ida)

⇐
ψa

σa

idHa

σa

σa

=⇒λσa

=⇒ρ−1
σa

=

Fa Ga Ha

Fa Ga Ha

idGa⇐
ψa

G(ida)

θa

=⇒θida

F (ida)

θa

σa

idHa

σa

σa

=⇒λσa

=⇒ρ−1
σa

=

Fa Ga Ha

Fa Ga Ha

G(ida)

θa

=⇒θida

F (ida)

θa

σa

idHa

σa

H(ida) ⇐
ψa=⇒σida

から分かる．と言いたいところだが，この証明には一見問題がある．それは 3つ以上
の 1-morphismの合成を行っているのに，図式の中に合成の順序や αが反映されてい
ないことである．実はこの証明は問題ないことが第 5節で分かるのだが，ここでは α

をきちんと書き下すことで証明を行う．(以下，第 5 節の前まではこのような状況が
度々登場する．)

まず θ, σ が pseudonatural transformationだから，次の自然同型が与えられている．

B(a, b)

C(Ga,Gb) C(Fa, Fb)

C(Fa,Gb)

G

−•θa

=⇒
θab

∼
F

θb•−

B(a, b)

C(Ha,Hb) C(Ga,Gb)

C(Ga,Hb)

H

−•σa

=⇒
σab

∼
G

σb•−
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次に bicategory C の定義から次の自然同型が得られる．

C(Ga,Gb)

C(Ga,Hb) C(Fa,Gb)

C(Fa,Hb)

σb•−

−•θa

=⇒
ασb,−,θa

∼
−•θa

σb•−

これらをあわせて次の図式を得る．

B(a, b)

C(Ha,Hb) C(Ga,Gb) C(Fa, Fb)

C(Ga,Hb) C(Fa,Gb)

C(Fa,Hb)

=⇒
σab

∼ =⇒
θab

∼

=⇒
ασb,−,θa

∼
=⇒

α−1
−,σa,θa

∼ =⇒
α−1

σb,θb,−

∼

H

−•σa

G

σb•− −•θa

F

θb•−

−•θa σb•−

−•(σa◦θa) (σb◦θb)•−

この合成により (σ ◦̂ θ)ab を定める．即ち f ∈ B(a, b)に対して

(σ ◦̂ θ)abf := α−1
σb,θb,Ff

∗ (σb • θabf ) ∗ ασb,Gf,θa ∗ (σabf • θa) ∗ α−1
Hf,σa,θa

である (上で注意した図式 (14)も参照)．この σ ◦̂ θ が pseudonatural transformationと
なることを示そう．まず条件 (3)を示す．そのためには次の図式が可換であることを示せ
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ばよい．

H(g ◦ f) ◦ (σa ◦ θa)

(H(g ◦ f) ◦ σa) ◦ θa

(σc ◦G(g ◦ f)) ◦ θa

σc ◦ (G(g ◦ f) ◦ θa)

σc ◦ (θc ◦ F (g ◦ f))

(σc ◦ θc) ◦ F (g ◦ f)

(Hg ◦Hf) ◦ (σa ◦ θa)

((Hg ◦Hf) ◦ σa) ◦ θa

(Hg ◦ (Hf ◦ σa)) ◦ θa

(Hg ◦ (σb ◦Gf)) ◦ θa

((Hg ◦ σb) ◦Gf) ◦ θa

((σc ◦Gg) ◦Gf) ◦ θa

(σc ◦ (Gg ◦Gf)) ◦ θa

σc ◦ ((Gg ◦Gf) ◦ θa)

σc ◦ (Gg ◦ (Gf ◦ θa))

σc ◦ (Gg ◦ (θb ◦ Ff))

σc ◦ ((Gg ◦ θb) ◦ Ff)

σc ◦ ((θc ◦ Fg) ◦ Ff)

σc ◦ (θc ◦ (Fg ◦ Ff))

Hg ◦ (Hf ◦ (σa ◦ θa))

Hg ◦ ((Hf ◦ σa) ◦ θa)

Hg ◦ ((σb ◦Gf) ◦ θa)

Hg ◦ (σb ◦ (Gf ◦ θa))

Hg ◦ (σb ◦ (θb ◦ Ff))

Hg ◦ ((σb ◦ θb) ◦ Ff)

(Hg ◦ (σb ◦ θb)) ◦ Ff

((Hg ◦ σb) ◦ θb) ◦ Ff

((σc ◦Gg) ◦ θb) ◦ Ff

(σc ◦ (Gg ◦ θb)) ◦ Ff

(σc ◦ (θc ◦ Fg)) ◦ Ff

((σc ◦ θc) ◦ Fg) ◦ Ff

(σc ◦ θc) ◦ (Fg ◦ Ff)

α−1

σg◦f •θa

α

σc•θg◦f

α−1

α−1

α•θa

(Hg•σf )•θa

α−1•θa

(σg•Gf)•θa

α•θa

α

σc•α

σc•(Gg•θf )

σc•α−1

σc•(θg•Ff)

σc•α

Hg•α−1

Hg•(σf •θa)

Hg•α

Hg•(σb•θf )

Hg•α−1

α−1

α−1•Ff

(σg•θb)•Ff

α•Ff

(σc•θg)•Ff

α−1•Ff

α

φ•(σa◦θa)

(φ•σa)•θa

(σc•φ)•θa

σc•(φ•θa)

σc•(θc•φ)

(σc◦θc)•φ

α

α

α

α−1

α−1

α−1

(α)

(σ)

(α)

(θ)

(α)

(B)

(α)

(∗)

(α)

(B)

(α) は α が自然変換であるから可換である．(B) は bicategory の定義より可換である．
(θ)，(σ)は θ, σ が pseudonatural transformationであるから可換である．(∗)は次の図
式により可換であると分かる．((α)，(B)は上記と同じで，(•)は水平合成の関手性から
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可換である．)

(Hg ◦ (σb ◦ Gf)) ◦ θa

((Hg ◦ σb) ◦ Gf) ◦ θa

((σc ◦ Gg) ◦ Gf) ◦ θa

(σc ◦ (Gg ◦ Gf)) ◦ θa

σc ◦ ((Gg ◦ Gf) ◦ θa)

σc ◦ (Gg ◦ (Gf ◦ θa))

σc ◦ (Gg ◦ (θb ◦ F f))

σc ◦ ((Gg ◦ θb) ◦ F f)

(Hg ◦ σb) ◦ (Gf ◦ θa)

(σc ◦ Gg) ◦ (Gf ◦ θa)

(Hg ◦ σb) ◦ (θb ◦ F f)

(σc ◦ Gg) ◦ (θb ◦ F f)

Hg ◦ ((σb ◦ Gf) ◦ θa)

Hg ◦ (σb ◦ (Gf ◦ θa))

Hg ◦ (σb ◦ (θb ◦ F f))

Hg ◦ ((σb ◦ θb) ◦ F f)

(Hg ◦ (σb ◦ θb)) ◦ F f

((Hg ◦ σb) ◦ θb) ◦ F f

((σc ◦ Gg) ◦ θb) ◦ F f

(σc ◦ (Gg ◦ θb)) ◦ F f

α−1•θa

(σg•Gf)•θa

α•θa

α

σc•α

σc•(Gg•θf )

σc•α−1

σg•(Gf◦θa)

(σc◦Gg)•θf

(Hg◦σb)•θf

σg•(θb◦F f)

Hg•α

Hg•(σb•θf )

Hg•α−1

α−1

α−1•F f

(σg•θb)•F f

α•F f

α

α

α

α−1

α−1

α−1

α

α

α−1

α−1

(B)

(α)

(B)

(α)

(•)

(α)

(B)

(α)

(B)

次に条件 4を示す．即ち，a ∈ B に対して

Fa Ha

Fa Ha

(σ◦̂θ)a

idHa

=⇒λ(σ◦̂θ)a

idF a

(σ◦̂θ)a

(σ◦̂θ)a

=⇒ρ−1
(σ◦̂θ)a

F (ida)

⇐
ψ

=

Fa Ha

Fa Ha

idHa⇐
ψ

H(ida)

(σ◦̂θ)a

=⇒(σ◦̂θ)ida

F (ida)

(σ◦̂θ)a
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を示す．そのためには次の図式が可換であることを示せばよい．

H(ida) ◦ (σa ◦ θa)

(H(ida) ◦ σa) ◦ θa

(σa ◦G(ida)) ◦ θa

σa ◦ (G(ida) ◦ θa)

σa ◦ (θa ◦ F (ida))

(σa ◦ θa) ◦ F (ida)

idHa ◦ (σa ◦ θa)

(idHa ◦ σa) ◦ θa

(σa ◦ idGa) ◦ θa

σa ◦ (idGa ◦ θa)

σa ◦ (θa ◦ idFa)

(σa ◦ θa) ◦ idFa

σa ◦ θa

α−1

σida •θa

α

σa•θida

α−1

α−1

α

α−1

ψ•(σa◦θa)

(ψ•σa)•θa

(σa•ψ)•θa

σa•(ψ•θa)

σa•(θa•ψ)

(σa◦θa)•ψ

λσa◦θa

λσa •θa

ρ−1
σa

•θa

σa•λθa

σa•ρ−1
θa

ρ−1
σa◦θa

(α) (9)

(σ)

(α) (B)

(θ)

(α) (8)

(α) は α が自然変換であるから可換である．(B) は bicategory の定義より可換である．
(θ)，(σ) は θ, σ が pseudonatural transformation であるから可換である．(8) は補題 8
から，(9)は補題 9から可換である．

bicategory の場合には，更に pseudonatural transformation の間の射である modifi-
cationを定義することができる．

定義. F,G : B → C を pseudofunctor，θ, σ : F ⇒ G を pseudonatural transformation
とする．θ から σ への modification Γ: θ ⇛ σ とは以下を満たすことである．

(1) 各 a ∈ B に対して C の 2-morphism Γa : θa ⇒ σa が与えられている．
(2) B の 1-morphism f : a → bに対して，C の 2-morphismに関する次の等式が成り
立つ．

Fa Ga

Fb Gb

θa

GfFf θb

=⇒θf

σb

⇒

Γb

=
Fa Ga

Fb Gb

σa
GfFf

σb

=⇒σf

θa

⇒

Γa
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命題 15. F,G : B → C を pseudofunctor，θ, σ, τ : F ⇒ G を pseudonatural transfor-
mation，Γ: θ ⇛ σ，∆: σ ⇛ τ を modificationとする．modificationの垂直合成 ∆ ∗̂ Γ
を，a ∈ B に対して (∆ ∗̂ Γ)a := ∆a ∗ Γa で定めれば，∆ ∗̂ Γは modification θ ⇛ τ と
なる．

証明. B の 1-morphism f : a→ bに対して

Fa Ga

Fb Gb

θa

GfFf θb

=⇒θf

σb

⇒

Γb

τb

⇒

∆b

=
Fa Ga

Fb Gb

θa⇒

Γa

σa

GfFf

σb

=⇒σf

τb

⇒

∆b

=
Fa Ga

Fb Gb

θa⇒

Γa

σa

⇒

∆a

τa GfFf

τb

=⇒τf

である．

定義. pseudonatural transformation F ⇒ Gを対象，modificationを射として，垂直合
成を射の合成とすれば圏となることが分かる．(θ : F ⇒ Gの恒等射 idθ は (idθ)a := idθa

で与えられる．) この圏を Natps(F,G)と書くことにする．

命題 16. F,G,H : B → C を pseudofunctor，θ, σ : F ⇒ G，τ, ξ : G⇒ H を pseudonat-
ural transformation，Γ: θ ⇛ σ，∆: τ ⇛ ξ を modificationとする．modificationの水
平合成∆ •̂Γを，a ∈ Bに対して (∆ •̂Γ)a := ∆a •Γa で定めれば，∆ •̂Γはmodification
τ ◦̂ θ ⇛ ξ ◦̂ σ となる．

証明. 次の等式を示せばよい．

Fa Ha

Fb Hb

(τ ◦̂θ)a

HfFf (τ ◦̂θ)b

=⇒(τ ◦̂θ)ab
f

(ξ◦̂σ)b

⇒

(∆•̂Γ)b

=
Fa Ha

Fb Hb

(ξ◦̂σ)a HfFf

(ξ◦̂σ)b

=⇒(ξ◦̂σ)ab
f

(τ ◦̂θ)a

⇒

(∆•̂Γ)a

即ち

((∆b • Γb) • Ff) ∗ α−1
τb,θb,Ff

∗ (τb • θabf ) ∗ ατb,Gf,θa ∗ (τabf • θa) ∗ α−1
Hf,τa,θa

= α−1
ξb,σb,Ff

∗ (ξb • σabf ) ∗ αξb,Gf,σa ∗ (ξabf • σa) ∗ α−1
Hf,ξa,σa

∗ (Hf • (∆a • Γa))
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を示す．そのためには次の図式が可換であることを示せばよい．

Hf ◦ (τa ◦ θa)

(Hf ◦ τa) ◦ θa

(τb ◦Gf) ◦ θa

τb ◦ (Gf ◦ θa)

τb ◦ (θb ◦ Ff)

(τb ◦ θb) ◦ Ff

Hf ◦ (ξa ◦ θa)

(Hf ◦ ξa) ◦ θa

(ξb ◦Gf) ◦ θa

ξb ◦ (Gf ◦ θa)

ξb ◦ (θb ◦ Ff)

(ξb ◦ θb) ◦ Ff

Hf ◦ (ξa ◦ σa)

(Hf ◦ ξa) ◦ σa

(ξb ◦Gf) ◦ σa

ξb ◦ (Gf ◦ σa)

ξb ◦ (σb ◦ Ff)

(ξb ◦ σb) ◦ Ff

α−1

τf •θa

α

τb•θf

α−1

α−1

ξf •θa

α

ξb•θf

α−1

α−1

ξf •σa

α

ξb•σf

α−1

Hf•(∆a•θa)

(Hf•∆a)•θa

(∆b•Gf)•θa

∆b•(Gf◦θa)

∆b•(θb◦Ff)

(∆b•θb)•Ff

Hf•(ξa•Γa)

(Hf◦ξa)•Γa

(ξb◦Gf)•Γa

ξb•(Gf•Γa)

ξb•(Γb•Ff)

(ξb•Γb)•Ff

(α) (α)

(∆) (∗)

(α) (α)

(∗) (Γ)

(α) (α)

(α)は αが自然変換であるから可換である．(∆)，(Γ)は ∆,Γが modificationであるか
ら可換である．(∗)は明らかに可換である．

命題 17. F,G,H : B → C を pseudofunctorとするとき，pseudonatural transformation
の垂直合成は関手 Natps(G,H)×Natps(F,G)→ Natps(F,H)を与える．

証明. Γ: θ ⇛ σ : F ⇒ Gと ∆: τ ⇛ ξ : G ⇒ H に対してM(∆,Γ) := ∆ •̂ Γと定める．
このM が関手になることを示せばよい．
まず idτ •̂ idθ = idτ ◦̂θ を示す．それは a ∈ B に対して

(idτ •̂ idθ)a = idτa
• idθa

= idτa◦θa
= id(τ ◦̂θ)a

だから成り立つ．
後は (∆ ∗̂∆′) •̂ (Γ ∗̂ Γ′) = (∆ •̂ Γ) ∗̂ (∆′ •̂ Γ′)を示せばよい．それは a ∈ B に対して(

(∆ ∗̂∆′) •̂ (Γ ∗̂ Γ′)
)
a

= (∆ ∗̂∆′)a • (Γ ∗̂ Γ′)a = (∆a ∗∆′
a) • (Γa ∗ Γ′

a)
= (∆a • Γa) ∗ (∆′

a • Γ′
a) = (∆ •̂ Γ)a ∗ (∆′ •̂ Γ′)a

=
(
(∆ •̂ Γ) ∗̂ (∆′ •̂ Γ′)

)
a

だから成り立つ．
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定理 18. bicategory B, C に対して bicategory Funps(B, C)を以下のように定義すること
ができる．

• pseudofunctor B → C を対象とする．
• Funps(B, C)(F,G) := Natps(F,G) とする．即ち pseudonatural transformation
が 1-morphismで modificationが 2-morphismである．また 1-morphismの合成
は ◦̂であり，2-morphismの水平合成・垂直合成は •̂, ∗̂である．

証明. F,G,H,K : B → C を pseudofunctor，θ : F ⇒ G，σ : G ⇒ H，τ : H ⇒ K を
pseudonatural transformation とする．対象 a ∈ B に対して θa, σa, τa は 1-morphism
である．よって同型な 2-morphism ατa,σa,θa

: (τa ◦σa) ◦ θa ⇒ τa ◦ (σa ◦ θa)が得られる．
(Γτσθ)a := ατa,σa,θa

とすれば，これはmodification Γτσθ : (τ ◦̂ σ) ◦̂ θ ⇛ τ ◦̂ (σ ◦̂ θ) を与
える．

. . . ) f : a→ bに対して

Fa Ka

Fb Kb

(τa◦σa)◦θa

KfFf (τb◦σb)◦θb

=⇒((τ ◦̂σ)◦̂θ)f

τb◦(σb◦θb)

⇒

(Γτσθ)b

=

Fa Ka

Fb Kb

τa◦(σa◦θa) KfFf

τb◦(σb◦θb)

=⇒(τ ◦̂(σ◦̂θ))f

(τa◦σa)◦θa

⇒

(Γτσθ)a

を示せばよい．定義より (但し，演算子の優先順位は ∗が一番低いものとしておく)

((τ ◦̂ σ) ◦̂ θ)f
= α−1

(τ ◦̂σ)b,θb,Ff
∗ (τ ◦̂ σ)b • θf ∗ α(τ ◦̂σ)b,Gf,θa

∗ (τ ◦̂ σ)f • θa ∗ α−1
Kf,(τ ◦̂σ)a,θa

= α−1
τb◦σb,θb,Ff

∗ (τb ◦ σb) • θf ∗ ατb◦σb,Gf,θa

∗ [α−1
τb,σb,Gf

∗ (τb • σf ) ∗ ατb,Hf,σa ∗ (τf • σa) ∗ α−1
Kf,τa,σa

] • θa
∗ α−1

Kf,τa◦σa,θa

= α−1
τb◦σb,θb,Ff

∗ (τb ◦ σb) • θf ∗ ατb◦σb,Gf,θa
∗ α−1

τb,σb,Gf
• θa ∗ (τb • σf ) • θa

∗ ατb,Hf,σa
• θa ∗ (τf • σa) • θa ∗ α−1

Kf,τa,σa
• θa ∗ α−1

Kf,τa◦σa,θa
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(τ ◦̂ (σ ◦̂ θ))f
= α−1

τb,(σ◦̂θ)b,Ff
∗ τb • (σ ◦̂ θ)f ∗ ατb,Hf,(σ◦̂θ)a

∗ τf • (σ ◦̂ θ)a ∗ α−1
Kf,τa,(σ◦̂θ)a

= α−1
τb,σb◦θb,Ff

∗ τb • [α−1
σb,θb,Ff

∗ (σb • θf ) ∗ ασb,Gf,θa
∗ (σf • θa) ∗ α−1

Hf,σa,θa
]

∗ ατb,Hf,σa◦θa
∗ τf • (σa ◦ θa) ∗ α−1

Kf,τa,σa◦θa

= α−1
τb,σb◦θb,Ff

∗ τb • α−1
σb,θb,Ff

∗ τb • (σb • θf ) ∗ τb • ασb,Gf,θa
∗ τb • (σf • θa)

∗ τb • α−1
Hf,σa,θa

∗ ατb,Hf,σa◦θa ∗ τf • (σa ◦ θa) ∗ α−1
Kf,τa,σa◦θa

である．故に次の図式が可換であることを示せばよい．

Kf ◦ ((τa ◦ σa) ◦ θa)

(Kf ◦ (τa ◦ σa)) ◦ θa

((Kf ◦ τa) ◦ σa) ◦ θa

((τb ◦Hf) ◦ σa) ◦ θa

(τb ◦ (Hf ◦ σa)) ◦ θa

(τb ◦ (σb ◦Gf)) ◦ θa

((τb ◦ σb) ◦Gf) ◦ θa

(τb ◦ σb) ◦ (Gf ◦ θa)

(τb ◦ σb) ◦ (θb ◦ Ff)

((τb ◦ σb) ◦ θb) ◦ Ff

Kf ◦ (τa ◦ (σa ◦ θa))

(Kf ◦ τa) ◦ (σa ◦ θa)

(τb ◦Hf) ◦ (σa ◦ θa)

τb ◦ (Hf ◦ (σa ◦ θa))

τb ◦ ((Hf ◦ σa) ◦ θa)

τb ◦ ((σb ◦Gf) ◦ θa)

τb ◦ (σb ◦ (Gf ◦ θa)

τb ◦ (σb ◦ (θb ◦ Ff))

τb ◦ ((σb ◦ θb) ◦ Ff)

(τb ◦ (σb ◦ θb)) ◦ Ff

α−1

α−1•θa

(τf •σa)•θa

α•θa

(τb•σf )•θa

α−1•θa

α

(τb◦σb)•θf

α−1

α−1

τf •(σa◦θa)

α

τb•α−1

τb•(σf •θa)

τb•α

τb•(σb•θf )

τb•α−1

α−1

Kf•α

α

α

α

α

α

α

α•Ff

これは αの自然性と bicategoryの条件 (7)により明らか．
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この Γτσθ は τ, σ, θ について自然である．
. . . ) Θ: θ ⇛ θ′，Σ: σ ⇛ σ′，Φ: τ ⇛ τ ′ を modificationとしたとき，次の図式が可
換であることを示せばよい．

(τ ◦̂ σ) ◦̂ θ τ ◦̂ (σ ◦̂ θ)

(τ ′ ◦̂ σ′) ◦̂ θ′ τ ′ ◦̂ (σ′ ◦̂ θ′)

Γτσθ

Φ•̂(Σ•̂Θ)Φ•̂(Σ•̂Θ)

Γτ′σ′θ′

即ち a ∈ B に対して

(τa ◦ σa) ◦ θa τa ◦ (σa ◦ θa)

(τ ′
a ◦ σ′

a) ◦ θ′
a τ ′

a ◦ (σ′
a ◦ θ′

a)

ατaσaθa

Φa•(Σa•Θa)(Φa•Σa)•Θa

ατ′
aσ′

aθ′
a

が可換であることを示せばよいが，それは αが自然変換であるから明らか．

次に idF を

• a ∈ B に対して (idF )a := idFa．
• f : a→ bに対して (idF )f := (Ff ◦ idFa

ρF f−−→ Ff
λ−1

F b−−→ idFb ◦ Ff)．

と定義するとこれは pseudonatural transformation idF : F ⇒ F を与える．
. . . ) まず (idF )f が自然同型

B(a, b)

C(Fa, Fb) C(Fa, Fb)

C(Fa, Fb)

F

−•idF a

===⇒
idF

∼
F

idF b•−
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を与えることを示そう．そのためには β : f ⇒ g : a→ bに対して

Ff ◦ idFa Ff idFb ◦ Ff

Fg ◦ idFa Fg idFb ◦ Fg

ρF f

FβFβ•idF a

ρF g

λ−1
F f

idF b•Fβ

λ−1
F g

が可換となればよいが，それは λ, ρの自然性より明らか．
さて，この idF が pseudonatural transformation の条件を満たすことを示そう．

まず条件 (3)，即ち B の 1-morphism a
f−→ b

g−→ cに対して次の図式が可換であるこ
とを示す．

(Fg ◦ Ff) ◦ idFa

F (g ◦ f) ◦ idFa

Fg ◦ (Ff ◦ idFa)

F (g ◦ f)

Fg ◦ Ff

Fg ◦ (idFb ◦ Ff)

(Fg ◦ idFb) ◦ Ff

Fg ◦ Ff

(idFc ◦ Fg) ◦ Ff

idFc ◦ (Fg ◦ Ff)

idFc ◦ F (g ◦ f)

φgf •idF a

Fg•λ−1
F f

α−1

ρF g•Ff

idF g◦F f

λ−1
F g•Ff

α
λ−1

F g◦F f

idF c•φgf

α

ρF g◦F f

ρF (g◦f)

Fg•ρF f

φgf

λ−1
F (g◦f)

(8)

(ρ)

(∗)

(9)

(λ)

(λ)，(ρ) は λ, ρ の自然性により可換である．(8)，(9) は補題 8, 9 より可換である．
(∗)は bicategoryの条件 (8)により可換である．以上により条件 (3)は成り立つ．
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最後に条件 4を示す．即ち a ∈ B に対して

Fa Fa

Fa Fa

idF a

idF a

=⇒λidF a

idF a

idF a

idF a

=⇒ρ−1
idF a

F (ida)

⇐
ψa

=

Fa Fa

Fa Fa

idF a⇐
ψa

F (ida)

idF a

=⇒λ−1
F (ida)F (ida)

idF a

F (ida)

=⇒

ρF (ida)

を示す．まず補題 10により (左辺) = idFa •ψaである．一方，λ, ρは自然同型だから

idFa ◦ idFa idFa idFa ◦ idFa

F (ida) ◦ idFa F (ida) idFa ◦ F (idFa)

ρidF a

ψaψa•idF a

ρF (ida)

λ−1
idF a

idF a•ψa

λ−1
F (ida)

は可換である．故に

(右辺) =

Fa Fa

Fa Fa

idF a

idF a

=⇒ρidF a

idF a

idF a

idF a

=⇒λ−1
idF a

F (ida)

⇐
ψa

= idFa • ψa = (左辺)

が分かる．

次に (Λθ)a := λθa : idGa ◦ θa ⇒ θa，(Ψθ)a := ρθa : θa ◦ idFa ⇒ θa と定義する．これ
らはmodification Λθ : idG ◦̂ θ ⇛ θ，Ψθ : θ ◦̂ idF ⇛ θ を与える．

. . . ) f : a→ bに対して等式

Fa Ga

Fb Gb

idGa◦θa

GfFf idGb◦θb

=⇒(idG◦̂θ)f

θb

⇒

(Λθ)b

=
Fa Ga

Fb Gb

θa GfFf

θb

=⇒θf

idGa◦θa

⇒

(Λθ)a
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Fa Ga

Fb Gb

θa◦idF a

GfFf θb◦idF b

=⇒(θ◦̂idF )f

θb

⇒

(Ψθ)b

=
Fa Ga

Fb Gb

θa GfFf

θb

=⇒θf

θa◦idF a

⇒

(Ψθ)a

を示せばよい．つまり

(λθb
• Ff) ∗ α−1

idGb,θb,Ff
∗ (idGb • θf ) ∗ αidGb,Gf,θa

∗ ((idG)f • θa) ∗ α−1
Gf,idGa,θa

= θf ∗ (Gf • λθa)
(ρθb
• Ff) ∗ α−1

θb,idF b,Ff
∗ (θb • (idF )f ) ∗ αθb,Ff,idF a

∗ (θf • idFa) ∗ α−1
Gf,θa,idF a

= θf ∗ (Gf • ρθa)

を示せばよい．そのためには次の図式が可換であることを示せばよい．

Gf ◦ (idGa ◦ θa)

Gf ◦ θa

θb ◦ Ff

(Gf ◦ idGa) ◦ θa

(idGb ◦Gf) ◦ θa

idGb ◦ (Gf ◦ θa)

idGb ◦ (θb ◦ Ff)

(idGb ◦ θb) ◦ Ff

Gf•λθa

θf

(idG)f •θa

α

idGb•θf

α−1

α−1

ρGf •θa

λGf •θa

λGf◦θa

λθb◦F f

λθb
•Ff

(C)

(id)

(9)

(λ)

(9)

Gf ◦ (θa ◦ idFa)

Gf ◦ θa

θb ◦ Ff

(Gf ◦ θa) ◦ idFa

(θb ◦ Ff) ◦ idFa

θb ◦ (Ff ◦ idFa)

θb ◦ (idFb ◦ Ff)

(θb ◦ idFb) ◦ Ff

Gf•ρθa

θf

θf •idF a

α

θb•(idF )f

α−1

α−1

ρGf◦θa

ρθb◦F f

θb•ρF f

θb•λF f

ρθb
•Ff

(8)

(ρ)

(8)

(id)

(C)

(λ)，(ρ)は λ, ρの自然性から可換である．(id)は idF の定義により可換である．(8)，
(9)は補題 8, 9から可換である．(C)は C が bicategoryだから可換である．

この Λθ,Ψθ は θ について自然である．
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. . . ) Θ: θ ⇛ σをmodificationとしたとき，次の図式が可換であることを示せばよい．

idG ◦̂ θ θ

idG ◦̂ σ σ

Λθ

ΘidG•̂Θ

Λσ

θ ◦̂ idF θ

σ ◦̂ idF σ

Ψθ

ΘΘ•̂idF

Ψσ

即ち a ∈ B に対して

idGa ◦ θa θa

idGa ◦ σa σa

λθa

ΘaidGa•Θa

λσa

θa ◦ idFa θa

σa ◦ idFa σa

ρθa

ΘaΘa•idF a

ρσa

が可換であることを示せばよいが，それは λ, ρが自然変換であるから明らか．

最後に Γ,Λ,Ψが bicategoryの条件 (7), (8)を満たすことを示せばよい．
まず条件 (7)を示すためには

((β ◦̂ τ) ◦̂ σ) ◦̂ θ

(β ◦̂ (τ ◦̂ σ)) ◦̂ θ (β ◦̂ τ) ◦̂ (σ ◦̂ θ)

β ◦̂ ((τ ◦̂ σ) ◦̂ θ) β ◦̂ (τ ◦̂ (σ ◦̂ θ))

Γβτσ •̂θ

Γβ,τ ◦̂σ,θ

β•Γτσθ

Γβ◦̂τ,σ,θ

Γβ,τ,σ◦̂θ

が可換であることを示せばよい．即ち a ∈ B に対して

((βa ◦ τa) ◦ σa) ◦ θa

(βa ◦ (τa ◦ σa)) ◦ θa (βa ◦ τa) ◦ (σa ◦ θa)

βa ◦ ((τa ◦ σa) ◦ θa) βa ◦ (τa ◦ (σa ◦ θa))

αβa,τa,σa •θa

αβa,τa◦σa,θa

βa•ατa,σa,θa

αβa◦τa,σa,θa

αβa,τa,σa◦θa

が可換であることを示せばよいが，これは C が bicategoryであるから可換である．
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条件 (8)についても

(σ ◦̂ idG) ◦̂ θ σ ◦̂ (idG ◦̂ θ)

σ ◦̂ θ

Γσ,idG,θ

σ•̂ΛθΨσ •̂θ

の可換性を示せばよいが，これも a ∈ B に対して

(σa ◦ idGa) ◦ θa σa ◦ (idGa ◦ θa)

σa ◦ θa

ασa,idGa,θa

σa•λθaρσa •θa

が可換であるからよい．

定理 19. C が strict 2-categoryならば Funps(B, C)も strict 2-categoryである．

証明. 定理 18の証明から明らか．

系 20. bicategory B に対して B̂ := Funps(Bop,CAT)は strict 2-categoryである．

最後に，以降で使う言葉を定義しておく．

定義. B を bicategory ，a, b ∈ B を対象とする．

(1) 1-morphism f : a→ bが同値 (equivalence)
⇐⇒ある 1-morphism g : b→ aと同型 ida ∼= g ◦ f，f ◦ g ∼= idb が存在する．

(2) aと bが同値⇐⇒ある同値 f : a→ bが存在する．

aと bが同値であることを記号で a ' bと書くことにする．

例 21. strict 2-category CATにおける同値とは圏同値のことである．

定義. P を圏に関する性質とするとき，bicategory Bが局所 P (locally P )とは，任意の
a, b ∈ B に対して圏 B(a, b)が P を満たすことをいう．

定義. P を関手に関する性質とするとき，pseudofunctor F : B → C が局所 P (locally
P )とは，任意の a, b ∈ B に対して関手 F ab : B(a, b) → C(Fa, Fb)が P を満たすことを
いう．
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例 22. bicategory B が局所離散 (locally discrete) とは，任意の a, b ∈ B に対して圏
B(a, b)が離散圏になっていることである．

例 23. bicategory Bが locally orderedとは，任意の a, b ∈ Bに対して圏 B(a, b)が順序
集合になっていることである．

例 24. pseudofunctor F : B → C が局所忠実充満 (locally fuly faithful) とは，任意の
a, b ∈ B に対して関手 F ab が忠実充満関手になっていることである．

例 25. pseudofunctor F : B → C が局所圏同値とは，任意の a, b ∈ B に対して関手 F ab

が圏同値を与える関手になっていることである．

定義. pseudofunctor F : B → C が本質的全射
⇐⇒任意の c ∈ C に対して，ある b ∈ B が存在して Fb ' cとなる．

定義. B, C を bicategoryとする．

(1) pseudofunctor F : B → C が biequivalence ⇐⇒ F が本質的全射かつ局所圏同値．
(2) B, C が biequivalence ⇐⇒ある biequivalence F : B → C が存在する．

定義. B, C を bicategoryとする．B が C の部分 bicategory (subbicategory)とは以下の
条件を満たすことである．

(1) Ob(B) ⊂ Ob(C)である．
(2) a, b ∈ B に対して B(a, b) ⊂ C(a, b)は部分圏である．
(3) B におけるM, I, α, λ, ρは C におけるそれと一致している．

部分 bicategoryを B ⊂ C で表す．また C が strict 2-categoryのときは部分 bicategory
のことを部分 2-categoryと呼ぶ．

定義. 充満部分 bicategory (full subbicategory)とは，a, b ∈ Bに対して B(a, b) = C(a, b)
となる部分 bicategory B ⊂ C のことである．

定義. 局所充満部分 bicategory (locally full subbicategory) とは，a, b ∈ B に対して
B(a, b) ⊂ C(a, b)が充満部分圏となる部分 bicategory B ⊂ C のことである．

補題 26. F : B → C が pseudofunctorで a, b ∈ B が a ' bを満たすならば Fa ' Fbで
ある．
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証明. 1-morphism f : a→ b，g : b→ aと同型 ida ∼= g ◦ f，f ◦ g ∼= idb が存在したとす
ると，pseudofunctorの定義より

Fg ◦ Ff ∼= F (g ◦ f) ∼= F (ida) ∼= idFa, Ff ◦ Fg ∼= F (f ◦ g) ∼= F (idb) ∼= idFb

だから Fa ' Fbである．

補題 27. pseudofunctor F : B → C が局所圏同値で a, b ∈ B に対して Fa ' Fbならば，
a ' bである．

証明. Fa ' Fb とする．即ち f : Fa → Fb，g : Fb → Fa を C の 1-morphism として
同型 idFa ∼= g ◦ f，f ◦ g ∼= idFb が成り立つとする．F : B(a, b) → C(Fa, Fb)が本質的
全射だから，B の 1-morphism f0 : a → b が存在して Ff0 ∼= f とできる．同様にして
g0 : b→ aを Fg0 ∼= g となるように取る．このとき同型

F (g0 ◦ f0) ∼= Fg0 ◦ Ff0 ∼= g ◦ f ∼= idFa ∼= F (ida)

が成り立つから，F : B(a, a)→ C(Fa, Fa)が忠実充満 (従って conservative)であること
より ida ∼= g0 ◦ f0 が分かる．同様にして

F (f0 ◦ g0) ∼= Ff0 ◦ Fg0 ∼= f ◦ g ∼= idFb ∼= F (idb)

だから f0 ◦ g0 ∼= idb も分かり，a ' bとなる．

2 米田
※ この節では，合成に関して以下の 2つの記法を使用する．

• 関手，自然変換の合成を緑色の記号 ◦ , • , ∗で表す．
• P : Bop → CATを pseudofunctorとするとき，a ∈ B に対して Paは圏であ
る．このような圏における合成を赤色の記号 ◦で表す．

これらの合成の記号は区別しなくても文脈からどの合成であるかは判断可能だが，区
別しないと混乱すると思ったためこのような記法を採用した．

さて，B̂ が定義できたので，米田埋込 y : B → B̂ も定義できるのではないか，という期
待が出てくるが，実際これは定義できて「米田の補題」が成り立つ (定理 33)．それを示
すのがこの節の目的である．まず米田埋込 y を定義しよう．
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※ ここで先にこの節の大まかな流れを説明しておく．通常の圏の場合と同じように，
a ∈ Bに対して y(a) := B(−, a)とすると pseudofunctor y(a) : Bop → CATであり，
pseudofunctor y : B → B̂となる．すると P ∈ B̂に対して関手 θa : B̂(y(a), P )→ Pa

が，通常の圏論の場合と同様 θa(σ) := σa(ida)で定まる．これが圏同値になるという
のが bicategory版の米田の補題である．
流れとしては以上であるが，これを実際に実行するには上記の定義が各種条件を満

たしていることを示さなければならない．それ自体は単純で難しいものではないが，
とにかく条件の数が多いので，証明としては非常に長くなる．なので細かい証明に興
味がなければ，定理 33と系 34を認めたうえで第 3節まで飛ばしてよいと思う．

B を bicategory として a ∈ B を対象とする．s ∈ B に対して Fs := B(s, a) ∈ CAT
とする．随伴 HomCAT(A × B,C) ∼= HomCAT(B,CA) を思い出せば，t ∈ B に対して
関手M tsa : B(s, a)× B(t, s)→ B(t, a)から

F st : Bop(s, t) = B(t, s)→ CAT(B(s, a),B(t, a)) = CAT(Fs, F t)

が得られる．f : t→ sとするとき，定義より F st(f) = − • f : B(s, a)→ B(t, a)である．
即ち，B の δ : k ⇒ l : s→ aに対して F st(f)(k) = k ◦ f，F st(f)(δ) = δ • f となる．ま
た β : f ⇒ g : t→ sとするとき F st(β) = −• β : − • f ⇒ −• gは自然変換であって，こ
れは F st(β)k = k • β : k • f ⇒ k • g となる．

命題 28. 上記の F st により pseudofunctor F : Bop → CATが得られる．

証明.

※ そのためには s, t, r ∈ B に対して自然同型

Bop(t, r)× Bop(s, t)

CAT(Ft, Fr)×CAT(Fs, F t) Bop(s, r)

CAT(Fs, Fr)

F tr×F st

MF sF tF r

=⇒
φ

∼
Mstr

F sr

を定義しなければならない．このような φがもし存在すれば，r q−→ t
p−→ sに対して

φqp : (− • q) ◦ (− • p)⇒ − • (p ◦ q) : Fs→ Fr
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は自然同型である．即ち g ∈ Fs = B(s, a)に対して

(φqp)g : (g ◦ p) ◦ q ⇒ g ◦ (p ◦ q) : r → a

は B の同型な 2-morphismである．
また ψs : idFs ⇒ F (ids) : Fs → Fs も定義する必要がある．これは即ち自然変換

idB(s,a) ⇒ − • ids である．

s, t, r ∈ B を対象，r q−→ t
p−→ s

g−→ aを B の 1-morphismとしたとき (φqp)g := αgpq と
定義する．αが自然同型だから φqp = α−pq : (− • q) ◦ (− • p)⇒ − • (p ◦ q)も自然同型
である．更に φも自然同型である．
また ψs := (ρsa)−1 と定める．
条件 (5)を示す．即ち次の可換図式を示す．

(Fh ◦ Fq) ◦ Fp F (q ◦ h) ◦ Fp F (p ◦ (q ◦ h))

Fh ◦ (Fq ◦ Fp) Fh ◦ F (p ◦ q) F ((p ◦ q) ◦ h)

φhq•Fp φq◦h,p

F (α−1
pqh)αF h,F q,F p

Fh•φqp
φh,p◦q

つまり，g : s→ aに対して次の可換図式を示せばよい．

((g ◦ p) ◦ q) ◦ h (g ◦ p) ◦ (q ◦ h) g ◦ (p ◦ (q ◦ h))

((g ◦ p) ◦ q) ◦ h (g ◦ (p ◦ q)) ◦ h g ◦ ((p ◦ q) ◦ h)

αg◦p,q,h αg,p,q◦h

g•α−1
pqh

αgpq•h αg,p◦q,h

これは bicategoryの定義の条件 (7)から成り立つ．
条件 (6)を示す．即ち p : t→ sに対して次の二つが可換であることを示せばよい．

idFt ◦ Fp Fp

F (idt) ◦ Fp F (p ◦ idt)

λF p

F (ρp)ψ•Fp

φidt,p

Fp ◦ idFs Fp

Fp ◦ F (ids) F (ids ◦ p)

ρF p

F (λp)Fp•ψ

φp,ids
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定義から g : s→ aに対して次の図式の可換性を示せばよい．

g ◦ p g ◦ p

(g ◦ p) ◦ idt g ◦ (p ◦ idt)

g•ρpρ−1
g◦p

αg,p,idt

g ◦ p g ◦ p

(g ◦ ids) ◦ p g ◦ (ids ◦ p)

g•λpρ−1
g •p

αg,ids,p

右の図式は bicategoryの定義の条件 (8)であり，左の図式は補題 8である．

命題 28の F を y(a)もしくは B(−, a)で表す．証明から明らかに

系 29. Bが strict 2-categoryのとき y(a) : Bop → CATは strict 2-functorである．

今度は Bの 1-morphism f : a→ bと s ∈ Bを取る．Msab : B(a, b)×B(s, a)→ B(s, b)
は関手だから y(f)s := Msab(f,−) = f • − : B(s, a)→ B(s, b)も関手である．

命題 30. y(f) : y(a)⇒ y(b)は pseudonatural transformationを与える．

証明.

※ そのためには s, t ∈ B に対して自然同型

Bop(s, t)

CAT(B(s, b),B(t, b)) CAT(B(s, a),B(t, a))

CAT(B(s, a),B(t, b))

y(b)

−•y(f)s

====⇒
y(f)st

∼
y(a)

y(f)t•−

を定義しなければならない．もしこのような y(f)st が存在すれば，p : t → sに対し
て y(f)stp : (− • p) ◦ (f •−)⇒ (f •−) ◦ (−• p)は自然同型である．よって g : s→ a

に対して (y(f)stp )g : (f ◦ g) ◦ p⇒ f ◦ (g ◦ p)は B の 2-morphismである．

s, t ∈ Bを対象，t p−→ s
g−→ aを 1-morphismとする．(y(f)p)g := αfgp と置く．αが自

然同型だから y(f)p は自然同型であり，y(f)も自然同型である．
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条件 (3)を示す．r q−→ t
p−→ sに対して次の自然変換の等式を示せばよい．

B(s, a) B(s, b)

B(t, a) B(t, b)

B(r, a) B(r, b)

f•−

−•p=⇒y(f)p

−•p
f•−

−•q

=⇒y(f)q−•q

f•−

−•(p◦q) ⇐=
φqp =

B(s, a) B(s, b)

B(t, b)

B(r, a) B(r, b)

−•p

−•q

⇐=
φqp−•(p◦q)

f•−

=⇒y(f)p◦q

−•(p◦q)

f•−

即ち，g : s→ aに対して B での等式

(f • αgpq) ∗ αf,g◦p,q ∗ (αfgp • q) = αf,g,p◦q ∗ αf◦g,p,q

を示せばよいが，これは bicategoryの定義の条件 (7)から成り立つ．
条件 (4)を示す．s ∈ B に対して自然変換の等式

B(s, a) B(s, b)

B(s, a) B(s, b)

f•−

id

=
id

f•−

f•−

=−•ids

⇐
ρ−1 =

B(s, a) B(s, b)

B(s, a) B(s, b)

id⇐
ρ−1

−•ids

f•−
=⇒

y(f)ids

−•ids

f•−

を示せばよい．即ち g : s→ aに対して f • ρ−1
g = αf,g,ids

∗ ρ−1
f◦g を示せばよい．

(f ◦ g) ◦ ids f ◦ (g ◦ ids)

f ◦ g

αf,g,ids

f•ρg
ρf◦g

これは補題 8より成り立つ．

更に β : f ⇒ g : a→ bを B の 2-morphismとすると，s ∈ B に対して

y(β)s := Msab(β,−) = β • − : f • − ⇒ g • −

は自然変換である．

命題 31. y(β) : y(f) ⇛ y(g) : y(a)⇒ y(b)は modificationである．
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証明. 1-morphism p : t→ sに対して次の自然変換の等式を示せばよい．

B(s, a) B(s, b)

B(t, a) B(t, b)

y(f)s

−•p−•p y(f)t

=⇒y(f)p

y(g)t

⇒

y(β)t

=

B(s, a) B(s, b)

B(t, a) B(t, b)

y(g)s −•p−•p

y(g)t

=⇒y(g)p

y(f)s

⇒

y(β)s

即ち h ∈ B(s, a)に対して B での等式

(β • (h ◦ p)) ∗ αfhp = αghp ∗ ((β • h) • p)

を示せばよいが，これは αが自然変換であるから

(f ◦ h) ◦ p f ◦ (h ◦ p)

(g ◦ h) ◦ p g ◦ (h ◦ p)

αfhp

β•(h◦p)(β•h)•p

αghp

が可換となり，成り立つ．

定理 32. 上記で定めた y(a), y(f), y(β) は pseudofunctor y : B → B̂ を与える．これを
米田埋込と呼ぶ．

証明. まず a, b ∈ B に対して y : B(a, b) → B̂(y(a), y(b))は明らかに関手となる．そこで
pseudofunctorの残りの条件を確認していく．

※ そのためにはまず φabc と ψa を定義しなければならない．φabc は次の自然同型で
あった．

B(b, c)× B(a, b)

B̂(y(b), y(c))× B̂(y(a), y(b)) B(a, c)

B̂(y(a), y(c))

y×y

My(a)y(b)y(c)

=⇒
φabc

∼
Mabc

y

よって B の 1-morphism a
f−→ b

g−→ c に対して φabcgf : y(g) ◦ y(f) ⇛ y(g ◦ f) は
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modificationである．y の定義より，s ∈ B に対して

(φabcgf )s : (g • −) ◦ (f • −)⇒ (g ◦ f) • − : B(s, a)→ B(s, c)

は自然変換で，h : s→ aに対して

((φabcgf )s)h : g ◦ (f ◦ h)⇒ (g ◦ f) ◦ h : s→ c

はBの 2-morphismである．またψa : idy(a) ⇛ y(ida) : y(a)⇒ y(a)はmodification
idy(a) ⇛ ida •−である．よって s ∈ Bに対して ψas : id⇒ ida •− : B(s, a)→ B(s, a)
は自然変換である．

s
h−→ a

f−→ b
g−→ c に対して ((φgf )s)h := (αgfh)−1 と定義する．α が自然同型だから

(φgf )s も自然同型である．
φgf : y(g) ◦̂ y(f) ⇛ y(g ◦ f) : y(a)⇒ y(c)は同型な modificationである．
. . . ) 1-morphism p : t→ sに対して次の自然変換の等式を示せばよい．

B(s, a)
B(s, b)

B(s, c)

B(t, a)
B(t, b)

B(t, c)

f•− g•−

−•p

−•p

−•p
f•− g•−

=⇒
y(f)p =⇒

y(g)p

(g◦f)•−

⇒

(φgf )t

=

B(s, a)
B(s, b)

B(s, c)

B(t, a) B(t, c)

(g◦f)•− −•p−•p

(g◦f)•−

=⇒y(g◦f)p

f•− g•−

⇒

(φgf )s

即ち h ∈ B(s, a)に対して α−1
g,f,h◦p ∗ (g • αfhp) ∗ αg,f◦h,p = αg◦f,h,p ∗ (α−1

gfh • p) を
示せばよいが，それは bicategoryの定義の条件 (7)から成り立つ．

φは自然同型である．
. . . ) β : f ⇒ f ′ : a → b，γ : g ⇒ g′ : b → c とする．次が可換であることを示せば
よい．

y(g) ◦̂ y(f) y(g ◦ f)

y(g′) ◦̂ y(f ′) y(g′ ◦ f ′)

φgf

y(γ•β)y(γ)•̂y(β)

φg′f′
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即ち s ∈ B に対して，自然変換の図式

(g • −) ◦ (f • −) (g ◦ f) • −

(g′ • −) ◦ (f ′ • −) (g′ ◦ f ′) • −

(φgf )s

y(γ•β)sy(γ)s•y(β)s

(φg′f′ )s

の可換性を示せばよい．故に，k : s→ aに対して

g ◦ (f ◦ k) (g ◦ f) ◦ k

g′ ◦ (f ′ ◦ k) (g′ ◦ f ′) ◦ k

α−1
gfk

(γ•β)•kγ•(β•k)

α−1
g′f′k

の可換性を示せばよい．これは αが自然同型であることから明らか．

f : s → aに対して (ψas )f := λ−1
f : f ⇒ id ◦ f と置く．λが自然同型だから，ψas も自

然同型である．ψa : idy(a) ⇛ ida • −は modificationである．
. . . ) p : t→ sに対して自然変換の等式

B(s, a) B(s, a)

B(t, a) B(t, a)

id

−•p−•p id

=⇒id

ida•−

⇒

ψa
t

=

B(s, a) B(s, a)

B(t, a) B(t, a)

ida•− −•p−•p

ida•−

=⇒(ida•−)p

id

⇒

ψa
s

を示せばよい．即ち g ∈ B(s, a)に対して λ−1
g◦p = αida,g,p ∗ (λ−1

g • p)を示せばよい．

(ida ◦ g) ◦ p ida ◦ (g ◦ p)

g ◦ p

αida,g,p

λg◦pλg•p

これは補題 9より成り立つ．
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条件 (5)を示す．a f−→ b
g−→ c

h−→ dに対して

(y(h) ◦̂ y(g)) ◦̂ y(f) y(h ◦ g) ◦̂ y(f) y((h ◦ g) ◦ f)

y(h) ◦̂ (y(g) ◦̂ y(f)) y(h) ◦̂ y(g ◦ f) y(h ◦ (g ◦ f))

φhg •̂y(f) φh◦g,f

y(α)α

y(h)•̂φgf
φh,g◦f

が可換であることを示せばよい．即ち s ∈ B，k : s→ aに対して

h ◦ (g ◦ (f ◦ k)) (h ◦ g) ◦ (f ◦ k) ((h ◦ g) ◦ f) ◦ k

h ◦ (g ◦ (f ◦ k)) h ◦ ((g ◦ f) ◦ k) (h ◦ (g ◦ f)) ◦ k

α−1
h,g,f◦k α−1

h◦g,f,k

αhgf •k

h•α−1
gfk α−1

h,g◦f,k

が可換となればよいが，それは bicategoryの定義の条件 (7)から分かる．
条件 (6)を示す．まず f : a→ bに対して次の等号を示す．

y(b)

y(a) y(b)

=⇒ψ
=⇒

φidb,f

=⇒

y(λf )

y(f)

idy(b)

y(idb)

y(idb◦f)

y(f)

=

y(b)

y(a) y(b)

=⇒ λy(f)

y(f)

idy(b)

y(f)

そのためには s ∈ B に対して次の自然変換の等式を示せばよい．

B(s, b)

B(s, a) B(s, b)

=⇒ψs

=⇒ (φidb,f )s

=⇒ λf •−

f•−

idB(s,b)

idb•−

(idb◦f)•−

f•−

=

B(s, b)

B(s, a) B(s, b)

=f•−

idB(s,b)

f•−
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即ち，g : s→ aに対して (λf • g) ∗ α−1
idb,f,g

∗ λ−1
f◦g = idを示せばよい．

(idb ◦ f) ◦ g idb ◦ (f ◦ g)

f ◦ g

αidb,f,g

λf◦gλf •g

これは補題 9より成り立つ．ρについても同様で，f : a→ bに対して

y(a)

y(a) y(b)

=⇒ ψ

=⇒φf,ida

=⇒

y(ρf )

y(ida)

idy(a)

y(f)

y(f◦ida)

y(f)

=

y(a)

y(a) y(b)

=⇒ ρy(f)

idy(a)

y(f)

y(f)

即ち s ∈ B に対して

B(s, a)

B(s, a) B(s, b)

=⇒ψs

=⇒(φf,ida )s

=⇒ ρf •−

ida•−

idB(s,a)

f•−

(f◦ida)•−

f•−

=

B(s, a)

B(s, a) B(s, b)

=

idB(s,a)

f•−

f•−

を示せばよい．従って g : s → a に対して (ρf • g) ∗ α−1
f,ida,g

∗ (f • λ−1
g ) = id を示せば

よい．
(f ◦ ida) ◦ g f ◦ (ida ◦ g)

f ◦ g

αf,ida,g

f•λg
ρf •g

これは bicategoryの定義の条件 (8)である．

米田埋込が定義できたので米田の補題を証明する．

定理 33 (米田の補題). B を bicategory，P : Bop → CAT を pseudofunctor とすると
き，a ∈ B に対して圏同値 θa : B̂(y(a), P )→ Paが存在する．
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証明. 関手 θa : B̂(y(a), P )→ Paを以下のように定める．

• σ : y(a)⇒ P に対して θa(σ) := σa(ida)．
• Γ: σ ⇛ τ : y(a)⇒ P に対して θa(Γ) := (Γa)ida．

y(a) P
=⇒■=⇒
σ

⇛

Γ
=⇒■=⇒
τ

B(a, a) Pa

⇒

Γa

σa

τa

σa(ida)

τa(ida)
(Γa)ida

これが圏同値を与えることを示せばよい．そこで関手 ωa : Pa→ B̂(y(a), P )を定義する．

※ ωa : Pa → B̂(y(a), P ) を関手とすると対象 u ∈ Pa に対して ωa(u) : y(a) ⇒ P

は pseudonatural transformationである．即ち Bの 1-morphism p : t→ sに対して
ωa(u)s : B(s, a)→ Psは関手で，ωa(u)p は自然同型

B(s, a)

Ps B(t, a)

Pt

ωa(u)s

Pp

=⇒
ωa(u)p

∼
−•p

ωa(u)t

である．つまり g : s→ aに対して (ωa(u)p)g : Pp(ωa(u)s(g))→ ωa(u)t(g ◦ p)は Pt

の射である．

まず a, s ∈ B，u ∈ Paに対して関手 ωa(u)s : B(s, a)→ Psを

• g : s→ aに対して ωa(u)s(g) := Pg(u)．
• β : g ⇒ h : s→ aに対して ωa(u)s(β) := (Pβ)u．

a s⇐ β
g

h

u ∈ Pa Ps

Pg(u)

Ph(u)

⇐Pβ
Pg

Ph

(Pβ)u

により定義することができる．
. . . ) P が pseudofunctor だから P : B(s, a) → CAT(Pa, Ps) は関手である．故に
P (γ ∗β) = Pγ ∗Pβ，P (id) = idとなるので ωa(u)s(γ ∗β) = ωa(u)s(γ) ◦ωa(u)s(β)
と ωa(u)s(id) = idが分かる．
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これにより ωa(u) : y(a)⇒ P は pseudonatural transformationになる．
. . . ) 1-morphism g : s → a と p : t → s に対して (ωa(u)p)g := (φpg)u と定義する．
このとき ωa(u)p : Fp ◦ ωa(u)s ⇒ ωa(u)t ◦ (− • p)は自然変換である．

. . . ) β : g ⇒ h : s→ aに対して，圏 Ptの図式

Pp(ωa(u)s(g)) ωa(u)t(g ◦ p)

Pp(ωa(u)s(h)) ωa(u)t(h ◦ p)

(ωa(u)p)g

ωa(u)c(β•p)Pp(ωa(u)b(β))

(ωa(u)p)h

が可換であることを示せばよい．そのためには定義より

Pp(Pg(u)) P (g ◦ p)(u)

Pp(Ph(u)) P (h ◦ p)(u)

(φpg)u

P (β•p)uPp((Fβ)u)

(φph)u

の可換性，即ち
Pp ◦ Pg P (g ◦ p)

Pp ◦ Ph P (h ◦ p)

φpg

P (β•p)Pp•Pβ

φph

の可換性を示せばよいが，これは φが自然変換だから成り立つ．

pseudonatural transformationの条件 (3)を示す．つまり r
q−→ t

p−→ sに対して自然
変換の等式

B(s, a) Ps

B(t, a) Pt

B(r, a) Pr

ωa(u)s

Pp=⇒ωa(u)p

−•p
ωa(u)t

Pq

=⇒ωa(u)q−•q

ωa(u)r

−•(p◦q) ⇐=
α−pq =

B(s, a) Ps

Pt

B(r, a) Pr

Pp

Pq

⇐=
φqpP (p◦q)

ωa(u)s

=⇒ωa(u)p◦q

−•(p◦q)

ωa(u)r
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を示す．即ち g ∈ B(s, a)に対して，圏 Pr での等式

ωa(u)r(αgpq) ◦ (ωa(u)q)g◦p ◦ Pq((ωa(u)p)g) = (ωa(u)p◦q)g ◦ (φqp)ωa(u)s(g)

を示す．定義より

ωa(u)r(αgpq) = (Pαgpq)u
(ωa(u)q)g◦p = (φq,g◦p)u

Pq((ωa(u)p)g) = Pq((φpg)u)
(ωa(u)p◦q)g = (φp◦q,g)u

(φqp)ωa(u)s(g) = (φqp)Pg(u)

であるが，P : Bop → Catが pseudofunctorだから条件 (5)より

P (αgpq) ∗ φq,g◦p ∗ (Pq • φpg) = φp◦q,g ∗ (φqp • Pg)

となるので (3)が成り立つ．
条件 (4)を示す．s ∈ B に対して次の自然変換の等式

B(s, a) Ps

B(s, a) Ps

ωa(u)s

idP s

=id

ωa(u)s

ωa(u)s

=−•ids

⇐
ψs =

B(s, a) Ps

B(s, a) Ps

idP s⇐
ψs

P (ids)

ωa(u)s

=⇒ωa(u)ids

−•ids

ωa(u)s

を示す．即ち g : s→ aに対して ωa(u)s(ρ−1
g ) = (ωa(u)ids

)g ◦ ψsωa(u)s(g) を示す．定
義より

ωa(u)s(ρ−1
g ) = (Fρ−1

g )u
(ωa(u)ida

)g = (φida,g)u
ψsωa(u)s(g) = ψsFg(u)

であるが，P が pseudofunctorだから条件 (6)より P (ρg) ∗φid,g ∗ (ψs •Fg) = idと
なり，(4)が成り立つ．

ωa : Pa→ B̂(y(a), P )が関手となることを示そう．そのためには Paの射 k : u→ v に対
してmodification ωa(k) : ωa(u) ⇛ ωa(v) : y(a)⇒ P を定義する必要がある．
g : s→ aに対して，Psの射 (ωa(k)s)g : (ωa(u)s)(g) = Pg(u)→ Pg(v) = (ωa(v)s)(g)
を (ωa(k)s)g := Pg(k)で定める．ωa(k)s : ωa(u)s ⇒ ωa(v)s : B(s, a) → Psは自然変換
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である．
. . . ) β : g ⇒ hに対して次が可換であることを示せばよい．

ωa(u)s(g) ωa(v)s(g)

ωa(u)s(h) ωa(v)s(h)

(ωa(k)s)g

ωa(v)s(β)ωa(u)s(β)

(ωa(k)s)h

これは定義より
Pg(u) Pg(v)

Ph(u) Ph(v)

Pg(k)

(Pβ)v(Pβ)u

Pg(h)

となるから，Pβ : Pg ⇒ Phが自然変換であることより可換である．

これにより ωa(k) : ωa(u) ⇛ ωa(v) : y(a)⇒ P は modificationとなる．
. . . ) p : t→ sに対して自然変換の等式

B(s, a) Ps

B(t, a) Pt

ωa(u)s

Pp−•p ωa(u)t

=⇒ωa(u)p

ωa(v)t

⇒

ωa(k)t

=

B(s, a) Ps

B(t, a) Pt

ωa(v)s Pp−•p

ωa(v)t

=⇒ωa(v)p

ωa(u)s

⇒

ωa(k)s

を示せばよい．即ち g ∈ B(s, a)に対して，圏 Ptでの等式

(ωa(k)t)g◦p ◦ (ωa(u)p)g = (ωa(v)p)g ◦ Pp((ωa(k)s)g)

を示せばよい．定義より

(ωa(k)t)g◦p = P (g ◦ p)(k)
(ωa(u)p)g = (φpg)u
(ωa(v)p)g = (φpg)v

Pp((ωa(k)s)g) = Pp(Pg(k))
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だから P (g ◦ p)(k) ◦ (φpg)u = (φpg)v ◦ (Pp(Pg(k)))を示せばよいが，これは P が
pseudofunctorだからよい．

このとき定義から明らかに ωa : Pa→ B̂(y(a), P )は関手となる．
よって後は自然同型 id ∼= θa ◦ ωa と ωa ◦ θa ∼= idを定義すればよい．
※ そのような自然同型 ∆a : id ⇒ θa ◦ ωa : Pa → Pa が存在したとすると，対象
u ∈ Pa に対して (∆a)u : u → θa(ωa(u)) は Pa の射である．定義より θa(ωa(u)) =
ωa(u)a(ida) = P (ida)(u)となる．

まず a ∈ B，u ∈ Paに対して (∆a)u := ψu : u → P (ida)(u)と定義する．ψ は自然同型
だから∆a : id⇒ θa ◦ ωa も自然同型である．
次に自然同型 Σa : ωa ◦ θa ⇒ idを定義する．

※ そのような自然同型 Σa : ωa ◦ θa ⇒ id : B̂(y(a), P )→ B̂(y(a), P ) が存在したとす
る．σ ∈ B̂(y(a), P )に対して

(Σa)σ : ωa ◦ θa(σ) ⇛ σ : y(a)⇒ P

は modificationである．よって s ∈ B に対して

((Σa)σ)s : (ωa ◦ θa(σ))s ⇒ σs : B(s, a)→ Ps

は自然変換である．従って g : s→ aに対して

(((Σa)σ)s)g : (ωa ◦ θa(σ))s(g)→ σs(g)

は圏 Psの射である．θa の定義より ωa ◦ θa(σ) = ωa(σa(ida))であるから

(ωa ◦ θa(σ))s(g) = ωa(σa(ida))(g) = Pg(σa(ida))

となる．また σ は pseudonatural transformationだから自然同型

B(a, a)

Pa B(s, a)

Ps

σa

Pg

=⇒
σg

∼
−•g

σs

が与えられている．
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a, s ∈ B，g : s→ a，σ : y(a)⇒ P に対して (((Σa)σ)s)g を合成

(ωa ◦ θa(σ))s(g) = Pg(σa(ida)) (σg)ida−−−−→ σs(id ◦ g) σs(λg)−−−−→ σs(g)

で定義する．((Σa)σ)s : (ωa ◦ θa(σ))s ⇒ σs は自然同型である．
. . . ) (((Σa)σ)s)g は同型射である．よって β : g ⇒ h : s→ aに対して，圏 Psの図式

(ωa ◦ θa(σ))s(g) σs(g)

(ωa ◦ θa(σ))s(h) σs(h)

(((Σa)σ)s)g

σs(β)ωa(σa(ida))s(β)

(((Σa)σ)s)h

が可換であることを示せばよい．それには定義より

Pg(σa(ida)) σs(id ◦ g) σs(g)

Ph(σa(ida)) σs(id ◦ h) σs(h)

(σg)ida σs(λg)

(Pβ)σa(ida) σs(id•β) σs(β)

(σh)ida σs(λh)

が可換であることを示せばよいが，これは σg と λg が g について自然だから明らか．

(Σa)σ : ωa ◦ θa(σ) ⇛ σ は同型な modificationである．
. . . ) p : t→ sに対して自然変換の等式

B(s, a) Ps

B(t, a) Pt

(ωa◦θa(σ))s

Pp−•p (ωa◦θa(σ))t

=⇒(ωa◦θa(σ))p

σt

⇒

((Σa)σ)t

=

B(s, a) Ps

B(t, a) Pt

σs Pp−•p

σt

=⇒σp

(ωa◦θa(σ))s

⇒

((Σa)σ)s

を示せばよい．即ち g : s→ aに対して，圏 Ptでの等式

(((Σa)σ)t)g◦p ◦ ((ωa(θa(σ)))p)g = (σp)g ◦ Pp((((Σa)σ)s)g)
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を示せばよい．定義より

(((Σa)σ)t)g◦p = σt(λg◦p) ◦ (σg◦p)ida

((ωa(θa(σ)))p)g = ((ωa(σa(ida)))p)g = (φpg)σa(ida)

Pp((((Σa)σ)s)g) = Pp(σs(λg) ◦ (σg)ida)

だから，圏 Ptでの等式

σt(λg◦p) ◦ (σg◦p)ida
◦ (φpg)σa(ida) = (σp)g ◦ Pp(σs(λg)) ◦ Pp((σg)ida

)

を示せばよい．まず σp : Pp ◦ σs ⇒ σt ◦ (− • p)が自然変換だから

Pp(σs(ida ◦ g)) σt((ida ◦ g) ◦ p)

Pp(σs(g)) σt(g ◦ p)

(σp)ida◦g

σt(λg•p)Pg(σs(λg))

(σp)g

が可換である．次に σ : y(a)⇒ P が pseudonatural transformationだから自然変換
の等式

B(a, a) Pa

B(s, a) Ps

B(t, a) Pt

σa

Pg=⇒σg

−•g
σs

Pp

=⇒σp−•p

σt

−•(g◦p) ⇐=
α−gp =

B(a, a) Pa

Ps

B(t, a) Pt

Pg

Pp

⇐=
φpgP (g◦p)

σa

=⇒σg◦p

−•(g◦p)

σt

が成り立つ．よって ida ∈ B(a, a)を考えれば

Pp(Pg(σa(ida))) P (g ◦ p)(σa(ida))

σt(ida ◦ (g ◦ p))

Pp(σs(ida ◦ g)) σt((ida ◦ g) ◦ p)

(φpg)σa(ida)

(σg◦p)ida

σt(αida,g,p)

Pp((σg)ida )

(σp)ida◦g
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が可換となる．この二つと補題 9を組み合わせて可換図式

Pp(Pg(σa(ida))) P (g ◦ p)(σa(ida))

σt(ida ◦ (g ◦ p))

Pp(σs(ida ◦ g)) σt((ida ◦ g) ◦ p)

σt(g ◦ p)Pp(σs(g))

(φpg)σa(ida)

(σg◦p)ida

σt(αida,g,p)

Pp((σg)ida )

(σp)ida◦g
σt(λg◦p)

σt(λg◦p)Pg(σs(λg))

(σp)g

を得る．一番外側が今示したかった可換性である．

Σa : ωa ◦ θa ⇒ id : B̂(y(a), P )→ B̂(y(a), P ) は自然同型である．
. . . ) Φ: σ ⇛ τ : y(a)⇒ P をmodificationとする．次の可換図式を示せばよい．

ωa(θa(σ)) σ

ωa(θa(τ)) τ

(Σa)σ

Φωa(θa(Φ))

(Σa)τ

即ち s ∈ B，g : s→ aに対して，圏 Psの図式

ωa(θa(σ))s(g) σs(g)

ωa(θa(τ))s(g) τs(g)

(((Σa)σ)s)g

(Φs)g(ωa(θa(Φ))s)g

(((Σa)τ )s)g

が可換であることを示せばよい．定義より

(((Σa)σ)s)g = σs(λg) ◦ (σg)ida

(((Σa)τ )s)g = τs(λg) ◦ (τg)ida

(ωa(θa(Φ))s)g = (ωa((Φa)ida
)s)g = Pg((Φa)ida

)
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だから
Pg(σa(ida)) σs(ida ◦ g) σs(g)

Pg(τa(ida)) σs(ida ◦ g) τs(g)

(σg)ida σs(λg)

Pg((Φa)ida ) (Φs)ida◦g (Φs)g

(τg)ida τs(λg)

が可換であることを示せばよい．左の四角は Φ: σ ⇛ τ が modificationだから

B(a, a) Pa

B(s, a) Ps

σa

Pg−•g
σs

=⇒σg

τs

⇒

Φs

=

B(a, a) Pa

B(s, a) Ps

τa
Pg−•g

τs

=⇒τg

σa

⇒

Φa

となり成り立つ．右の四角は Φs : σs ⇒ τs が自然変換だから成り立つ．

以上により定理の証明が終わった．

系 34. B を bicategoryとする．y : B → B̂ は局所圏同値である．

証明. 米田の補題 (定理 33) により B̂(y(a), y(b)) ' y(b)(a) = B(a, b) である．この圏同
値は，米田の補題の証明での記号を使うと ωb : B(a, b)→ B̂(y(a), y(b))で与えられる．故
に関手として ωb = y となっていることを示せばよい．
まず f : a → bに対して ωb(f) = y(f)を示す．s ∈ B に対して ωb(f)s と y(f)は関手
B(s, a)→ B(s, b)である．そこで β : g ⇒ h : s→ aとすると ωb の定義より

ωb(f)s(g) = y(b)(g)(f) = f ◦ g = y(f)(g)
ωb(f)s(β) = (y(b)(β))f = f • β = y(f)(β)

である．よって関手として ωb(f) = y(f)となる．
次に β : f ⇒ f ′ : a→ bに対して ωb(β) = y(β)を示す．s ∈ Bに対して ωb(β)sと y(β)
は自然変換 f • − ⇒ f ′ • −である．そこで g : s→ aとすると

(ωb(β)s)g = (y(b)(g))(β) = β • g = (y(β)s)g

であるから ωb(β) = y(β)となる．

通常の圏論と同様に，この圏同値 θa : B̂(y(a), P )⇒ Paは aについて「自然」である．
それを示すため，まず B̂(y(−), P )が pseudofunctorであることを示そう．

60



命題 35. A,B, C を bicategory，F : A → B，G : B → C を pseudofunctorとする．この
とき Aの 2-morphism β : f ⇒ g : a→ bに対して

• GF (a) := G(F (a))
• GF (f) := G(F (f))
• GF (β) := G(F (β))

と定義すれば pseudofunctor GF : A → C が得られる．

証明.

※ そのためには自然同型

A(b, c)×A(a, b)

C(GFb,GFc)× C(GFa,GFb) A(a, c)

C(GFa,GFc)

GF×GF

M

=⇒
φabc

∼
M

GF

と同型 ψa : idGFa ⇒ GF (ida) を定義しなければならない．もしこのような φabc が
存在すれば，a f−→ b

g−→ c に対して φabcgf : GF (g) ◦ GF (f) ⇒ GF (g ◦ f) は同型な
2-morphismである．

pseudofunctor F : A → B，G : B → Cが与える自然同型を φF，φGと書くことにする．

A(b, c)×A(a, b)

B(Fb, Fc)× B(Fa, Fb) A(a, c)

B(Fa, Fc)

F×F

M

=⇒
φF

∼
M

F

B(b, c)× B(a, b)

C(Gb,Gc)× C(Ga,Gb) B(a, c)

C(Ga,Gc)

G×G

M

=⇒
φG

∼
M

G
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この二つの合成

A(b, c)×A(a, b)

B(Fb, Fc)× B(Fa, Fb) A(a, c)

B(Fa, Fc)

F×F

M

=⇒
φF

∼
M

F
C(GFb,GFc)× C(GFa,GFb)

C(GFa,GFc)

G×G

M

=⇒
φG

∼

G

を φGF と定める．また F,Gが与える同型な 2-morphismを ψF，ψG と書く．このとき
a ∈ Aに対して ψGF := G(ψF ) ∗ ψG : idGFa ⇒ G(idFa)⇒ GF (ida)と定める．
これらが pseudofunctorの定義を満たすことを示す．まず条件 (5)を示す．即ち，Aの

1-morphism a
f−→ b

g−→ c
h−→ dに対して次の C(GFa,GFd)での図式が可換であることを

示せばよい．(φの下付きの添え字は省略した．)

(GFh ◦GFg) ◦GFf GF (h ◦ g) ◦GFf GF ((h ◦ g) ◦ f)

G(Fh ◦ Fg) ◦GFf

G((Fh ◦ Fg) ◦ Ff)

G(F (h ◦ g) ◦ Ff)

GFh ◦G(Fg ◦ Ff)

G(Fh ◦ (Fg ◦ Ff))

G(Fh ◦ F (g ◦ f))

GFh ◦ (GFg ◦GFf) GFh ◦GF (g ◦ f) GF (h ◦ (g ◦ f))

(∗) (∗)

(∗) (∗)

(G) (F )

(φG)

(φG)

φGF •GFf φGF

φG•GFf
G(φF )•GFf φG G(φF )

φG G(φF •Ff)

α G(α) GF (α)

φG G(Fh•φF )

GFh•φG
GFh•G(φF )

φG G(φF )

GFh•φGF φGF

(∗) の部分は φGF の定義だからよい．(F ), (G) は F,G が pseudofunctor だから可換で
ある．(φG)は φG が自然変換であるから可換である．
条件 (6)を示す．即ち f : a → bに対して次の C(GFa,GFb)の図式が可換であること
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を示す．

idGFb ◦GFf GFf

GF (idb) ◦GFf GF (idb ◦ f)

λGF f

GF (λf )ψGF •GFf

φGF
idb,f

GFf ◦ idGFa GFf

GFf ◦GF (ida) GF (f ◦ ida)

ρGF f

GF (ρf )GFf•ψGF

φGF
f,ida

まず左の図式については，次の図式が可換であることを示せばよい．

idGFb ◦GFf GFf

G(idFb) ◦GFf G(idFb ◦ Ff)

GF (idb) ◦GFf G(F (idb) ◦ Ff) GF (idb ◦ f)

λGF f

G(λF f )ψG•GFf
φG

idF b,F f

G(ψF •Ff)G(ψF )•GFf

φG
F (idb),F f

ψGF •GFf

G(φF
idb,f )

φGF
idb,f

GF (λf )
(∗)

(∗)

(G)

(F )

(φG)

(∗) は定義より可換である．(F ), (G) は pseudofunctor の定義の条件 (6) より可換であ
る．(φG)は φG の自然性により可換である．右の図式についても同様で

GFf ◦ idGFa GFf

GFf ◦G(idFa) G(Ff ◦ idFa)

GFf ◦GF (ida) G(Ff ◦ F (ida)) GF (f ◦ ida)

ρGF f

G(ρF f )GFf•ψG

φG
F f,idF a

G(Ff•ψF )GFf•G(ψF )

φG
F f,F (ida)

GFf•ψGF

G(φF
f,ida

)

φGF
f,ida

GF (ρf )
(∗)

(∗)

(G)

(F )

(φG)

が可換となり成り立つ．

故に pseudofunctor P : Bop → CATに対して，合成

B̂(y(−), P ) := (Bop yop

−−−→ (B̂)op B̂(−,P )−−−−−→ CAT)
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も pseudofunctor である．B̂ は strict 2-category だから B̂(−, P ) は strict 2-functor と
なり (系 29)，B̂(y(−), P )の自然同型 φは c

g−→ b
f−→ aに対して

φgf = B̂(φy
op

gf , P ) = (− •̂ φyfg) : (− •̂ y(g)) • (− •̂ y(f))⇒ (− •̂ y(f ◦ g))

で与えられる．

Bop(b, c)× Bop(a, b)

(B̂)op(y(b), y(c))× (B̂)op(y(a), y(b)) Bop(a, c)

(B̂)op(y(a), y(c))

yop×yop

M

=⇒
φyop

∼
M

yop

CAT(B̂(y(b), P ), B̂(y(c), P ))
×CAT(B̂(y(a), P ), B̂(y(b), P ))

CAT(B̂(y(a), P ), B̂(y(c), P ))

B̂(−,P )×B̂(−,P )

M

=⇒
id

B̂(−,P )

即ち σ : y(a)⇒ P に対して

(φgf )σ = σ •̂ φyfg : (σ ◦̂ y(f)) ◦̂ y(g) ⇛ σ ◦̂ y(f ◦ g) : y(c)⇒ P

である．d ∈ B に対して(
(σ ◦̂ y(f)) ◦̂ y(g)

)
d

= σd ◦ y(f)d ◦ y(g)d = σd ◦ (f • −) ◦ (g • −)(
σ ◦̂ y(f ◦ g)

)
d

= σd ◦ y(f ◦ g)d = σd ◦ ((f ◦ g) • −)

だから ((φgf )σ)d : σd ◦ (f • −) ◦ (g • −) ⇒ σd ◦ ((f ◦ g) • −) : B(d, c) → Pd であり，
h : d→ cに対して (((φgf )σ)d)h : σd(f ◦ (g ◦ h))⇒ σd((f ◦ g) ◦ h)となる．定義より

(((φgf )σ)d)h = (σ •̂ φyfg)d)h = (σd • (φyfg)d)h = σd(((φyfg)d)h)

= σd(α−1
fgh)

となる．

定理 36. 定理 33の θa は pseudonatural transformation θ : B̂(y(−), P )⇒ P を与える．

証明.
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※ そのためには a, b ∈ B に対して自然同型

Bop(a, b)

CAT(Pa, Pb) CAT(B̂(y(a), P ), B̂(y(b), P ))

CAT(B̂(y(a), P ), P b)

P

−•θa

=⇒
θab

∼
B̂(y(−),P )

θb•−

を定義しなければならない．もしこのような θab が存在すれば，f : b→ aに対して

B̂(y(a), P )

Pa B̂(y(b), P )

Pb

θa

Pf

=⇒
θab

f

∼
B̂(y(f),P ) = −•̂y(f)

θb

は自然同型である．よって σ ∈ B̂(y(a), P )に対して

(θabf )σ : Pf(θa(σ))→ θb(σ ◦̂ y(f))

は圏 Pbの同型射である．ここで

Pf(θa(σ)) = Pf(σa(ida))
θb(σ ◦̂ y(f)) = (σ ◦̂ y(f))b(idb) = (σb ◦ y(f)b)(idb)

= σb(f ◦ idb)

である．

a, b ∈ B を対象，σ : y(a) ⇒ P を pseudonatural transformationとすると次の自然同型
が与えられる．

Bop(a, b)

CAT(Pa, Pb) CAT
(
B(a, a),B(b, a)

)
CAT

(
B(a, a), P b

)
P

−•σa

=⇒
σab

∼
y(a)

σb•−
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即ち f : b→ aに対して自然同型

B(a, a)

Pa B(b, a)

Pb

σa

Pf

=⇒
σab

f

∼
−•f

σb

が成り立つ．ida ∈ B(a, a)を考えれば圏 Pbの同型

(σabf )ida
: Pf(σa(ida))→ σb(ida ◦ f)

を得る．そこで圏 Pbの射 (θabf )σ を合成

Pf(σa(ida))
(σab

f )ida−−−−−→ σb(ida ◦ f) σb(λf )−−−−→ σb(f)
σb(ρ−1

f )
−−−−−→ σb(f ◦ idb)

で定義する．上で注意したように，(θabf )σ : Pf(θa(σ))→ θb(σ ◦̂ y(f)) である．これは自
然同型 θabf : Pf ◦ θa ⇒ θb ◦ (− •̂ y(f))を与える．

B̂(y(a), P )

Pa B̂(y(b), P )

Pb

θa

Pf

=⇒
θab

f

∼
−•̂y(f)

θb

. . . ) σ, τ ∈ B̂(y(a), P ) として Γ: σ ⇛ τ を modification とする．圏 Pb における次
の図式の可換性を示せばよい．

Pf(θa(σ)) θb(σ ◦̂ y(f))

Pf(θa(τ)) θb(τ ◦̂ y(f))

(θab
f )σ

θb(Γ•̂y(f))Pf(θa(Γ))

(θab
f )τ
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定義より

θb(Γ •̂ y(f)) = ((Γ •̂ y(f))b)idb
= (Γb • y(f)b)idb

= (Γb)y(f)b(idb) = (Γb)f◦idb

(θabf )σ = σb(ρ−1
f ) ◦ σb(λf ) ◦ (σabf )ida

(θabf )τ = τb(ρ−1
f ) ◦ τb(λf ) ◦ (τabf )ida

Pf(θa(Γ)) = Pf((Γa)ida
)

である．よって

(Γb)f◦idb
◦ σb(ρ−1

f ) ◦ σb(λf ) ◦ (σabf )ida

= τb(ρ−1
f ) ◦ τb(λf ) ◦ (τabf )ida ◦ Pf((Γa)ida)

を示せばよい．今 Γ: σ ⇛ τ が modificationだから

B(a, a) Pa

B(b, a) Pb

σa

Pf−•f σb

=⇒σab
f

τb

⇒

Γb

=

B(a, a) Pa

B(b, a) Pb

τa Pf−•f

τb

=⇒τab
f

σa

⇒

Γa

となり (Γb)ida◦f ◦ (σabf )ida
= (τabf )ida

◦ Pf((Γa)ida
)である．また Γb : σb ⇒ τb は自

然変換だから
σb(ida ◦ f) τb(ida ◦ f)

σb(f) τb(f)

σb(f ◦ idb) τb(f ◦ idb)

(Γb)ida◦f

τb(λf )σb(λf )

(Γb)f

τb(ρ−1
f )σb(ρ−1

f )

(Γb)f◦idb
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が可換である．この二つを組み合わせて可換図式

Pf(σa(ida)) Pf(τa(ida))

σb(ida ◦ f) τb(ida ◦ f)

σb(f) τb(f)

σb(f ◦ idb) τb(f ◦ idb)

Pf((Γa)ida )

(τab
f )ida(σab

f )ida

(Γb)ida◦f

τb(λf )σb(λf )

(Γb)f

τb(ρ−1
f )σb(ρ−1

f )

(Γb)f◦idb

を得る．この外側の四角が今示したかった可換性である．

この θabf が自然同型 θab を与える．

Bop(a, b)

CAT(Pa, Pb) CAT(B̂(y(a), P ), B̂(y(b), P ))

CAT(B̂(y(a), P ), P b)

P

−•θa

=⇒
θab

∼
B̂(y(−),P )

θb•−

. . . ) β : f ⇒ g : b→ aを 2-morphismとする．次が可換であることを示せばよい．

Pf ◦ θa θb ◦ (− •̂ y(f))

Pg ◦ θa θb ◦ (− •̂ y(g))

θab
f

θb•(−•̂y(β))Pβ•θa

θab
g

そのためには σ ∈ B̂(y(a), P )に対して

(θb • (− •̂ y(β)))σ ◦ (θabf )σ = (θabg )σ ◦ ((Pβ)θa
)σ
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を示せばよい．定義より

(θb • (− •̂ y(β)))σ = θb((− •̂ y(β))σ) = θb(σ •̂ y(β))
= (σ •̂ y(β))b(idb) = (σb • y(β)b)(idb) = σb(β • idb)

(θabf )σ = σb(ρ−1
f ) ◦ σb(λf ) ◦ (σabf )ida

(θabg )σ = σb(ρ−1
g ) ◦ σb(λg) ◦ (σabg )ida

((Pβ)θa)σ = (Pβ)θa(σ) = (Pβ)σa(ida)

となるから

σb(β • idb) ◦ σb(ρ−1
f ) ◦ σb(λf ) ◦ (σabf )ida

= σb(ρ−1
g ) ◦ σb(λg) ◦ (σabg )ida

◦ (Pβ)σa(ida)

を示せばよい．まず σabf が f について自然だから

Pf ◦ σa σb ◦ (− • f)

Pg ◦ σa σb ◦ (− • g)

σab
f

σb•(−•β)Pβ•σa

σab
g

は可換である．また λ, ρは自然同型だから

ida ◦ f f f ◦ idb

ida ◦ g g g ◦ idb

λf

βida•β

λg

ρ−1
f

β•idb

ρ−1
g

も可換である．この二つから可換図式

Pf(σa(ida)) σb(ida ◦ f) σb(f) σb(f ◦ idb)

Pg(σa(ida)) σb(ida ◦ g) σb(g) σb(g ◦ idb)

σb(λf )

σb(β)σb(ida•β)

σb(λg)

σb(ρ−1
f )

σb(β•idb)

σb(ρ−1
g )

(σab
f )ida

Pβσa(ida)

(σab
g )ida

が得られる．この外側の四角が今示したかった可換性である．

69



θが pseudonatural transformationであることを示すため，まず条件 (3)を示す．そのた
めには c

g−→ b
f−→ aに対して自然変換の等式

B̂(y(a), P ) Pa

B̂(y(b), P ) Pb

B̂(y(c), P ) Pc

θa

Pf=⇒θf
−•̂y(f)

θb

Pg

=⇒θg

−•̂y(g)

θc

−•̂y(f◦g) ⇐=
φgf =

B̂(y(a), P ) Pa

Pb

B̂(y(c), P ) Pc

Pf

Pg

⇐=
φgfP (f◦g)

θa

=⇒θf◦g

−•̂y(f◦g)

θc

を示せばよい．即ち σ ∈ B̂(y(a), P )に対して，圏 Pcでの等式
θc((φgf )σ) ◦ (θg)σ◦̂y(f) ◦ Pg((θf )σ) = (θf◦g)σ ◦ (φgf )θa(σ)

を示せばよい．定義より
θc((φgf )σ) = (((φgf )σ)c)idc

= σc(α−1
f,g,idc

)
(θg)σ◦̂y(f) = (σ ◦̂ y(f))c(ρ−1

g ) ◦ (σ ◦̂ y(f))c(λg) ◦ ((σ ◦̂ y(f))g)idb

= σc(f • ρ−1
g ) ◦ σc(f • λg) ◦

(
(σc • y(f)g) ∗ (σg • y(f)b)

)
idb

= σc(f • ρ−1
g ) ◦ σc(f • λg) ◦ (σc • y(f)g)idb

◦ (σg • y(f)b)idb

= σc(f • ρ−1
g ) ◦ σc

(
f • λg) ◦ σc(αf,idb,g) ◦ (σg)f◦idb

= σc(f • ρ−1
g ) ◦ σc

(
(f • λg) ∗ αf,idb,g

)
◦ (σg)f◦idb

= σc(f • ρ−1
g ) ◦ σc(ρf • g) ◦ (σg)f◦idb

Pg((θf )σ) = Pg(σb(ρ−1
f ) ◦ σb(λf ) ◦ (σf )ida

)

= Pg(σb(ρ−1
f )) ◦ Pg(σb(λf )) ◦ Pg((σf )ida)

(θf◦g)σ = σc(ρ−1
f◦g) ◦ σc(λf◦g) ◦ (σf◦g)ida

(φgf )θa(σ) = (φgf )σa(ida)

だから示すべき等式は
σc(α−1

f,g,idc
) ◦ σc(f • ρ−1

g ) ◦ σc(ρf • g) ◦ (σg)f◦idb

◦ Pg(σb(ρ−1
f )) ◦ Pg(σb(λf )) ◦ Pg((σf )ida

)

= σc(ρ−1
f◦g) ◦ σc(λf◦g) ◦ (σf◦g)ida

◦ (φgf )σa(ida)

である．補題 8より σc(α−1
f,g,idc

) ◦ σc(f • ρ−1
g ) = σc(ρ−1

f◦g)だから

σc(ρf • g) ◦ (σg)f◦idb
◦ Pg(σb(ρ−1

f )) ◦ Pg(σb(λf )) ◦ Pg((σf )ida
)

= σc(λf◦g) ◦ (σf◦g)ida
◦ (φgf )σa(ida)
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を示せばよい．まず σg : Pg ◦ σb ⇒ σc ◦ (− • g)が自然変換だから

Pg(σb(ida ◦ f)) σc((ida ◦ f) ◦ g)

Pg(σb(f)) σc(f ◦ g)

Pg(σb(f ◦ idb)) σc((f ◦ idb) ◦ g)

(σg)ida◦f

σc(λf •g)Pg(σb(λf ))

(σg)f

σc(ρf •g)Pg(σb(ρf ))

(σg)f◦idb

が可換である．次に σ が pseudonatural transformationだから次の自然変換の等号が成
り立つ．

B(a, a) Pa

B(b, a) Pb

B(c, a) Pc

σa

Pf=⇒σf

−•f
σb

Pg
=⇒σg−•g

σc

−•(f◦g) ⇐=
α−fg =

B(a, a) Pa

Pb

B(c, a) Pc

Pf

Pg

⇐=
φgfP (f◦g)

σa

=⇒σf◦g

−•(f◦g)

σc

故に ida ∈ B(a, a)を考えれば次が可換である．

Pg(Pf(σa(ida))) P (f ◦ g)(σa(ida))

σc(ida ◦ (f ◦ g))

Pg(σb(ida ◦ f)) σc((ida ◦ f) ◦ g)

(φgf )σa(ida)

(σf◦g)ida

σc(αida,f,g)

Pg((σf )ida )

(σg)ida◦f
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この二つと補題 9を組み合わせて

Pg(Pf(σa(ida))) P (f ◦ g)(σa(ida))

σc(ida ◦ (f ◦ g))

Pg(σb(ida ◦ f)) σc((ida ◦ f) ◦ g)

Pg(σb(f)) σc(f ◦ g)

Pg(σb(f ◦ idb)) σc((f ◦ idb) ◦ g)

(φgf )σa(ida)

(σf◦g)ida

σc(α−1
ida,f,g)

Pg((σf )ida )

(σg)ida◦f

σc(λf •g)Pg(σb(λf ))

(σg)f

σc(ρf •g)Pg(σb(ρ−1
f ))

(σg)f◦idb

σc(λf◦g)

を得る．この外側の四角が今示したい可換性である．
条件 (4)を示す．即ち次の自然変換の等式を示せばよい．

B̂(y(a), P ) Pa

B̂(y(a), P ) Pa

θa

idP a

=

id

θa

θa =−•̂y(ida)
⇐

−•̂ψ =

B̂(y(a), P ) Pa

B̂(y(a), P ) Pa

idP a⇐
ψ

P (ida)

θa
=⇒θida−•̂y(ida)

θa

即ち σ ∈ B̂(y(a), P )に対して，圏 Paでの等式
θa(σ •̂ ψ) = (θida

)σ ◦ ψθa(σ)

を示せばよい．定義より
θa(σ •̂ ψ) = ((σ •̂ ψ)a)ida

= (σa • ψa)ida
= σa((ψa)ida

) = σa(λ−1
ida

)
(θida

)σ = σa(ρ−1
ida

) ◦ σa(λida
) ◦ (σida

)ida

ψθa(σ) = ψσa(ida)

で，補題 10より λida
= ρida

だから σa(λ−1
ida

) = (σida
)ida

◦ ψσa(ida) を示せばよい．これ
は σ : y(a)⇒ P が pseudonatural transformationだから

B(a, a) Pa

B(a, a) Pa

σa

idP a

=

id

σa

σa

=−•ida

⇐
λ−1 =

B(a, a) Pa

B(a, a) Pa

idP a⇐
ψ

P (ida)

σa

=⇒σida

−•ida

σa
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となり成り立つ．

※ 後で示す補題 77を使えば B̂における同値 B̂(y(−), P ) ' P が成立することが分か
る．これは定理 36で定義した記号について

• ωa が pseudonatural transformationを与えること
• ∆a,Σa が modificationを与えること

が成り立つことからも分かる．

3 coherence定理
定理 37 (coherence定理). 任意の bicategoryはある strict 2-categoryと biequivalence
である．

証明. B を bicategory，y : B → B̂ を米田埋込とする．C を Ob(C) := {y(a) | a ∈ B}に
より定まる充満部分 2-categoryとする．このとき pseudofunctor y : B → C が得られる．
明らかにこの y は対象に関して全射で，また系 34により局所圏同値である．

これを使うと，初めに説明した coherence条件が成り立つということを証明することが
できる (定理 41)．それを証明する前に例を紹介する．

例 38. 次の図式は可換である．

(h ◦ (id ◦ g)) ◦ f

((h ◦ id) ◦ g) ◦ f h ◦ ((id ◦ g) ◦ f)

(h ◦ g) ◦ f h ◦ (g ◦ f)

α−1•id

(ρ•id)•id

α

α

id•(λ•id)

これは定理 41 の証明によると，次のように証明できる．まず定理 37 により strict 2-
category C と biequivalence F : B → C が存在する．上記の図式をこの F で写すと，次
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の図式の一番外側の五角形を得る．定理 41の証明により，残りの内側の部分を得る．

F ((h ◦ (id ◦ g)) ◦ f)

F (((h ◦ id) ◦ g) ◦ f) F (h ◦ ((id ◦ g) ◦ f))

F ((h ◦ g) ◦ f) F (h ◦ (g ◦ f))

(Fh ◦ (id ◦ Fg)) ◦ Ff

((Fh ◦ id) ◦ Fg) ◦ Ff Fh ◦ ((id ◦ Fg) ◦ Ff)

(Fh ◦ Fg) ◦ Ff Fh ◦ (Fg ◦ Ff)

F (α−1•id)

F ((ρ•id)•id)

F (α)

F (α)

F (id•(λ•id))

α−1•id

(ρ•id)•id
α

α

id•(λ•id)

∼

∼ ∼

∼ ∼

中央の五角形は C が strict 2-categoryだから可換である．残りの四角形は F が pseudo-
functorだから可換である．故に一番外側の五角形は可換である．F が biequivalenceだ
から元の五角形が可換となることが分かる．

例 39. 例えば 1-morphism a
f−→ b

g−→ c
h−→ d が (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) を満たす場

合 αhgf 6= id: (h ◦ g) ◦ f ⇒ h ◦ (g ◦ f) となることがありえる．従ってこのときは同型
(h ◦ g) ◦ f ∼= h ◦ (g ◦ f)は複数存在する．(この場合，後に定義する記号を使うと |σ̃| = id
となるような σ̃ : (h ◦̃ g) ◦̃ f ⇒ h ◦̃ (g ◦̃ f)が存在しないことになる．)

例 39のように coherence条件は完全に無条件に成り立つわけではなく，ある程度の仮
定を置かなければならない．以下ではそれを説明する．

定義. B を bicategoryとする．B の形式射とは次の条件で定まるものである．

(1) 対象 a ∈ B に対して新しい記号 ia を用意し，ia は形式射であると定める．また
s(ia) := a，t(ia) := aと定める．

(2) B の 1-morphism f は形式射である．また f : a → bのとき s(f) := a，t(f) := b

と定める．
(3) f̃ , g̃ が形式射*9で t(f̃) = s(g̃)のとき順序対 g̃ ◦̃ f̃ := 〈g̃, f̃〉は形式射である．また
このとき s(g̃ ◦̃ f̃) := s(f̃)，t(g̃ ◦̃ f̃) := t(g̃)と定める．

*9 f に対して f̃ という形式射が存在するという意味ではなく，f̃ 全体で 1 つの記号である．以下形式射に
関する記号は˜付きの記号を使用する．
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(4) 以上により得られるもののみが形式射である．

形式射 f̃ が s(f̃) = a，t(f̃) = bを満たすことを f̃ : a→ bで表す．g̃ ◦̃ f̃ は順序対であ
るから，例えば (h̃ ◦̃ g̃) ◦̃ f̃ 6= h̃ ◦̃ (g̃ ◦̃ f̃)となることを注意しておく．また ida と ia は別
の形式射として区別する．

定義. 基本射とは次の条件で定まるものである．

(1) a f̃−→ b
g̃−→ c

h̃−→ dを形式射とするとき，新しい記号 ah̃g̃f̃ と a−1
h̃g̃f̃
を用意し，ah̃g̃f̃ と

a−1
h̃g̃f̃
は基本射であると定める．また

s(ah̃g̃f̃ ) := (h̃ ◦̃ g̃) ◦̃ f̃ , t(ah̃g̃f̃ ) := h̃ ◦̃ (g̃ ◦̃ f̃),

s(a−1
h̃g̃f̃

) := h̃ ◦̃ (g̃ ◦̃ f̃), t(a−1
h̃g̃f̃

) := (h̃ ◦̃ g̃) ◦̃ f̃

と定める．
(2) 形式射 f̃ : a→ bに対して新しい記号 if̃ , lf̃ , l

−1
f̃
, rf̃ , r

−1
f̃
を用意し if̃ , lf̃ , l

−1
f̃
, rf̃ , r

−1
f̃

は基本射であると定める．また

s(if̃ ) := f̃ , t(if̃ ) := f̃

s(lf̃ ) := ib ◦̃ f̃ t(lf̃ ) := f̃

s(l−1
f̃

) := f̃ , t(l−1
f̃

) := ib ◦̃ f̃

s(rf̃ ) := f̃ ◦̃ ia, t(rf̃ ) := f̃

s(r−1
f̃

) := f̃ , t(r−1
f̃

) := f̃ ◦̃ ia

と定める．
(3) b, cが基本射で s(b) : a → b，s(c) : b → cのとき順序対 c •̃ b := 〈c, b〉は基本射で
ある．また s(c •̃ b) = s(c) ◦̃ s(b)，t(c •̃ b) = t(c) ◦̃ t(b)と定める．

(4) 以上により得られるもののみが基本射である．

定義. f̃ , g̃ : a → b を形式射とする．f̃ から g̃ への射とは基本射の有限列 b0, · · · , bn で
あって s(b0) = f̃，t(b0) = s(b1)，· · ·，t(bn−1) = s(bn)，t(bn) = g̃ を満たすものであ
る．この射を bn ∗̃ · · · ∗̃ b0 で表す．

bが f̃ から g̃ への射のとき b : f̃ ⇒ g̃ と書く．

※ 以上の定義により，形式射を 1-morphism，その間の射を 2-morphism とすれば
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bicategoryとなる (但し 2-morphismについては coherence条件を満たすよう適当な
同一視をする必要がある)のであるが，その事実は以下では使わないためそのことは
証明しない．

定義. B の形式射 f̃ に対して，B の 1-morphism |f̃ |を以下により定める．

(1) f̃ = ia のとき |f̃ | := ida と定める．
(2) f̃ = f が B の 1-morphismのとき，|f̃ | := f と定める．
(3) f̃ = h̃ ◦̃ g̃ のとき |f̃ | := |h̃| ◦ |g̃|と定める．

定義. 形式射の射 b : f̃ ⇒ g̃ に対して，B の 2-morphism |b| : |f̃ | ⇒ |g̃| を以下により定
める．

(1) b = ah̃g̃f̃ のとき |b| := α|h̃||g̃||f̃ | とする．
(2) b = a−1

h̃g̃f̃
のとき |b| := α−1

|h̃||g̃||f̃ |
とする．

(3) b = if̃ のとき |b| := id|f̃ | とする．
(4) b = lf̃ のとき |b| := λ|f̃ | とする．
(5) b = l−1

f̃
のとき |b| := λ−1

|f̃ |
とする．

(6) b = rf̃ のとき |b| := ρ|f̃ | とする．
(7) b = r−1

f̃
のとき |b| := ρ−1

|f̃ |
とする．

(8) b = d •̃ c (c, dは基本射)のとき |b| := |d| • |c|とする．
(9) b = bn ∗̃ · · · ∗̃ b0 (各 bi は基本射)のとき |b| := |bn| ∗ · · · ∗ |b0|とする．

B を bicategory，C を strict 2-category，F : B → C を pseudofunctorとする．

定義. B の形式射 f̃ に対して，C の 1-morphism 〈f̃〉 と 2-morphism φf̃ : F (|f̃ |) ⇒ 〈f̃〉
を以下のように定める．

(1) f̃ = ia のとき，〈f̃〉 := idFa として φf̃ := ψ−1
a : F (|f̃ |)⇒ idFa とする．

(2) f̃ = f が B の 1-morphismのとき，〈f̃〉 := Ff として φf̃ := idFf : F (|f̃ |)⇒ Ff

とする．
(3) f̃ = h̃ ◦̃ g̃ のとき，〈f̃〉 := 〈h̃〉 ◦ 〈g̃〉として φf̃ を合成

F (|f̃ |)
φ−1

|h̃||g̃|−−−−→ F (|h̃|) ◦ F (|g̃|) φh̃•φg̃

−−−−→ 〈h̃〉 ◦ 〈g̃〉

で定める．
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補題 40. Bを bicategory，C を strict 2-category，F : B → C を pseudofunctorとする．
bを Bにおける基本射として，f̃ := s(b)，g̃ := t(b)とする．このとき 〈f̃〉 = 〈g̃〉であり，
更に次の図式は可換である．

F (|f̃ |) F (|g̃|)

〈f̃〉 〈g̃〉

F (|b|)

φg̃
φf̃

証明. 基本射の構成に関する帰納法．
(1-1) b = ah̃g̃f̃ のとき．
示すべき可換性は次の図式であり，これは可換である．

F ((|h̃| ◦ |g̃|) ◦ |f̃ |) F (|h̃| ◦ (|g̃| ◦ |f̃ |))

F (|h̃| ◦ |g̃|) ◦ F (|f̃ |) F (|h̃|) ◦ F (|g̃| ◦ |f̃ |)

F (|h̃|) ◦ F (|g̃|) ◦ F (|f̃ |) F (|h̃|) ◦ F (|g̃|) ◦ F (|f̃ |)

〈h̃〉 ◦ 〈g̃〉 ◦ 〈f̃〉 〈h̃〉 ◦ 〈g̃〉 ◦ 〈f̃〉

F (α|h̃||g̃||f̃|)

φ−1

id•φ−1

φ−1

φ−1•id

φh̃•φg̃•φf̃φh̃•φg̃•φf̃

(1-2) b = a−1
h̃g̃f̃
のとき，(1-1)と同様．

(2-1) b = if̃ のとき，明らか．
(2-2) b = lf̃ のとき．
示すべき可換性は次の図式であり，これは可換である．

F (id ◦ |f̃ |) F (|f̃ |)

F (id) ◦ F (|f̃ |)

id ◦ F (|f̃ |)

id ◦ 〈f̃〉 〈f̃〉

F (λ|f̃|)

φf̃

φ−1

ψ−1•id

id•φf̃

id
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(2-3) b = l−1
f̃
, rf̃ , r

−1
f̃
のとき，(2-2)と同様．

(3) b = d •̃ cのとき．
c : f̃ ⇒ h̃，d : g̃ ⇒ k̃ とすると示すべき可換性は次の図式であり，これは可換である．

F (|g̃| ◦ |f̃ |)

F (|g̃|) ◦ F (|f̃ |)

〈g̃〉 ◦ 〈f̃〉

F (|k̃| ◦ |h̃|)

F (|k̃|) ◦ F (|h̃|)

〈k̃〉 ◦ 〈h̃〉

F (|d|•|c|)

φ−1φ−1

F (|d|)•F (|c|)

φk̃•φh̃φg̃•φf̃

定義. 次の条件で定まる B の 2-morphismを基本 coherence 2-morphismと呼ぶ．

(1) a f−→ b
g−→ c

h−→ dを Bの 1-morphismとするとき，αhgf と α−1
hgf は基本 coherence

2-morphismである．
(2) B の 1-morphism f : a → b に対して idf , λf , λ−1

f , ρf , ρ
−1
f は基本 coherence 2-

morphismである．
(3) γ : f ⇒ g : a→ bと γ′ : h⇒ k : b→ cが基本 coherence 2-morphismのとき γ′ •γ
も基本 coherence 2-morphismである．

(4) 以上により得られるもののみが基本 coherence 2-morphismである．

定義. B の 2-morphism γ が coherence 2-morphism
⇐⇒ある基本 coherence 2-morphism γ0, · · · , γn が存在して γ = γn ∗ · · · ∗ γ0 と書ける．

定理 41 (coherence 定理). σ, τ を coherence 2-morphism として dom(σ) = dom(τ)，
cod(σ) = cod(τ) とする．またある形式射 f̃ , g̃ とその間の射 b, c : f̃ ⇒ g̃ が存在して
|b| = σ，|c| = τ となるとする．このとき σ = τ である．

証明. 定理 37により strict 2-category C と biequivalence F : B → C が存在する．この
とき F (σ) = F (τ)を示せばよい．

. . . ) f := dom(σ)として a := dom(f)，b := cod(f)とする．F は biequivalenceだか
ら F ab : B(a, b) → C(Fa, Fb)は圏同値，従って忠実関手である．故に F (σ) = F (τ)
ならば σ = τ である．
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仮定により存在する b, cを

b = bn ∗̃ · · · ∗̃ b0 (bi : f̃i ⇒ f̃i+1 は基本射),
c = cm ∗̃ · · · ∗̃ c0 (ci : g̃i ⇒ g̃i+1 は基本射)

と書く．f̃ = f̃0 = g̃0 であり g̃ = f̃n+1 = g̃m+1 である．次の図式を考える．

F (|f̃ |)

F (|f̃1|) F (|g̃1|)

...
...

F (|f̃n|) F (|g̃m|)

F (|g̃|)

〈f̃〉

〈f̃1〉 〈g̃1〉

...
...

〈f̃n〉 〈g̃m〉

〈g̃〉

F (|b0|)

F (|b1|)

F (|bn−1|)

F (|bn|)

F (|c0|)

F (|c1|)

F (|cm−1|)

F (|cm|)

id

id

id

id

φf̃

φf̃1 φg̃1

φf̃n φg̃m

φg̃

この図式の中心は明らかに可換である．残りの四角は補題 40により可換である．故にこ
の図式の一番外側は可換である．従って

F (σ) = F (|b|) = F (|bn|) ∗ · · · ∗ F (|b0|) = F (|cn|) ∗ · · · ∗ F (|c0|) = F (|c|) = F (τ)

である．

4 coherence 2-morphismの扱いについて
ここでは bicategory B に対して bicategory B̌ と strict 2-category Bst と，strict な

biequivalence ev : B̌ → B，[−] : B̌ → Bst を構成する．
まず bicategory B̌ を以下のように定義する．

• Ob(B̌) := Ob(B)とする．
• B̌ の 1-morphismは，B の形式射のうち ia (a ∈ B)を含まないものとする．(つま
り f ◦̃ ia などは B̌ の 1-morphismではない．)
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• f̌ , ǧ : a→ bを B̌ の 1-morphismとするとき，f̌ から ǧ への 2-morphismとは，B
の 2-morphism β : |f̌ | ⇒ |ǧ|のこととする．

• B̌ の垂直合成は B の垂直合成とする．これにより明らかに，a, b ∈ B に対して
B̌(a, b)は圏となる．

• a, b, c ∈ B に対して関手Mabc : B̌(b, c)× B̌(a, b)→ B̌(a, c)を次のように定める．
b B̌ の 1-morphism a

f̌−→ b
ǧ−→ cに対してMabc(ǧ, f̌) := ǧ ◦̃ f̌．

b θ : f̌ ⇒ ǧ : a→ b，τ : ȟ⇒ ǩ : b→ cに対してMabc(τ, θ) := τ • θ
• a ∈ B に対して関手 Ia : 1→ B̌(a, a)を Ia(∗) := ida で定める．
• a, b, c, d ∈ B に対して自然同型

B̌(c, d)× B̌(b, c)× B̌(a, b)

B̌(b, d)× B̌(a, b) B̌(c, d)× B̌(a, c)

B̌(a, d)

===⇒
αabcd

∼

Mbcd×id

Mabd

id×Mabc

Macd

を，a f̌−→ b
ǧ−→ c

ȟ−→ dに対して

αȟǧf̌ := α|ȟ||ǧ||f̌ | : (|ȟ| ◦ |ǧ|) ◦ |f̌ | ⇒ |ȟ| ◦ (|ǧ| ◦ |f̌ |)

により定める．
• a, b ∈ B に対して自然同型

1× B̌(a, b) B̌(a, b)

B̌(b, b)× B̌(a, b)

λab

=⇒ ∼

∼=

Ib×id Mabb

B̌(a, b)× 1 B̌(a, b)

B̌(a, b)× B̌(a, a)

ρab

=⇒ ∼

∼=

id×Ia
Maab

を f̌ : a→ bに対して

λf̌ := λ|f̌ | : idb ◦ |f̌ | ⇒ |f̌ |

ρf̌ := ρ|f̌ | : |f̌ | ◦ ida ⇒ |f̌ |

により定める．
• B が bicategoryであることから，条件 (7), (8)が成り立つことが分かる．故に B̌
は bicategoryである．

80



以下では区別のため，bicategory B̌ における合成を ◦̌, •̌, ∗̌で表す．
次に strict 2-functor ev : B̌ → B を以下のように定義する．

• a ∈ B̌ に対して ev(a) := aとする．
• f̌ を B̌ の 1-morphismとするとき ev(f̌) := |f̌ |とする．
• B̌ の 2-morphism β : f̌ ⇒ ǧ に対して ev(β) := β : |f̌ | ⇒ |ǧ| と定義するとこれは
関手 ev : B̌(a, b)→ B(a, b)を与える．

• このとき evは strict 2-functor ev : B̌ → B となる．
. . . ) evの定義より明らかに，idev(a) = ev(ida)かつ

B̌(b, c)× B̌(a, b)

B(b, c)× B(a, b) B̌(a, c)

B(a, c)

ev×ev

M

=

M

ev

である．(即ち φと ψ は idである．) また

ev(αȟǧf̌ ) = αev(ȟ)ev(ǧ)ev(f̌), ev(λf̌ ) = λev(f̌), ev(ρf̌ ) = ρev(f̌)

だから条件 (5), (6)は成り立つ．

補題 42. σ, τ を B̌における coherence 2-morphismとして dom(σ) = dom(τ)，cod(σ) =
cod(τ)とする．このとき σ = τ である．

証明. まず B̌ の 1-morphism f̌ に対して，B̌ の形式射 f̌ f を次により定義する．

• f̌ = ida (ida は B の id)のとき f̌ f := ia とする．
• f̌ = f が B の 1-morphismで，f 6= idのとき f̌ f := f とする．
• f̌ = ȟ ◦̌ ǧ のとき f̌ f := ȟf ◦̃ ǧf とする．

定理 41によれば，B̌ における coherence 2-morphism σ : f̌ ⇒ ǧ に対して，形式射の射
b : f̌ f ⇒ ǧf が存在して |b| = σ となることを示せばよい．

(1) σ = αȟǧf̌ : (ȟ ◦̌ ǧ) ◦̌ f̌ ⇒ ȟ ◦̌ (ǧ ◦̌ f̌)のとき
((ȟ ◦̌ ǧ) ◦̌ f̌)f = (ȟf ◦̃ ǧf) ◦̃ f̌ f，(ȟ ◦̌ (ǧ ◦̌ f̌))f = ȟf ◦̃ (ǧf ◦̃ f̌ f)だから b := aȟf ǧf f̌ f とすれば
b : ((ȟ ◦̌ ǧ) ◦̌ f̌)f ⇒ (ȟ ◦̌ (ǧ ◦̌ f̌))f で |b| = σ となる．
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(2) σ = α−1
ȟǧf̌

, λf̌ , λ
−1
f̌
, ρf̌ , ρ

−1
f̌
, idf̌ のときも同様．

(3) σ = ζ •̌ τ (ζ, τ は基本 coherence 2-morphism)のとき
τ : ȟ⇒ ǩ : a→ b，ζ : p̌⇒ q̌ : b→ cとする．帰納法により c : ȟf ⇒ ǩf，d : p̌f ⇒ q̌f が存
在して |c| = τ，|d| = ζ となる．このとき b := d •̃ cとすれば |b| = |d| •̌ |c| = σ である．
以上により σ が基本 coherence 2-morphismの場合は証明できた．
(4) 一般の σ のとき

σ = σn ∗̌ · · · ∗̌ σ0 (σi : f̌i ⇒ f̌i+1 は基本 coherence 2-morphism) と書く．上で示し
たことにより bi : f̌ f

i ⇒ f̌ f
i+1 が存在して |bi| = σi となる．よって |bn ∗̃ · · · ∗̃ b0| =

|bn| ∗̌ · · · ∗̌ |b0| = σ である．

定理 43. ev : B̌ → B は biequivalenceである．

証明. 定義より対象については全射だから，局所圏同値であることを示せばよい．そのた
めに a, b ∈ B を取り関手 ev : B̌(a, b)→ B(a, b)を考える．
Bの 1-morphism f : a→ bに対して，f を形式射 (即ち B̌の 1-morphism)とみなせば

ev(f) = f である．故に ev : B̌(a, b)→ B(a, b)は対象について全射である．
同様にして B の 2-morphism β : f ⇒ g を B̌ の 2-morphism β : f ⇒ g とみなせば

ev(β) = β である．故に evは充満である．
最後に evの定義より ev(β) = β だから evは忠実である．

次に bicategory Bst を以下のように定義する．

• Ob(Bst) := Ob(B)とする．
• a, b ∈ B に対して Ob(B̌(a, b))の二項関係 ∼を

f̌ ∼ ǧ ⇐⇒ B̌ の coherence 2-morphism f̌ ⇒ ǧ が存在する

により定める．∼は同値関係である．
. . . ) f̌ , ǧ, ȟ : a → b とする．まず idf̌ : f̌ ⇒ f̌ は coherence 2-morphism だか
ら f̌ ∼ f̌ である．
次に γ : f̌ ⇒ ǧ が coherence 2-morphism であるとすると γ−1 : ǧ ⇒ f̌ も

coherence 2-morphismである．
最後に γ : f̌ ⇒ ǧ，γ′ : ǧ ⇒ ȟとする．このとき明らかに γ′ ∗̌ γ も coherence

2-morphismである．

Ob(Bst(a, b)) := Ob(B̌(a, b))/∼とする．また f̌ の属する同値類を [f̌ ]と書く．
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• B̌ の 1-morphism f̌ , ǧ : a→ bに対して

H([f̌ ], [ǧ]) := {σ : ǩ ⇒ ľ | ǩ ∈ [f̌ ], ľ ∈ [ǧ]}

として，H([f̌ ], [ǧ])の二項関係 ∼を

σ ∼ τ ⇐⇒ある coherence 2-morphism γ, γ′ が存在して γ ∗̌ σ = τ ∗̌ γ′

• •

• •
γ′ γ

σ

τ

により定める．∼は同値関係である．
. . . ) σ, τ, θ ∈ H(f̌ , ǧ)を任意に取る．
まず idは coherence 2-morphismであり id ∗̌ σ = σ ∗̌ idが成り立つ．故に

σ ∼ σ である．
次に σ ∼ τ とする．即ちある γ, γ′ が存在して γ ∗̌ σ = τ ∗̌ γ′ と書ける．こ
のとき γ−1 ∗̌ τ = σ ∗̌ (γ′)−1 だから τ ∼ σ である．

• •

• •
γ′ γ

σ

τ

• •

• •
(γ′)−1 γ−1

τ

σ

最後に σ ∼ τ，τ ∼ θ とする．即ちある γ0, γ1, γ2, γ3 が存在して γ0 ∗̌ σ =
τ ∗̌ γ1，γ2 ∗̌ τ = θ ∗̌ γ3 と書ける．このとき

γ2 ∗̌ γ0 ∗̌ σ = γ2 ∗̌ τ ∗̌ γ1 = θ ∗̌ γ3 ∗̌ γ1

• •

• •

• •

γ1 γ0

γ3 γ2

σ

τ

θ

だから σ ∼ θ である．
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HomBst(a,b)([f̌ ], [ǧ]) := H([f̌ ], [ǧ])/∼ とする．また σ の属する同値類を [σ] と書
く．[σ] ∈ HomBst(a,b)([f̌ ], [ǧ])のとき [σ] : [f̌ ]⇒ [ǧ]と書く．

• [σ] : [f̌ ] ⇒ [ǧ]，[τ ] : [ǧ] ⇒ [ȟ] とする．このとき cod(σ) ∼ ǧ ∼ dom(τ) だから
coherence 2-morphism γ : cod(σ) ⇒ dom(τ) が存在する．このとき [τ ] ∗ [σ] :=
[τ ∗̌ γ ∗̌ σ]と定める．

• σ−→ cod(θ) γ−→ dom(τ) τ−→ •

これは well-definedである．
. . . ) [σ′] = [σ]，[τ ′] = [τ ]で γ′ : cod(σ′)⇒ dom(τ ′)を coherence 2-morphism
とする．σ ∼ σ′，τ ∼ τ ′ だから coherence 2-morphism γ0, γ1, γ2, γ3 により
γ0 ∗̌ σ = σ′ ∗̌ γ1，γ2 ∗̌ τ = τ ′ ∗̌ γ3 とできる．つまり次の (∗)は可換である．

• • • •

• • • •

γ1 γ0 γ3 γ2

σ

σ′

γ

γ′

τ

τ ′

(∗∗)(∗) (∗)

また補題 42 により (∗∗) も可換である．故に [τ ∗̌ γ ∗̌ σ] = [τ ′ ∗̌ γ′ ∗̌ σ′] が分
かった．

• id[f̌ ] := [idf̌ ] : [f̌ ]⇒ [f̌ ]と定める．これは well-definedである．
. . . ) [f̌ ] = [ǧ]とする．即ち coherence 2-morphism γ : f̌ ⇒ ǧ が存在する．こ
のとき次の図式が得られる．

f̌ f̌

ǧ ǧ

γ γ

idf̌

idǧ

γ と idf̌ , idǧ が B̌ の coherence 2-morphismだから補題 42よりこの図式は可
換である．よって idf̌ ∼ idǧ である．

• 以上により Bst(a, b)は圏になる．
. . . ) まず結合律を示すため [σ] : [f̌ ] ⇒ [ǧ]，[τ ] : [ǧ] ⇒ [ȟ]，[θ] : [ȟ] ⇒ [ǩ]とす
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る．γ0, γ1 を次の図式のように取る．

• σ−→ cod(σ) γ0−→ dom(τ) τ−→ cod(τ) γ1−→ dom(θ) θ−→ •

このとき

([θ] ∗ [τ ]) ∗ [σ] = [(θ ∗̌ γ1 ∗̌ τ) ∗̌ γ0 ∗̌ σ] = [θ ∗̌ γ1 ∗̌ (τ ∗̌ γ0 ∗̌ σ)]
= [θ] ∗ ([τ ] ∗ [σ])

である．
後は id[ǧ] ∗ [σ] = [σ]，[σ] ∗ id[f̌ ] = [σ]を示せばよい．それは定義より

id[ǧ] ∗ [σ] = [idǧ] ∗ [σ] = [idǧ ∗ idǧ ∗ σ] = [σ]
[σ] ∗ id[f̌ ] = [σ] ∗ [idf̌ ] = [σ ∗ idf̌ ∗ idf̌ ] = [σ]

となり成り立つ．

• [f̌ ] : a→ b，[ǧ] : b→ cに対して [ǧ] ◦ [f̌ ] := [ǧ ◦̌ f̌ ]と定める．これは well-defined
である．

. . . ) [f̌ ] = [ǩ]，[ǧ] = [ľ] とする．即ち coherence 2-morphism γ : f̌ ⇒ ǩ と
γ′ : ǧ ⇒ ľが存在する．このとき γ′ •̌γ : ǧ ◦̌ f̌ ⇒ ľ ◦̌ ǩも coherence 2-morphism
である．ゆえに [ǧ ◦̌ f̌ ] = [ľ ◦̌ ǩ]である．

• [σ] : [f̌ ] ⇒ [ǧ] : a → b，[τ ] : [ȟ] ⇒ [ǩ] : b → c に対して [τ ] • [σ] := [τ •̌ σ] と定め
る．これは well-definedである．

. . . ) [σ] = [σ′]，[τ ] = [τ ′]とする．即ち次のような coherence 2-morphism γi

が取れる．
• •

• •

γ1 γ0

σ

σ′

• •

• •

γ3 γ2

τ

τ ′

このとき

[τ •̌ σ] = [(γ2 •̌ γ0) ∗̌ (τ •̌ σ)] = [(γ2 ∗̌ τ) •̌ (γ0 ∗̌ σ)]
= [(τ ′ ∗̌ γ3) •̌ (σ′ ∗̌ γ1)] = [(τ ′ •̌ σ′) ∗̌ (γ3 •̌ γ1)] = [τ ′ •̌ σ′]

である．
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• 上記の ◦, •は関手Mabc : Bst(b, c)× Bst(a, b)→ Bst(a, c)を定める．

. . . ) まず idについては，a [f̌ ]−−→ b
[ǧ]−→ cに対して

id[ǧ] • id[f̌ ] = [idǧ] • [idf̌ ] = [idǧ •̌ idf̌ ] = [idǧ◦̌f̌ ] = id[ǧ◦̌f̌ ] = id[ǧ]◦[f̌ ]

となるからよい．そこで interchange law について示せばよい．そのために
Bst の図式

a b c⇐[σ]
⇐[τ ]

⇐[θ]

⇐[ζ]

[f̌ ]

[ǧ]

[ȟ]

[ǩ]

[ľ]

[m̌]

を考える．γi を適当に取ると

([ζ] ∗ [θ]) • ([τ ] ∗ [σ]) = ([ζ ∗̌ γ0 ∗̌ θ]) • ([τ ∗̌ γ1 ∗̌ σ])
= [(ζ ∗̌ γ0 ∗̌ θ) •̌ (τ ∗̌ γ1 ∗̌ σ)]
= [(ζ •̌ τ) ∗̌ (γ0 •̌ γ1) ∗̌ (θ •̌ σ)]
= [ζ •̌ τ ] ∗ [θ •̌ σ]
= ([ζ] • [τ ]) ∗ ([θ] • [σ])

となる．

• a ∈ B に対して関手 Ia : 1→ Bst(a, a)を Ia(∗) := [ida]で定める．
• a, b, c, d ∈ B に対して

Bst(c, d)× Bst(b, c)× Bst(a, b)

Bst(b, d)× Bst(a, b) Bst(c, d)× Bst(a, c)

Bst(a, d)

Mbcd×id

Mabd

id×Mabc

Macd

は可換である．
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. . . ) Bst の図式

a b c d⇐[σ] ⇐[τ ] ⇐[θ]

[f̌ ]

[ǧ]

[ȟ]

[ǩ]

[ľ]

[m̌]

を考えると B̌ における αの自然性により

(ľ ◦̌ ȟ) ◦̌ f̌ ľ ◦̌ (ȟ ◦̌ f̌)

(m̌ ◦̌ ǩ) ◦̌ ǧ m̌ ◦̌ (ǩ ◦̌ ǧ)

αľȟf̌

θ•̌(τ •̌σ)(θ•̌τ)•̌σ

αm̌ǩǧ

が可換だから

([θ] • [τ ]) • [σ] = [(θ •̌ τ) •̌ σ] = [(θ •̌ (τ •̌ σ))] = [θ] • ([τ ] • [σ])

である．

• a, b ∈ B に対して

1× Bst(a, b) Bst(a, b)

Bst(b, b)× Bst(a, b)

∼=

Ib×id Mabb

Bst(a, b)× 1 Bst(a, b)

Bst(a, b)× Bst(a, a)

∼=

id×Ia
Maab

は可換である．
. . . ) [σ] : [f̌ ]⇒ [ǧ] : a→ bに対して

[ididb
] • [σ] = [ididb

•̌ σ] = [σ]
[σ] • [idida

] = [σ •̌ idida
] = [σ]

である．

• 以上により Bst は strict 2-categoryである．

命題 44. [−]は strict 2-functor [−] : B̌ → Bst を与える．

証明. まず定義より，[−] は a, b ∈ B に対して関手 B̌(a, b) → Bst(a, b) を与える．また
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id[a] = [ida]である．更に

B̌(b, c)× B̌(a, b)

Bst(b, c)× Bst(a, b) B̌(a, c)

Bst(a, c)

[−]×[−]

M

=

M

[−]

である．
定義より [αȟǧf̌ ] = id，[λf̌ ] = id，[ρf̌ ] = idだから条件 (5)，(6)は成り立つ．

定理 45. [−] : B̌ → Bst は biequivalenceである．

証明. 定義より対象については全射だから，局所圏同値であることを示せばよい．そのた
めに a, b ∈ B を取り関手 [−] : B̌(a, b) → Bst(a, b)を考える．これは定義より明らかに対
象について全射であり，充満である．
そこで忠実であることを示せばよい．B̌の 2-morphism θ, τ : f̌ ⇒ ǧ : a→ bが [θ] = [τ ]
を満たすとする．定義より，ある coherence 2-morphism γ, γ′ が存在して

f̌ ǧ

f̌ ǧ

γ′ γ

θ

τ

となる．補題 42より γ = id，γ′ = idとなるから θ = τ である．

さて，a, b ∈ B として B(a, b)における射の等式

βn ∗ · · · ∗ β1 = βn+m ∗ · · · ∗ βn+1 (46)

を考える (但し n,m ≥ 1とする)．ここで βi : f0
i ◦ · · · ◦ f

si
i ⇒ f0

i+1 ◦ · · · ◦ f
si+1
i+1 とする．

このとき，βi を B̌ の 2-morphism βi : f0
i ◦̌ · · · ◦̌ f

si
i ⇒ f0

i+1 ◦̌ · · · ◦̌ f
si+1
i+1 とみなせば，B̌

における等式

βn ∗̌ · · · ∗̌ β1 = βn+m ∗̌ · · · ∗̌ βn+1 (47)

を考えることができる．このとき

ev((47)の左辺) = ((46)の左辺), ev((47)の右辺) = ((46)の右辺)
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である．よって，evが biequivalenceだから，(46)と (47)は同値である．次に等式 (47)
に [−]を適用すると

[βn] ∗ · · · ∗ [β0] = [βn+m] ∗ · · · ∗ [βn+1] (48)

を得る．[−]が biequivalenceだから (47)と (48)も同値である．
以上により，等式 (46)を示したいときは等式 (48)を示せばよい．
さて，ここである βi が coherence 2-morphismだったとする．すると定義より B̌ にお
いても βi は coherence 2-morphismである．更に [−]が strict 2-functorだから，[βi]も
coherence 2-morphism であるが Bst は strict 2-category だから結局 [βi] = id となる．
つまり等式 (48)においては coherence 2-morphismのことは考えなくてよいということ
になる．
以上の事実は次節以降で使っていく．(この事実とその使い方は [3]を参考にした．)

5 pasting theorem
bicategory の定義が分かれば，随伴や Kan 拡張は容易に bicategory の中で定義でき
る．これについては第 6節で実際に扱うが，その前に注意すべきことがある．
例えば随伴の定義では (随伴関手のときと同様に)次のような等式を扱う．

b b

a a

η

=⇒

ε=⇒

ida

f u

f

idb

= idf (49)

この等式の意味は分かると思うが，ところがこの等式には 2つ問題がある．
まず左辺の合成は f ◦ ida ⇒ idb ◦ f という 2-morphismなのに対して右辺は f ⇒ f で
ある．つまりドメインやコドメインが異なるので本当はこの等式を考えることはできない
のであるが，勿論 λと ρを使えば f ◦ ida ∼= f かつ idb ◦ f ∼= f であるし，coherence定理
(定理 41)によりこの同型は一意である．故にこの点に関しては本来の意図は誤解無く伝
わると思うため，以下気にしないことにする．
もう 1つの問題点は，ここでは左辺において εと η を合成して (ε • f) ∗ (f • η)を考え
ようとしているが，この合成はできないことである．というのも

cod(f • η) = f ◦ (u ◦ f), dom(ε • f) = (f ◦ u) ◦ f
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だからである．故にここでは α−1
fuf を補って

f ◦ ida
f•η−−→ f ◦ (u ◦ f)

α−1
fuf−−−→ (f ◦ u) ◦ f ε•f−−→ idb ◦ f

を考えなければならない．
従って厳密に言えばこの等式の左辺には α−1 を書き込むべきであるが，それでは図式
が複雑になってしまう．とりあえず今回の場合はこの図式でも問題なく意味が伝わるだろ
うから αを省略してもいいと思うが，一般にこのような図式の等式を考えるとき出来れば
αを省略したい．そこで問題となるのは

(1) このような「図式」が与えられたとき，αを補うことで常に「合成」ができるよう
になるか?

(2)「図式」を「合成」するとき，それは αの補い方や合成の順番によらず well-defined
であるか?

これらを定式化したものがこの節で証明する pasting theorem (定理 57)である．
なおこの節の内容は [4]を参考にした．

5.1 グラフ
まず bicategoryにおける「図式」を定式化するためにグラフを考える．ここではグラ
フとは写像 G : E → V 2 のことをいう．更に，ここでは平面上に描かれているグラフのみ
を扱うことにする．また 2 ≤ |E| <∞，2 ≤ |V | <∞とする．また連結であるとする．
V の元を Gの点，E の元を Gの辺と呼び，e ∈ E に対して G(e) = 〈u, v〉のとき uを

eの始点，v を eの終点と呼ぶ．eの始点を s(e)，eの終点を t(e)で表す．グラフ Gを平
面上に書いたとき，平面が各辺で分割されてできる各領域を面という．非有界な面がただ
一つ存在するので，それを外面と呼ぶ．それ以外の面を内面と呼ぶ．面 X の境界にある
点，辺を X の点，X の辺という．
最後に，ここでは内面を持つグラフのみ扱うことにする．*10

定義. G をグラフ，u, v を G の点とする．u から v へのパス (path) とは，有限列
P = 〈v0, e1, v1, · · · , en, vn〉であって以下の条件を満たすものをいう．

(1) v0, · · · , vn は Gの点で，v0 = u，vn = v である．

*10 グラフに対して色々と条件を付けたが，要するに図式として実際に現れるようなグラフしか考えないとい
うことである．
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(2) e1, · · · , en は Gの辺である．
(3) 各 1 ≤ i ≤ nに対して「s(ei) = vi−1，t(ei) = vi」または「s(ei) = vi，t(ei) = vi−1」
が成り立つ．

またこのとき nを P の長さという．

定義. グラフ G の有向パス (directed path) とは，パス P = 〈v0, e1, v1, · · · , en, vn〉 で
あって，各 1 ≤ i ≤ nに対して「s(ei) = vi−1，t(ei) = vi」が成り立つものをいう．

定義. グラフ G のパス P = 〈v0, e1, v1, · · · , en, vn〉 に対して，G のパス P ∗ を P ∗ :=
〈vn, en, vn−1, · · · , e1, v0〉で定める．

定義. Gをグラフ，P = 〈v0, e1, v1, · · · , en, vn〉，Q = 〈vn, en+1, · · · , en+m, vn+m〉を G

のパスとするとき

Q ◦ P := 〈v0, e1, v1, · · · , en, vn, en+1, · · · , en+m, vn+m〉

と定める．

定義. グラフ Gの面 X の錨 (anchor)とは，組 〈sX , tX domX , codX〉であって以下の条
件を満たすものである．

(1) sX , tX は X の点である．
(2) domX , codX は sX から tX への Gの有向パスである．
(3) X が内面の場合 cod∗

X ◦domX は X の境界を一周する有向パス (向きは X が左側
に来る向き) である．X が外面の場合 dom∗

X ◦ codX は X の境界を一周する有向
パス (向きは X が左側に来る向き)である．

定義. 錨付グラフ (anchored graph)とは，グラフ Gであって各面 X に対して錨が与え
られているものをいう．またこのとき，Gの外面の錨を 〈sG, tG,domG, codG〉で表す．

例 50. 次のグラフを考える．

v0 v1

v2

v3 v4

v5 v6

e1

e2 e3

e4

e5

e6

e7
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ただ一つの内面を X とする．このとき次のようにするとこれは錨付グラフとなる．

• sG := v0，tG := v4，sX := v1，tX := v3．
• domG := 〈v0, e1, v1, e2, v2, e3, v3, e4, v4〉．
• codG := 〈v0, e1, v1, e5, v5, e6, v6, e7, v3, e4, v4〉．
• domX := 〈v1, e2, v2, e3, v3〉．
• codX := 〈v1, e5, v5, e6, v6, e7, v3〉．

v0 v1

v2

v3 v4

v5 v6

domG

codG

domX

codX

定義. G,H を錨付グラフとして codG と domH の長さが等しいとする．このとき codG
と domH を貼り合わせてできるグラフは標準的に錨付グラフになる．これを Gと H の
垂直合成といい H ∗Gで表す．

錨付グラフの垂直合成は明らかに結合的である．この垂直合成により錨付グラフを分割
することを考える．

定義. 原始的錨付グラフ (atomic graph)とは，錨付グラフ Gであって内面がただ一つの
ものをいう．

定義. Gを錨付グラフとする．Gの貼付表現 (pasting scheme presentation)とは原始的
錨付グラフの有限列 G1, · · · , Gn であって G ∼= Gn ∗ · · · ∗G1 が成り立つものをいう．

G ∼= Gn ∗ · · · ∗ G1 を貼付表現とするとき，この n は明らかに G の内面の個数と一致
する．

5.2 括弧付け
次に bicategoryにおいて 3つ以上の 1-morphismを合成する際に，どういう順番で合
成するかを指定するために括弧付けというものを導入する．
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定義. 括弧付け (bracketing)とは以下で定まるものをいう．

(1) −は長さ 1の括弧付けである．
(2) b, cが長さ n,mの括弧付けのとき，[bc]は長さ n+mの括弧付けである．
(3) 以上により定まるもののみが括弧付けである．

定義. 左正規括弧付け (left normalized bracketing) bn とは，次で定まる長さ nの括弧付
けである．

(1) b1 := −．
(2) bn+1 := [bn−]

例 51. 長さ 1の括弧付けは b1 = −のみである．長さ 2の括弧付けは b2 = [−−]のみで
ある．長さ 3の括弧付けは b3 = [[−−]−]と [−[−−]]の 2つのみである．長さ 4の括弧付
けは b4 = [[[−−]−]−]，[[−[−−]]−]，[−[[−−]−]]，[−[−[−−]]]，[[−−][−−]]の 5つのみ
である．

定義. グラフ G の括弧付有向パス (bracketed directed path) とは，G の有向パス P と
括弧付け bの組であって，P と bの長さが一致しているものをいう．この括弧付有向パス
を b[P ]で表す．

P = 〈v0, e1, · · · , en, vn〉 のとき，b[P ] を b[e1, · · · , en] のように表す．また b が具体
的に与えられているとき，例えば b = [[−[−−]]−]，P = 〈v0, e1, · · · , e4, v4〉 の場合は
b[P ] = [[e1[e2e3]]e4]のように書く．

定義. 括弧付有向パス b[P ], c[Q]に対して b[P ] ∼= c[Q]⇐⇒ b = c．

定義. 括弧付錨付グラフ (bracketed graph)とは錨付グラフ Gであって，以下の有向パス
全てに括弧付けが与えられているものをいう．

(1) domG と codG．
(2) 各内面 X に対する domX と codX．

※ ここで，この括弧付けは同じ有向パスに対しても別々の括弧付けが与えられてもよ
い．例えば内面 X 6= Y が codX = domY を満たすとき，codX と domY の括弧付け
は一致していなくてもよい (例 53も参照)．従って任意の錨付グラフは括弧付錨付グ
ラフにすることができる．
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Gが括弧付錨付グラフのとき，domG などに与えられている括弧付けから得られる括弧
付有向パスを [domG]などで表す．

補題 52. G,H は括弧付錨付グラフで [codG] ∼= [domH ]を満たすとする．このとき錨付
グラフとしての垂直合成 H ∗Gは標準的に括弧付錨付グラフとなる．

そこでこれを括弧付錨付グラフの垂直合成と呼び，区別のため ⊛で表す．この垂直合
成H ⊛Gには [codG] ∼= [domH ]という条件が付いていることに注意する．これによる分
解を考える．

定義. Gが原始的括弧付錨付グラフ (bracketed atomic graph)とは，Gが括弧付錨付グ
ラフかつ原始的錨付グラフであることをいう．

定義. 整合的原始的括弧付錨付グラフ (consistent graph)とは，原始的括弧付錨付グラフ
Gであって，ある括弧付け bG により

[domG] = bG[e1, · · · , em, [domX ], e′
1, · · · , e′

m]
[codG] = bG[e1, · · · , em, [codX ], e′

1, · · · , e′
m]

と書けることをいう．

定義. Gを括弧付錨付グラフとする．Gの合成表現 (composition scheme presentation)
とは整合的原始的括弧付錨付グラフの有限列 G1, · · · , Gn であって G ∼= Gn ⊛ · · · ⊛ G1

を満たすものをいう．

例 53. Gを次のグラフとする．

v0

v1

v2

v3
e1

e2

e3

e4e5

これは domG = 〈v0, e1, v1, e2, v3〉，codG = 〈v0, e3, v2, e4, v3〉 を満たす錨付グラフにな
る．このとき G1, G2 を次のような原始的錨付グラフとすれば G = G2 ∗G1 は貼付表現で
ある．

v0

v1

v2

v3
e1

e3

e4e5
v0

v1

v2

v3
e1

e2

e4e5
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さて，G1, G2 の内面の dom, codは長さが高々 2しかないから，これらを整合的原始的括
弧付錨付グラフにするには

[codG1 ] = [[e1e5]e4], [domG2 ] = [e1[e5e4]]

とするしかない．故に Gに括弧付けを与えて括弧付錨付グラフにした場合，合成表現は
存在しない．

例 53 の G の合成表現が存在しないというのは，最初に説明した等式 (49) において ε

と η が合成できないということに対応している．これを合成するために α−1
fuf を補ったわ

けであるが，この操作に対応するのが次に定義する合成可能拡大である．これを使うと今
考えている問題「図式の合成ができるか」は「括弧付錨付グラフの合成可能拡大は存在す
るか」に帰着することができる．これは定理 56により判定ができる．

定義. 結合グラフ (associativity graph)とは，整合的原始的括弧付錨付グラフ Gであっ
て，以下の条件を満たすものをいう．

(1) G のただ一つの内面 X は次のような形である．ここで各 Pi, Qi は有向パスで
ある．

v0

v1 v2

v3

v4 v5

P1

P2

P3

Q1

Q2

Q3

(2) sX = v0，tX = v3，domX = P3 ◦ P2 ◦ P1，codX = Q3 ◦Q2 ◦Q1．
(3) Pi と Qi は同じ長さで，同じ括弧付けを持つ (それを [Pi], [Qi]で表す)．
(4) 次のいずれかが成り立つ．

• [domX ] =
[
[P1]

[
[P2][P3]

]]かつ [codX ] =
[[

[Q1][Q2]
]
[Q3]

]．
• [domX ] =

[[
[P1][P2]

]
[P3]

]かつ [codX ] =
[
[Q1]

[
[Q2][Q3]

]]．
定義. G1, G2 を括弧付錨付グラフ，A を結合グラフとして G := G2 ⊛ A ⊛ G1 とする．
このとき Aの内面を潰してできる括弧付錨付グラフを G/Aで表す．

定義から明らかに [domG/A] = [domG]，[codG/A] = [codG]である．

定義. Gを括弧付錨付グラフとする．Gの合成可能拡大 (composition scheme extension)
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とは括弧付錨付グラフ H であって以下の条件をみたすものをいう．

(1) H は合成表現 H ∼= Hn ⊛ · · ·⊛H1 を持つ．
(2) 結合グラフからなる部分列 {A1, · · · , Aj} ⊊ {H1, · · · ,Hn} が存在して G ∼=

H/{A1, · · · , Aj} := ((H/A1)/ · · · )/Aj と書ける．

H が G の合成可能拡大のとき [domG] = [domH/{A1,··· ,Aj}] = [domH ]，[codG] =
[codH/{A1,··· ,Aj}] = [codH ]である．

例 54. 例 53の括弧付錨付グラフ G,G1, G2 を考える．H を次のような括弧付錨付グラ
フとする．

v0

v1

v2

v3

v4 v5
e1

e2

e3

e4

e7

e8

e5

e6

また Aを次のような結合グラフとする．

v0

v1 v5

v3

v4 v2

e1

e5

e6

e7

e8

e4

但し [domA] = [[e7e8]e4]，[codA] = [e1[e5e6]]とする．このときH ∼= G2 ⊛A⊛G1 は合
成表現であり，かつ H/A ∼= Gである．故に Gは合成可能拡大 H を持つ．

補題 55. B,B′ は括弧付有向パスとして，B と B′ の長さは等しいとする．この長さは 3
以上で，更に B 6∼= B′ であるとする．このとき結合グラフの列 A1, · · · , Ak であって次の
条件を満たすものを取ることができる．

• 括弧付錨付グラフの垂直合成 A := Ak ⊛ · · ·⊛A1 が可能である．
• [domA] ∼= B かつ [codA] ∼= B′ である．

証明. B の長さを n ≥ 3 とする (条件より B′ の長さも n である)．まず B′ = bn[P ′] と
なっている場合を，nに関する帰納法で示す．
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n = 3のとき．B 6∼= B′ だから B ∼= [e1[e2e3]]かつ B′ ∼= [[e′
1e

′
2]e′

3]と書ける．よって明
らかである．
n ≥ 4のとき．括弧付けの定義より，ある括弧付有向パス B1, B2 を使って B = [B1B2]
と書ける．

(1) B2 の長さが 1の場合．
P ′ = e′ ◦ Q′ と書けば B′ = bn[P ′] = [bn−1[Q′], e′]となる．そこで B1 と bn−1[Q′]に帰
納法の仮定を使って，結合グラフの列 A′

1, · · · , A′
k を次の条件を満たすように取ることが

できる．

• 括弧付錨付グラフの垂直合成 A′ := A′
k ⊛ · · ·⊛A′

1 が可能である．
• [domA′ ] = B1 かつ [codA′ ] = bn−1[Q′]である．

このとき各 A′
i に辺 e付け加えた結合グラフを Ai とすればよい．

(2) B2 の長さが 1より大きい場合．
更に B2 = [B21B22]と書く．このとき結合グラフ A0 を

[domA0 ] = B = [B1[B21B22]], [codA0 ] = [[B1B21]B22]

となるように取ることができる．もし B22 の長さが 1であれば，(1)を [B1B21]B22 と B′

に対して使うことで結合グラフ A1, · · · , Ak を

• 括弧付錨付グラフの垂直合成 A = Ak ⊛ · · ·⊛A1 が可能である．
• [domA] = [[B1B21]B22]かつ [codA] = B′ である．

となるように取れる．このとき A0, A1, · · · , Ak が条件を満たす．B22 の長さが 1より大
きい場合は，同じ操作を繰り返していけばよい．
以上により B′ = bn[P ′]の場合は示せた．
同様にして B = bn[P ]の場合も証明できる．
最後に一般の場合，P ′′ を長さ nの有向パスとして B′′ := bn[P ′′]とする．上で示した
ことから，結合グラフ A1, · · · , Ak, A′

1, · · · , A′
l を

• 括弧付錨付グラフの垂直合成 A = Ak ⊛ · · ·⊛A1 が可能である．
• [domA] = B かつ [codA] = B′′ である．
• 括弧付錨付グラフの垂直合成 A′ = A′

l ⊛ · · ·⊛A′
1 が可能である．

• [domA′ ] = B′′ かつ [codA′ ] = B′ である．

となるように取ることができる．このとき A1, · · · , Ak, A′
1, · · · , A′

l が条件を満たす．
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定理 56. 括弧付錨付グラフ Gに対して

Gは合成可能拡大を持つ⇐⇒ Gは (錨付グラフとして)貼付表現を持つ．

証明. (=⇒)Gが合成可能拡大を持つとする．即ち上記の条件を満たすH ∼= Hn⊛· · ·⊛H1

が存在する．このとき {G1, · · · , Gn−j} = {H1, · · · ,Hn} \ {A1, · · · , Aj}と書く．各 Gi

は整合的原始的括弧付錨付グラフだから，これらは原始的錨付グラフである．すると垂直
合成 Gn−j ∗ · · · ∗G1 を考えることができる．このとき G ∼= Gn−j ∗ · · · ∗G1 だから Gは
貼付表現を持つ．

(⇐=) G ∼= Gn ∗ · · · ∗ G1 を貼付表現とする．Gi の唯一の内面を Xi とする．Gi は次
のようになっている．

sGi
sXi tXi

tGi

Pi

codXi

domXi

Qi

この Gi に次のように括弧付けを定める．

• domXi，codXi の括弧付けは Gに与えられている括弧付けを使う．
• [domGi

] := b[b[Pi], [domXi
], b[Qi]]，[codGi

] := b[b[Pi], [codFi
], b[Qi]]．但し b は

左正規括弧付けを表す．

これにより Gi は括弧付錨付グラフになる．補題 55より，結合グラフの列 Ai1, · · · , Aiki

であって次の条件を満たすものを取ることができる．

• 括弧付錨付グラフの垂直合成 Ai := Aiki
⊛ · · ·⊛Ai1 が可能である．

• i = 0のとき，[domA0 ] ∼= [domG]かつ [codA0 ] ∼= [domG1 ]である．
• 0 < i < nのとき，[domAi ] ∼= [codGi ]かつ [codAi ] ∼= [domGi+1 ]である．
• i = nのとき，[domAn ] ∼= [codGn ]かつ [codAn ] ∼= [domG]である．

このとき括弧付錨付グラフの垂直合成

H := An ⊛Gn ⊛An−1 ⊛Gn−1 ⊛ · · ·⊛G2 ⊛A1 ⊛G1 ⊛A0

を考えることができる．この H は明らかに Gの合成可能拡大となる．
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5.3 図式の合成
以下では B を bicategory，Gを括弧付錨付グラフとする．

定義. B における G 型の 1-図式 (1-skeletal G-diagram in B) とは次を満たす関数 T で
ある．

(1) Gの点 v に対して T (v)は B の対象である．
(2) Gの辺 eに対して T (e) : T (s(e))→ T (t(e))は B の 1-morphismである．

定義. T を B における G 型の 1-図式とする．G の括弧付有向パス B に対して B の
1-morphism T (B)を以下により定める．

(1) eが辺で B = [e]のとき T (B) := T (e)とする．
(2) B = [B0B1]のとき T (B) := T (B1) ◦ T (B0)とする．

定義. B における G 型の図式 (G-diagram in B) とは，B における G 型の 1-図式 T で
あって，更に Gの内面 X に対して B の 2-morphism T (X) : T [domX ]⇒ T [codX ]が与
えられていることをいう．

定義. bを長さ nの括弧付けとして，B の次のような 2-morphism β1, · · · , βn を取る．

a0 a1 · · · an⇒β1 ⇒β2 ⇒βn

このとき 2-morphism b[β1, · · · , βn]を次のように定める．

(1) n = 1のとき b[β1] := β1 とする．
(2) n > 1 で b = [cd] のとき b[β1, · · · , βn] := d[βm+1, · · · , βn] • c[β1, · · · , βm] とす
る．(但し cの長さをmとする．)

定義. Gは合成表現 G ∼= Gn ⊛ · · ·⊛G1 を持つとして，T を Bにおける G型の図式とす
る．このとき T の合成 (composite)とは以下により定まる Bの 2-morphism |T |である．

(1) Gi のただ一つの内面を Xi として θGi
:= bGi

[id, · · · , id, T (Xi), id, · · · , id]と定め
る．θGi

: T [domGi
]⇒ T [codGi

]は 2-morphismである．
(2) |T | := θGn ∗ · · · ∗ θG1 と定める．

定義. Gは貼付表現を持つとして，T を B における G型の図式とする．このとき T の合
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成 (composite)とは以下により定まる B の 2-morphism |T |である．

(1) まず H を Gの合成可能拡大とする．(定理 56より取れる．)
(2) 次に H 型の図式 TH を以下により定める．

• H ∼= Hn⊛ · · ·⊛H1，{A1, · · · , Aj} ⊊ {H1, · · · ,Hn}，G ∼= H/{A1, · · · , Aj}
とする．また標準的なグラフ準同型を p : H → Gとする．

• H の点 v に対して TH(v) := T (p(v))とする．
• H の辺 eに対して TH(e) := T (p(e))とする．
• H の内面X に対して TH(X) : TH [domX ]⇒ TH [codX ]を次のように定める．
（a）X が A1, · · · , Aj に属さないH の内面X のとき，対応するGの面をXG

としたとき TH(X) := T (XG)とする．
（b）X がAiの内面で [domX ] =

[
[P1]

[
[P2][P3]

]]，[codX ] =
[[

[Q1][Q2]
]
[Q3]

]
のとき，TH(X) := αTH [P3],TH [P2],TH [P1] とする．

（c）X がAiの内面で [domX ] =
[[

[P1][P2]
]
[P3]

]，[codX ] =
[
[Q1]

[
[Q2][Q3]

]]
のとき，TH(X) := α−1

TH [P3],TH [P2],TH [P1] とする．
(3) |T | := |TH |と定める．

定理 57 (pasting theorem). Gを貼付表現を持つ括弧付錨付グラフとするとき，B にお
ける G型の図式 T の合成 |T |は well-definedである．

証明. H,H ′ を Gの合成可能拡大として |TH | = |TH′ |を示せばよい．

H = Hj+n ⊛ · · ·⊛H1, {A1, · · · , Aj} ⊊ {H1, · · · ,Hj+n}, G ∼= H/{A1, · · · , Aj}.
H ′ = H ′

k+n ⊛ · · ·⊛H ′
1, {A′

1, · · · , A′
k} ⊊ {H ′

1, · · · ,H ′
k+n}, G ∼= H ′/{A′

1, · · · , A′
k}.

と書いておく．定義より

|TH | = θHj+n ∗ · · · ∗ θH1 , |TH′ | = θH′
k+n
∗ · · · ∗ θH′

1

であるから，B における等式 |TH | = |TH′ |を示すには Bst で考えて

[θHj+n
] ∗ · · · ∗ [θH0 ] = [θH′

j+n
] ∗ · · · ∗ [θH′

0
]

を示せばよい (第 4節の最後を参照)．ここで [θAi
] = idであるから

{G1, · · · , Gn} = {H1, · · · ,Hj+n} \ {A1, · · · , Aj}
{G′

1, · · · , G′
n} = {H ′

1, · · · ,H ′
k+n} \ {A′

1, · · · , A′
k}

100



と書いたとき
[θGn

] ∗ · · · ∗ [θG1 ] = [θG′
n
] ∗ · · · ∗ [θG′

1
]

を示せばよい．
strict 2-category Bst における G型の図式 S を次のように定義する．

• Gの点 v に対して S(v) := T (v)．
• Gの辺 eに対して S(e) := [T (e)]．
• Gの面 X に対して S(X) := [T (X)]．

このとき明らかに [θGn
] ∗ · · · ∗ [θG1 ] = |S| = [θG′

n
] ∗ · · · ∗ [θG′

0
]である．

最後に B, C を bicategory，F : B → C を pseudofunctorとしたとき図式の合成が F と
「交換」することを見る．

定義. F : B → C を pseudofunctorとして T を B における G型の図式とする．このとき
C における G型の図式 FT を次のように定める．

• Gの点 v に対して FT (v) := F (T (v))とする．
• Gの辺 eに対して FT (e) := F (T (e))とする．また長さ 1の括弧付有向パス [e]に
対しても FT [e] := F (T (e))とする．また σT[e] := id: FT [e]⇒ F (T [e])とする．

• B = [B0B1] を長さ 2 以上の括弧付有向パスとするとき FT (B) := FT (B1) ◦
FT (B0)とする．また σTB : FT (B)⇒ F (T (B))を合成

FT (B1) ◦ FT (B0)
σT

B1
•σT

B0−−−−−−→ F (T (B1)) ◦ F (T (B0)) φF

−−→ F (T (B1) ◦ T (B0))

で定める．
• Gの面 X に対して FT (X) : FT [domX ]⇒ FT [codX ]を合成

FT [domX ]
σT

[domX ]−−−−−→ F (T [domX ]) F (T (X))−−−−−−→ F (T [codX ])
(σT

[codX ])
−1

−−−−−−−→ FT [codX ]

で定める．

例 58. 括弧付錨付グラフ Gを次により定める (例 53)．

v2 v3

v0 v1
e5

e3 e4
e2

e1
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ここで左の面を X，右の面を Y とする．bicategory B における G 型の図式を次により
定まるものとする．

b b

a a

η

=⇒

ε=⇒

ida

f u

f

idb

即ち次のようになる．

• T (v0) = T (v1) = a，T (v2) = T (v3) = b．
• T (e1) = ida，T (e2) = T (e3) = f，T (e4) = u，T (e5) = idb．
• T [domX ] = ida，T [codX ] = T [e3e4] = T (e4) ◦ T (e3) = u ◦ f．
• T [domY ] = T [e4e2] = T (e2) ◦ T (e4) = f ◦ u，T [codY ] = T [e5] = idb．
• T (X) = η，T (Y ) = ε．

このとき pseudofunctor F : B → C に対して，C における G型の図式 FT は定義より

• FT (v0) = FT (v1) = Fa，FT (v2) = FT (v3) = Fb．
• FT (e1) = F (ida)，FT (e2) = FT (e3) = Ff，FT (e4) = Fu，FT (e5) = F (idb)．
• F (T [codX ]) = F (T (e4) ◦ T (e3)) = F (u ◦ f)．
• FT [codX ] = FT (e4) ◦ FT (e3) = Fu ◦ Ff．
• F (T [domY ]) = F (T (e2) ◦ T (e4)) = F (f ◦ u)．
• FT [domY ] = FT (e2) ◦ FT (e4) = Ff ◦ Fu．
• FT (X) =

(
F (ida) Fη−−→ F (u ◦ f) (φF )−1

−−−−−→ Fu ◦ Ff
)

• FT (Y ) =
(
Ff ◦ Fu φF

−−→ F (f ◦ u) Fε−−→ F (idb)
)

となる．即ち
Fb Fb

Fa Fa
FT (X)=⇒

FT (Y )=⇒

F ida

Ff Fu

Ff

F idb

である．そこで以下では簡単のため FT (X)のような 2-morphismを単に Fη で表す．こ
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の記法を使うと，図式 FT は

Fb Fb

Fa Fa
Fη=⇒

Fε=⇒

F ida

Ff Fu

Ff

F idb

となる．

定理 59. F : B → C を pseudofunctorとして T を B における G型の図式とする．この
とき次の図式が可換である．

FT [domG] F (T [domG])

FT [codG] F (T [codG])

σT
[domG]

F (|T |)|FT |

σT
[codG]

証明. H ∼= Hn ⊛ · · · ⊛H1 を Gの合成可能拡大として，これにより定まる 2-morphism
|T |を |T | = θn ∗ · · · ∗ θ1 と書く．同様にして |FT |を |FT | = τn ∗ · · · ∗ τ1 と書く．この
とき次の図式が得られる．

FT [domG] F (T [domG])

...
...

FT [domHi
] F (T [domHi

])

FT [codHi
] F (T [codHi

])

...
...

FT [codG] F (T [codG])

σT
[domG]

σT
[domHi

]

Fθiτi

σT
[codHi

]

σT
[codG]

(∗)

左の縦列の合成が |FT | で右の縦列の合成が F (|T |) である．よって (∗) が可換であるこ
とを示せばよい．
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(1) Hi がある Aj になっているとき．Hi の唯一の内面をXi とするとHi は次のような
グラフである．

sHi

v1 v5

tHi

v4 v2

sG · · · · · · tG
e1 en

P1

P2

P3

Q1

Q2

Q3

e′
1 e′

m

どちらの場合も同様であるから [domXi
] =

[
[P1]

[
[P2][P3]

]]，[codXi
] =

[[
[Q1][Q2]

]
[Q3]

]
とする．また f := T [P1] = T [Q1]，g := T [P2] = T [Q2]，h := T [P3] = T [Q3]と書く．
このときある括弧付け bにより

T [domHi ] = b[T (e1), · · · , T (en), (h ◦ g) ◦ f, T (e′
1), · · · , T (e′

m)]
T [codHi

] = b[T (e1), · · · , T (en), h ◦ (g ◦ f), T (e′
1), · · · , T (e′

m)]
θi = b[id, · · · , id, αhgf , id, · · · , id]
τi = b[id, · · · , id, αFhFgFf , id, · · · , id]

と書ける．よって (∗)の可換性を示すためには

(Fh ◦ Fg) ◦ Ff F (h ◦ g) ◦ Ff F ((h ◦ g) ◦ f)

Fh ◦ (Fg ◦ Ff) Fh ◦ F (g ◦ f) F (h ◦ (g ◦ f))

φF •Ff φF

FαhgfαF hF gF f

Fh•φF φF

が可換であることを示せばよい．それは pseudofunctorの定義より分かる．
(2) そうでないときは定義より明らかに可換である．

定理 60. G,H を括弧付錨付グラフで [domG] = [domH ]，[codG] = [codH ]とする．T, S
をそれぞれ B における G,H 型の図式として，domG, codG に現れる各辺 e について
T (e) = S(e)が成り立つとする．このとき F : B → C を局所忠実な pseudofunctorとし
て |FT | = |FS|ならば |T | = |S|である．

証明. 仮定より T [domG] = S[domG]，T [codG] = T [codG]である．よって定理 59より
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次の図式が可換である．

F (T [domG]) FT [domG] F (S[domG])

F (T [codG]) FT [codG] F (S[codG])

σT
[domG]

|FT |F (|T |)

σT
[codG]

σS
[domG]

F (|S|)

σS
[codG]

σ の定義から σT[domG] = σS[domG]，σT[codG] = σS[codG] である．よって図式から F (|T |) =
F (|S|)が分かる．今 F が局所忠実だから |T | = |S|である．

6 bicategoryの中での随伴と Kan拡張
ここまで述べたことを踏まえて，随伴やKan拡張を扱っていく．以下，Bは bicategory
とする．

定義. f : a → b，u : b → a を B の 1-morphism，η : ida ⇒ u ◦ f，ε : f ◦ u ⇒ idb を
2-morphismとする．このとき 4つ組 〈f, u, η, ε〉が随伴とは，次の 2つの等式が成り立つ
ことをいう．

b b

a a

η

=⇒

ε=⇒

ida

f u

f

idb

= idf

b b

a a

ε= ⇒ η

= ⇒

idb

u f

u

ida

= idu

更に η と εが同型なとき，〈f, u, η, ε〉を随伴同値 (adjoint equivalence)という．随伴を
記号 f a u : a→ bもしくは単に f a uで表し，f を uの左随伴，uを f の右随伴，η を
unit，εを counitと呼ぶ．

命題 61. f : a→ bの右随伴は，もし存在すれば，同型を除いて一意である．

証明. f a u，f a u′ を随伴として，それぞれの unit，counit を η, ε と η′, ε′ として，
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2-morphism φ : u⇒ u′，ψ : u′ ⇒ uを次のように定義する．

φ :=
b b

a a

ε=⇒ η′

=⇒

idb

u f

u′

ida

ψ :=
b b

a a

ε′

=⇒ η

=⇒

idb

u′ f

u

ida

このとき pasting theorem (定理 57)によれば，図式の合成は合成の順番によらないから

b b b

a a a

φ

=⇒ ψ=⇒
idb

u
u′

ida

idb

u

ida

=
b b b

a a a

ε=⇒ η′

=⇒

ε′

=⇒ η

=⇒

idb

u f
u′

ida

idb

f

u

ida

=
b b b

a a a

ε=⇒ idf=⇒ η

=⇒

idb

u f

ida

idb

f

u

ida

=
b b

a a

ε=⇒ η

=⇒

idb

u f

u′

ida

=
b b

a a

idu=⇒

idb

u

u

ida

となり ψ ∗ φ = idu が分かる．
φ ∗ ψ = idu′ についても同様である．以上により u ∼= u′ である．
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※ この証明は少し不正確である．pasting theorem により確かに合成は一意である
が，この合成には λや ρが含まれているからその部分の計算 (例えば idf が消せるこ
となど)は直ちに明らかではない．それを解消するには第 4節の最後で述べたことを
使って次のようにすればよい．ψ ∗ φ = idu を示すには Bst での等式 [ψ] ∗ [φ] = id[u]

を示せばよいが，それは Bst において

b b b

a a a

[φ]=⇒ [ψ]=⇒

idb

[u]

[u′]

ida

idb

[u]

ida

=
b b b

a a a

[ε]=⇒ [η′]=⇒

[ε′]=⇒ [η]=⇒

idb

[u] [f ]
[u′]

ida

idb

[f ]

[u]

ida

=
b b b

a a a

[ε]=⇒ id[f]=⇒ [η]=⇒
idb

[u] [f ]

ida

idb

[f ]

[u]

ida

=
b b

a a

[ε]=⇒ [η]=⇒

idb

[u] [f ]

[u′]

ida

=
b b

a a

id[u]=⇒

idb

[u]

[u]

ida

となるから成り立つ．(Bst は strict 2-categoryであるからこの計算は正しい．)
このように Bst で考えることで λや ρの問題は解決できるから，以下では特に断ら

ずに単に B における図式の計算をすることで証明できたことにする．
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命題 62. f a u : a→ b，f ′ a u′ : b→ cとするとき f ′ ◦ f a u ◦ u′ : a→ cである．

a b c

f f ′

u′u

証明. f a u，f ′ a u′ の unit，counitをそれぞれ η, ε, η′, ε′ とする．η′′, ε′′ を以下の合成
で定める．

c

b b

a a a

η′′

=⇒

f ′
u′

f u

ida ida

:=

c

b b

a a a

η′

=⇒

η

=⇒

ε=⇒ η

=⇒

f ′
u′

idb

f u
f

u

ida ida

c c c

b b

a

ε′′

=⇒

idc idc

u′

f ′

u

f

:=

c c c

b b

a

ε′

=⇒ η′
=⇒

ε′

=⇒
ε=⇒

idc idc

u′

f ′
u′

f ′
idb

u

f

このとき明らかに，η′′, ε′′ が f ′ ◦ f a u ◦ u′ の unit，counitを与える．

命題 63. f : a → b，u : b → aを 1-morphismとして η : ida ⇒ u ◦ f と σ : f ◦ u ⇒ idb
を同型な 2-morphismとする (故に a ' bである)．このとき η を unitとするような随伴
f a uが存在する．

証明. 2-morphism ε : f ◦ u⇒ idb を

ε :=
b a

b

a b

=⇒ σ
−1

=⇒

η−1

=⇒σ
u

f u

f

idb

ida

idb
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により定義する．このとき

b b

a a

η

=⇒

ε=⇒

ida

f u

f

idb

=
b a

b

a b

a

=⇒ σ
−1

=⇒

η−1

=⇒σ

=⇒

η
u

f u

f

idb

ida

idb

f

ida

=
b a

b

a b

a
=⇒ σ

−1

=⇒

η−1
=⇒σ

=⇒

η
u

u

f

idb

ida

idb

f

ida

f

= idf

である．従って
b b

a a

ε=⇒ η

=⇒

idb

u f

u

ida

= b b

a a

a

a

ε=⇒ η

=⇒

idb

u f

u

ida

id=⇒

ida

u

ida

= b b

a a

b a

a

ε=⇒ η

=⇒

idb

u f

u

ida

idb

f
ε=⇒

u

ida

η

=⇒

u f
ε−1

=⇒

ida

η−1

=⇒

= b b

a a

b a

a

idf◦u=⇒

idf=⇒

u

u f

ida

idb

f

u

ida

η

=⇒

f

ida

η−1

=⇒ = idu
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となり f a uが分かった．

定義. a, b, c ∈ B を対象，f : a → b，g : a → cを 1-morphismとする．f に沿った g の
左 Kan拡張とは組 〈l, η〉であって，以下の条件を満たすものである．

(1) lは 1-morphism b→ cで，η は 2-morphism g ⇒ l ◦ f である．

b

a c

=⇒

η
f

g

l

(2) 他に 1-morphism k : b → c と 2-morphism θ : g ⇒ k ◦ f が存在したとき，2-
morphism τ : l⇒ k が一意に存在して次の等式が成り立つ．

b

a c

=⇒

η
f

g

l

k

τ =
b

a c

=⇒θf

g

k

〈l, η〉が f に沿った gの左 Kan拡張のとき，記号で f†g = 〈l, η〉と書くことにする．もし
くは単に，l のことを f†g で表すこともある．また Bco での左 Kan拡張を右 Kan拡張，
Bop での左 Kan拡張を左 Kanリフト，Bcoop での左 Kan拡張を右 Kanリフトという．
記号ではそれぞれ f‡g, f†g, f‡g で表すことにする．

b

a c

=⇒f

g

f‡g

b

a c

=⇒

f

g

f†g

b

a c

=⇒f

g

f‡g

定義. f : a→ b，g : a→ cを 1-morphismとして左 Kan拡張 f†g = 〈l, η〉が存在すると
する．1-morphism h : c → x が左 Kan 拡張 f†g と交換するとは，〈h ◦ l, h • η〉 が f に
沿った h ◦ g の左 Kan拡張になることを言う．

b

c

a c x
h•η =⇒

f

g

l

h

h
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右 Kan拡張・左 Kanリフト・右 Kanリフトと交換する，も同様に定義する．*11

定義. f : a→ b，g : a→ cを 1-morphismとする．任意の 1-morphism h : c→ xと交換
する左 Kan拡張 f†gを絶対左 Kan拡張という．また絶対右 Kan拡張，絶対左 Kanリフ
ト，絶対右 Kanリフトも同様に定義する．

定義から次の同値が分かる．

命題 64. f : a → b，g : a → c，l : b → cを 1-morphism，η : g ⇒ l ◦ f を 2-morphism
とする．

b

a c

=⇒

η
f

g

l

〈l, η〉が f に沿った g の絶対左 Kan拡張である
⇐⇒任意の x ∈ B と 1-morphism k : b → x，h : c → x，2-morphism θ : h ◦ g ⇒ k ◦ f
に対して，ある 2-morphism τ : h ◦ l⇒ k が一意に存在して，次の等式が成り立つ．

b x

a c

f

g

l

k

h

=⇒

η

=⇒τ
=

b x

a c

f

k

g

hθ =⇒

定理 65. f : a→ bを 1-morphismとするとき，以下の条件は同値である．

(1) f が右随伴を持つ．
(2) 絶対左 Kan拡張 〈f†ida, η〉が存在する．
(3) 左 Kan拡張 〈f†ida, η〉が存在し，f が f†ida と交換する．

b

a a b

=⇒

η
f

ida

f†ida

f

*11 英語だと Kan拡張と交換するは preserved byで Kanリフトと交換するは respected byと言うようだ
が，ここでは気にせずどちらも交換すると言う事にする．
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またこのとき f a f†ida であり η がその unitである．

証明. (1 =⇒ 2) f の右随伴を u，unitを η，counitを εとする．uが f に沿った ida の
絶対左 Kan拡張であることを示せばよい．そのために任意の対象 x ∈ C と 1-morphism
k : a→ x，h : b→ x，2-morphism θ : k ⇒ h ◦ f を取る．τ : k ◦ u⇒ hを合成

b b x

a a

θ =⇒f

ida

idb

u

ε =⇒

h

k

で定めれば

b x

a a

f

ida

u

h

k
η

=⇒

τ =⇒ =

b b x

a a a

f

ida

u

idb

f

h

ida

k
η

=⇒

ε =⇒ θ =⇒ =

b x

a a

f

h

ida

kθ =⇒
である．逆に τ が

b x

a a

f

ida

u

h

k
η

=⇒

τ =⇒ =

b x

a a

f

h

ida

kθ =⇒

を満たせば

b x

a
u

h

k
τ =⇒ =

b b x

a a

f

ida

u

h

k
η

=⇒

τ =⇒

idb

u

ε =⇒ =

b b x

a a

θ =⇒f

ida

idb

u

ε =⇒

h

k

となるから，このような τ は一意である．故に絶対左 Kan拡張 f†ida は存在し，f†ida =
〈u, η〉である．

(2 =⇒ 3) 明らか．
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(3 =⇒ 1) u := f†ida が f と交換するから，ε : f ◦ u⇒ idb が一意に存在して次の等式
が成り立つ．

b b

a a

f

ida

u

idb

f

=⇒

η

=⇒ε
=

b b

a a

f

idb

ida

fidf =⇒

故に後は (u • ε) ∗ (η • u) = idu を示せばよい．そのためには，左 Kan拡張 〈u, η〉の普遍
性から

b b

a a a

f

ida

u

idb

f

=⇒

η

=⇒ε u

ida

=⇒

η
=

b b

a a a

f

ida

u

idb

=⇒

η

u

ida

=⇒ idu

を示せばよいが，それは明らか．

系 66. 左随伴に沿った左 Kan拡張は存在し，絶対左 Kan拡張である．

証明. f : a→ b，g : a→ cで f が右随伴を持つとする．

b

a c

=⇒

η
f

g

l

このとき絶対左 Kan 拡張 f†ida が存在するから g ◦ (f†ida) = f†g となり左 Kan 拡
張 f†g が存在することが分かる．また h : c → x を任意の 1-morphism とするとき，
h ◦ (f†g) = h ◦ (g ◦ (f†ida)) = (h ◦ g) ◦ (f†ida) = f†(h ◦ g)となって hが f†g と交換す
ることが分かる．

Bop,Bco,Bcoop を考えれば次の定理が分かる．

定理 67. u : b→ aを 1-morphismとするとき，以下の条件は同値である．

(1) uが左随伴を持つ．
(2) 絶対右 Kan拡張 〈u‡idb, ε〉が存在する．
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(3) 右 Kan拡張 〈u‡idb, ε〉が存在し，uが u‡idb と交換する．

a

b b a

⇐
=ε

u

idb

u‡idb

u

またこのとき u‡idb a uであり εがその counitである．

定理 68. f : a→ bを 1-morphismとするとき，以下の条件は同値である．

(1) f が右随伴を持つ．
(2) 絶対右 Kanリフト 〈f‡idb, ε〉が存在する．
(3) 右 Kanリフト 〈f‡idb, ε〉が存在し，f が f‡idb と交換する．

a

a b b

⇐
= ε

f

idb

f‡idb

f

またこのとき f a f‡idb であり εがその counitである．

定理 69. u : b→ aを 1-morphismとするとき，以下の条件は同値である．

(1) uが左随伴を持つ．
(2) 絶対左 Kanリフト 〈u†ida, η〉が存在する．
(3) 左 Kanリフト 〈u†ida, η〉が存在し，uが u†ida と交換する．

b

b a a

=⇒

η
u

ida

u†ida

u

またこのとき u†ida a uであり η がその unitである．

定理 70. 左随伴は左 Kan拡張と交換する．
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証明. f : a→ b，g : a→ cで左 Kan拡張 f†g が存在し，h a u : c→ xを随伴とする．

b

a c x

=⇒

η
f

g

f†g

h

u

f†(h ◦ g) = 〈h ◦ f†g, h • η〉であることを示すため，任意の k : b→ xと θ : h ◦ g ⇒ k ◦ f
を取る．

b

a c x

f

g

h

u

k
=⇒θ

h a uの unitを η′ とすると，次の図式を得る．

b

a c

x

c

f

g

h u

k

=⇒θ

idc

=⇒η′

左 Kan拡張 f†g の普遍性から，τ : f†g ⇒ u ◦ k が存在して次の等式が成り立つ．

b

a c

x

c

=⇒

η
f

g

f†g
u

k

=⇒τ

idc

=
b

a c

x

c

f

g

h u

k

=⇒θ

idc

=⇒η′

h a uだから u†idc = 〈h, η′〉であり，これは絶対左 Kanリフトである．よって σ が存在
して次の等式が成り立つ．

b

c

x

c
f†g

h u

k

=⇒σ

idc

=⇒η′
=

b

c

x

c
f†g

u

k

=⇒τ

idc
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このとき

b

a c

x

c

=⇒

η
f

g

f†g
h u

k

=⇒σ

idc

=⇒η′
=

b

a c

x

c

=⇒

η
f

g

f†g
u

k

=⇒τ

idc

=
b

a c

x

c

f

g

h u

k

=⇒θ

idc

=⇒η′

となるから，絶対左 Kanリフト u†idc = 〈h, η′〉の普遍性より

b

a c

x

=⇒

η
f

g

f†g
h

k

=⇒σ =
b

a c

x
f

g

h

k
=⇒θ

である．このような σ は一意だとわかるから，f†(h ◦ g) = 〈h ◦ f†g, h • η〉である．

命題 71. B, C を bicategory，F : B → C を pseudofunctor とする．f a u : a → b が B
での随伴のとき，C での随伴 Ff a Fu : Fa → Fbが成り立つ．(即ち pseudofunctorは
随伴を保つ．)

証明. f a u : a→ bを随伴として unit, counitを η, εとする．即ち

b b

a a

η

=⇒

ε=⇒

ida

f u

f

idb

=
b b

a a

idf=⇒

ida

f

f

idb

b b

a a

ε=⇒ η

=⇒

idb

u f

u

ida

=
b b

a a

idu=⇒

idb

u

u

ida
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が成り立つ．このとき F : B → C を pseudofunctorとすると，定理 59と pseudofunctor
の定義より

Fb Fb

Fa Fa

Fη=⇒
Fε=⇒

F (ida)

Ff Fu

Ff

F (idb)

=
Fb Fb

Fa Fa

idF f=⇒

idF a

Ff

Ff

idF b

Fb Fb

Fa Fa

Fε=⇒ Fη=⇒

F (idb)

Fu Ff

Fu

F (ida)

=
Fb Fb

Fa Fa

idF u=⇒

idF b

Fu

Fu

idF a

が成り立つ．故に Ff a Fuである．

系 72. f a u : a→ bならば x ∈ B に対して f • − a u • − : B(s, a)→ B(s, b)．

命題 73. B, C を bicategory，F : B → C を局所忠実充満な pseudofunctor とする．
f : a→ b，u : b→ aが B の 1-morphismで，C での随伴 Ff a Fu : Fa→ Fbが成り立
つならば，B での随伴 f a uが成り立つ．

証明. Ff a Fu : Fa→ Fbとする．即ち η, εが存在して次の等式が成り立つ．

Fb Fb

Fa Fa

η

=⇒

ε=⇒

idF a

Ff Fu

Ff

idF b

=
Fb Fb

Fa Fa

idF f=⇒

idF a

Ff

Ff

idF b

Fb Fb

Fa Fa

ε=⇒ η

=⇒

idF b

Fu Ff

Fu

idF a

=
Fb Fb

Fa Fa

idF u=⇒

idF b

Fu

Fu

idF a

F が局所充満だから，B の 2-morphism η′, ε′ が存在して

Fη′ =
Fb

Fa Fa

η

=⇒

idF a

Ff Fu , Fε′ =
Fb Fb

Fa

ε=⇒Fu Ff

idF b
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とできる．このとき定理 60より

b b

a a
η′

=⇒
ε′

=⇒

ida

f u

f

idb

=
b b

a a

idf=⇒

ida

f

f

idb

b b

a a

ε′

=⇒ η′

=⇒
idb

u f

u

ida

=
b b

a a

idu=⇒

idb

u

u

ida

であるから f a uである．

系 74. f : a → b，u : b → aを B の 1-morphismとする．任意の対象 s ∈ B に対して随
伴 f • − a u • − : B(s, a)→ B(s, b)が成り立つとして，その unit, counitを

ηs : id⇒ (u • −) ◦ (f • −) : B(s, a)→ B(s, a)
εs : (f • −) ◦ (u • −)⇒ id : B(s, b)→ B(s, b)

とする．更に，任意の 1-morphism p : s→ t，g : t→ a，h : t→ bに対して

B(t, a) B(t, a)

B(s, a) B(s, a)

id

−•p−•p id

=

(u•−)◦(f•−)

⇒

ηs

=

B(t, a) B(t, a)

B(s, a) B(s, a)

(u•−)◦(f•−) −•p−•p

(u•−)◦(f•−)

⇒
α

id

⇒

ηt

B(t, b) B(t, b)

B(s, b) B(s, b)

(f•−)◦(u•−)

−•p−•p (f•−)◦(u•−)

⇒
α

id

⇒

εs

=

B(t, b) B(t, b)

B(s, b) B(s, b)

id −•p−•p

id

=

(f•−)◦(u•−)

⇒

εt

が成り立つとする．このとき f a uである．

証明. 系の条件は ηs, εs が modification η : id ⇛ y(u) ◦̂ y(f)，ε : y(f) ◦̂ y(u) ⇛ idを与
えるということである．よって B̂ における随伴 y(f) a y(u)が成り立つ．従って命題 73
より f a uである．
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命題 75. f : a → b を B の 1-morphism とする．任意の g : b → c に対して左 Kan 拡
張 f†g が存在するとき，関手 − • f : B(b, c) → B(a, c) は左随伴 F を持つ．この F は
B(a, c) 3 g 7→ f†g ∈ B(b, c)で与えられる．

証明. 定義より，f†g は g から − • f への普遍射であるから明らか．

7 biequivalenceの言い換え
ここでは圏同値と同様の言い換えが biequivalence に対しても成り立つこと (定理 80)
を証明する．

補題 76. f a u : a → b，f ′ a u′ : a′ → b′ を bicategory B における随伴として unit,
counitをそれぞれ η, ε, η′, ε′ とする．このとき p : a→ a′，q : b→ b′ に対して全単射

φ : HomB(b,a′)(p ◦ u, u′ ◦ q)→ HomB(a,b′)(f ′ ◦ p, q ◦ f)

b b′

a a′
=⇒

q

u′u

p

7−→
b b′

a a′

=⇒

q

f ′f

p

が存在する．

証明. β : p ◦ u⇒ u′ ◦ q に対して φ(β) : f ′ ◦ p⇒ q ◦ f を

φ(β) :=
b b′ b′

a a a′
η

=⇒

β=⇒

ε′

=⇒

ida

f u

q

p

u′

f ′

idb′

で定める．この φが全単射を与えることを示せばよい．そのために写像

ψ : HomB(a,b′)(f ′ ◦ p, q ◦ f)→ HomB(b,a′)(p ◦ u, u′ ◦ q)

を

ψ(γ) :=
b b b′

a a′ a′

ε=⇒ γ

=⇒ η′

=⇒

idb

u f

p

q

f ′
u′

ida′

で定めれば，随伴の定義から明らかに ψ ◦ φ = id，φ ◦ ψ = idである．
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定義. 補題 76における φ(β)を β の mateという．同様に ψ(γ)を γ の mateという．

補題 77. θ : F ⇒ G : B → C を pseudonatural transformationとするとき

θ が bicategory Funps(B, C)における同値
⇐⇒各対象 a ∈ B に対して θa : Fa→ Gaが C における同値．

証明. (=⇒) θ が同値であるとする．即ち pseudonatural transformation σ : G ⇒ F と
同型なmodification Γ: idF ⇛ θ ◦̂ σ，∆: σ ◦̂ θ ⇛ idG が存在する．このとき a ∈ B に対
して Γa : idFa ⇒ θa ◦ σa と ∆a : σa ◦ θa ⇒ idGa は同型である．故に θa は同値となる．

(⇐=) θa が同値だから，命題 63より θa は随伴同値を与える．それを 〈σa, θa,Γa,∆a〉
とする．f : a→ bに対して θf の mateを σ′

f とする．

σ′
f :=

Fa Fb Fb

Ga Ga Gb

Γa=⇒

θf=⇒

∆b=⇒
idGa

σa θa

Ff

Gf

θb

σb

idF b

定義より σ′
f は同型である．そこで σf := (σ′

f )−1 と定める．これは pseudonatural
transformation σ : G⇒ F を定める．

. . . ) まず σf が f について自然であること，即ち自然変換

B(a, b)

C(Fa, Fb) C(Ga,Gb)

C(Ga,Fb)

Fab

−•σa

===⇒
σab

∼
Gab

σb•−

となっていることを示そう．そのためには 2-morphism β : f ⇒ g に対して

Ff • σa σb •Gf

Fg • σa σb •Gg

σf

σb•GβFβ•σa

σg

120



が可換であることを示せばよい．それは θf が f について自然であることを使って

Fa Fb

Ga Gb

Ff σbσa

Gf

=⇒
σ′

f

Fg
⇒Fβ

=
Fa Fb Fb

Ga Ga Gb

Γa=⇒ θf=⇒

∆b=⇒

Fβ⇒

idGa

σa θa

Fg

Ff

Gf

θb

σb

idF b

=
Fa Fb Fb

Ga Ga Gb

Γa=⇒

θg=⇒ ∆b=⇒

Gβ⇒idGa

σa θa

Fg

Gg

Gf

θb

σb

idF b

=
Fa Fb

Ga Gb

Fg

σbσa Gg
=⇒

σ′
g

Gf

⇒Gβ

より分かる．
残りの 2条件

Ga Fa

Gb Fb

Gc Fc

σa

Ff=⇒σf

Gf

σb

Fg

=⇒σgGg

σc

G(g◦f) ⇐=
φgf =

Ga Fa

Fb

Gc Fc

Ff

Fg

⇐=
φgfF (g◦f)

σa

=⇒σg◦f

G(g◦f)

σc

Ga Fa

Ga Fa

σa

idF a

=⇒λσa

idGa

σa

σa

=⇒ρ−1
σa

G(ida)

⇐
ψa =

Ga Fa

Ga Fa

idF a⇐
ψa

F (ida)

σa

=⇒σida

G(ida)

σa

についても同様に，θ が pseudonatural transformationであることから分かる．

このとき Γa,∆a は modification Γ,∆を与える．
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. . . ) 同様であるから∆についてのみ示す．f : a→ bに対して

Ga

Fa

Ga

Fa

Fb

Gb

Fb

θa
σa

Ff

Gf

Ff
θb σb

=⇒θf
=⇒σf

idF b
⇒

∆b

idGa

σa

⇒Γa

=

Ga

Fa

Ga

Fa

Fb

Gb

Fb

σa

Ff

Gf

Ff
σb

=⇒σ′
f

=⇒σf

idF b

idGa

σa

= id =

Ga

Fa

Ga

Fa

Fb Fb

idF a
FfFf

idF b

=⇒idf

θa
σa

⇒

∆a

idGa

σa

⇒Γa

となるから絶対左 Kan拡張 σ†
aidGa = 〈θa,Γa〉 (定理 65)の普遍性により

Fa

Ga

Fa

Fb

Gb

Fb

θa σa

Ff

Gf

Ff
θb σb

=⇒θf
=⇒σf

idF b

⇒

∆b

=

Fa

Ga

Fa

Fb Fb

idF a
FfFf

idF b

=⇒idf

θa σa

⇒

∆a
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である．

故に idF ∼= σ ◦̂ θ，θ ◦̂ σ ∼= idG となり θ は同値である．

補題 78. f : a→ bが同値のとき，x ∈ B に対して関手 f • − : B(x, a)→ B(x, b)は圏同
値である．

証明. f : a → b が同値だから，補題 26 により y(f) : y(a) ⇒ y(b) は B̂ の同値である．
よって命題 77により y(f)x = f • − : B(x, a)→ B(x, b)も同値である．

命題 79. θx : B(x, a)→ B(x, b)が x ∈ B について pseudonaturalな圏同値ならば a ' b
である．

証明. 補題 77より θx は B̂ における同値 y(a) ' y(b)を与える．系 34より y が局所圏同
値だから補題 27より a ' bである．

定理 80. pseudofunctor F : B → C が biequivalenceを与える
⇐⇒ ある pseudofunctor G : C → B が存在して，Funps(B,B) における同値 idB ' GF

と，Funps(C, C)における同値 FG ' idC が成り立つ．

証明. (⇐=) η : idB ⇒ GF と ε : FG⇒ idC が同値を与えているとする．
まず c ∈ C とすると補題 77より εc : FGc → cは同値である．よって F は本質的全射
である．
次に pseudonatural transformationの定義より次の自然同型が得られる．

B(a, b)

B(GFa,GFb) B(a, b)

B(a,GFb)

(GF )ab

−•ηa

==⇒
ηab

∼
id

ηb•−

補題 78より − • ηa，ηb • −は圏同値である．よって (GF )ab : B(a, b) → B(GFa,GFb)
も圏同値となる．故に F ab は忠実関手である．
同様にして c, d ∈ C に対して (FG)cd : C(c, d)→ C(FGc, FGd)も圏同値であり Gcd は
忠実関手である．
F ab が充満であることを示す．そこで f, g : a→ bを B の 1-morphism，β : Ff ⇒ Fg

を C の 2-morphismとする．このとき ηb • −が圏同値，従って充満だから，次の等式を
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満たす γ を取ることができる．

a GFa GFb⇒Gβ
ηa

GFg

GFf

ηb◦g

⇒ηg

ηb◦f

⇒η−1
f

= a b GFb⇒ γ
g

f

ηb

このとき ηf が f について自然であることを使うと

a b

GFa GFb

g

ηbηa GFg
=⇒

ηg

GFf

⇒Gβ

=

a b

GFa GFb

f ηbηa

GFf

=⇒
ηf

g
⇒ γ

=

a b

GFa GFb

g

ηbηa GFg
=⇒

ηg

GFf

⇒GFγ

となるから，ηg が同型であること，− • ηa が圏同値であることから Gβ = GFγ が分か
る．先に示した通り GFaFb が忠実だったから Fγ = β が分かった．
同様にして Gcd も充満である．
最後に F ab が本質的全射であることを示せばよい．そこで g : Fa → Fb を C の 1-

morphism とすると (GF )ab : B(a, b) → B(GFa,GFb) が圏同値 (従って本質的全射) だ
から，ある f : a→ bが存在してGF (f) ∼= Ggとなる．このときGFaFbが忠実充満 (従っ
て conservative)だから Ff ∼= g となる．

(=⇒) F を本質的全射かつ局所圏同値とする．まず pseudofunctor G : C → B を次の
ように定義する．

• s ∈ C とする．F が本質的全射なので Gs ∈ B と同値 εs : FGs → s が存在する．
このとき命題 63より随伴同値 〈ε•

s, εs, κ
s, µs〉が取れる．

• p : s→ tとする．F が局所圏同値，従って FGsGt : B(Gs,Gt)→ C(FGs, FGt)が
本質的全射だから 1-morphism Gp : Gs→ Gtと同型

ε′
p : (FGs εs−→ s

p−→ t
ε•

t−→ FGt)⇒ FGp
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が存在する．そこで εp を

εp :=

FGs FGt

s t t

FGp

εtεs

p idt

ε•
t

=⇒ ε
′
p

=⇒κt

と定義する．これは同型な 2-morphism である．定理 69 より (εt)†idt = 〈ε•
t , κ

t〉
は絶対左 Kanリフトである．故に 〈FGp, εp〉は左 Kanリフトである．

• β : p⇒ q とする．F が局所圏同値だから Gβ : Gp⇒ Gq を

F (Gβ) = FGs s t FGt⇐ β
εs

p

q

ε•
t

FGp

⇐ε′
p

FGq

⇐(ε′
q)−1

となるように取ることができる．
• 明らかに Gは関手 G : C(s, t)→ B(Gs,Gt)を与える．
• s

p−→ t
q−→ u を C の 1-morphism とする．〈FG(q ◦ p), εq◦p〉 が左 Kan リフトだか

ら，φ′
qp を次の等式が成り立つように取れる．

FGs s

t

FGu u

p

q

εs

=⇒εq◦p

FG(q◦p)F (Gq◦Gp)

εu

⇐=
φ′

qp

=

FGs s

FGt t

FGu u

εs

p=⇒εp

FGp

εt

q

=⇒εqFGq

εu

F (Gq◦Gp) ⇐=
φF

GqGp (81)

εp, φ
F
GqGp が同型だから εu • φ′

qp も同型である．よって εu • − が圏同型だから
φ′
qp も同型である．更に F が局所圏同値だから φGqp : Gq ◦ Gp ⇒ G(q ◦ p) を

F (φGqp) = (φ′
qp)−1 となるように取ることができる．

• この φGqp は q, pについて自然である．
. . . ) β : p⇒ p′，γ : q ⇒ q′ とする．まず εp が pについて自然であることから
容易に φ′

q′p′ ∗ FG(γ • β) = F (Gγ •Gβ) ∗φ′
qp が分かる．よって φG の定義と
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F が局所圏同値であることから

Gq ◦Gp G(q ◦ p)

Gq′ ◦Gp′ G(q′ ◦ p′)

φG
qp

G(γ•β)Gγ•Gβ

φG
q′p′

が可換である．

• 〈FG(ids), εids
〉が左 Kanリフトだから，ψ′ を次の等式が成り立つように取れる．

FGs s

FGs s

εs

ids

=⇒λεs

εs

εs

=⇒ρ−1
εs

idF Gs =

FGs s

FGs s

ids

εs

=⇒εids

idF Gs FG(ids)

εs

⇐
ψ′

このとき ψG : idGs ⇒ G(ids)を F (ψG) = ψ′ ∗ (ψF )−1 となるように取れる．
• s

p−→ t
q−→ u

r−→ v に対して次の図式が可換である．

(Gr ◦Gq) ◦Gp G(r ◦ q) ◦Gp G((r ◦ q) ◦ p)

Gr ◦ (Gq ◦Gp) Gr ◦G(q ◦ p) G(r ◦ (q ◦ p))

φG
rq•Gp φG

r◦q,p

G(αrqp)αGr,Gq,Gp

Gr•φG
qp φG

r,q◦p

. . . ) F で写した図式が可換であることを示せばよい．即ち，次の図式が可換で
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あることを示せばよい．(ここで σqp := (φFGqGp)−1 ∗ F (φGqp)−1 と定義した．)

F ((Gr ◦Gq) ◦Gp)

F (Gr ◦Gq) ◦ FGp

FGr ◦ F (Gq ◦Gp)

F (Gr ◦ (Gq ◦Gp))

(FGr ◦ FGq) ◦ FGp

FGr ◦ (FGq ◦ FGp)

F (G(r ◦ q) ◦Gp)

FG(r ◦ q) ◦ FGp

FGr ◦ FG(q ◦ p))

F (Gr ◦G(q ◦ p))

FG((r ◦ q) ◦ p)

FG(r ◦ (q ◦ p))

(φF )−1

(φF )−1

Fα α

(φF )−1

(φF )−1

FGα

F (φG
rq•Gp)

F (φG
rq)•FGp

(φF )−1•FGp

FGr•(φF )−1

FGr•F (φG
qp)

F (Gr•φG
qp)

σrq•FGp

FGr•σqp

F (φG
r◦q,p)

σr◦q,p

σr,q◦p

F (φG
r,q◦p)

(F )

(φF )

(φF )

(σ)

(σ)

(σ)

(σ)

(∗)

(F )は F が pseudofunctorだから可換である．(φF )は自然性により可換であ
る．(σ) は定義より可換である．よって (∗) が可換であることを示せばよい．
これは左 Kanリフトの普遍性から分かる．

• p : s→ tに対して次の図式が可換である．

idGt ◦Gp Gp

G(idt) ◦Gp G(idt ◦ p)

λGp

G(λp)ψG•Gp

φG

Gp ◦ idGs Gp

Gp ◦G(ids) G(p ◦ ids)

ρGp

G(ρp)Gp•ψG

φG

. . . ) F で写した図式が可換であることを示せばよい．即ち，次の図式が可換で
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あることを示せばよい．

F (idGt ◦Gp)

F (G(idt) ◦Gp)

F (idGt) ◦ FGp

FG(idt) ◦ FGp

idFGt ◦ FGp

FGp

FG(idt ◦ p)

F (ψG•Gp) F (ψG)•FGp FGλ

F (λ)

(φF )−1

(φF )−1

F (φG)

(ψF )−1•FGp

σ

ψ′•FGp

λ

(φF )

(σ)

(ψG)

(F )

(∗)

(F )は F が pseudofunctorだから可換である．(φF )は自然性により可換であ
る．(σ)，(ψG)は定義より可換である．よって (∗)が可換であることを示せば
よい．これは左 Kanリフトの普遍性から分かる．

このとき εs : FGs→ sは pseudonatural transformation ε : FG⇒ idC を定める．
. . . ) まず Gβ の定義より，εp は p について自然である．故に pseudonatural trans-
formationの条件を示せばよいが，それは φG, ψG の定義より明らか．

よって補題 77より同値 FG ' idC が分かる．
あとは同値 η : idB ⇒ GF を定めればよい．
そこで a ∈ B とする．ε•

Fa : Fa→ FGFaは C の 1-morphismで F が局所圏同値だか
ら，1-morphism ηa : a → GFaと同型 Fηa ∼= ε•

Fa が存在する．補題 27より ηa は同値
である．更に f : a→ bに対して η′

f を

η′
f =

Fa Fa Fb

FGFa FGFb FGFb

κF a

=⇒

εF f

=⇒

µF b

=⇒∼= ∼=

idF a

ε•
F a

Fηa

εF a

FGFf

Ff

εF b

Fηb

ε•
F b

idF GF b

と定める．これは同型である．よって F (ηf ) = (η′
f )−1 となるように取ることができる．

なるように取る．これが pseudonatural transformation η : idB ⇒ GF となることを示
せばよい．まず ηf は f について自然である．
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. . . ) β : f ⇒ g に対して

Fa Fb

FGFa FGFb

Fg
FηbFηa

FGFg

=⇒(Fηg)−1

Ff

⇒

Fβ

=

Fa Fa Fb

FGFa FGFb FGFb

κF a=⇒

εF f

=⇒ µF b

=⇒

Fβ
⇒

∼= ∼=

idF a

ε•
F a

Fηa

εF a

FGFg

Ff

Fg
εF b

Fηb

ε•
F b

idF GF b

=

Fa Fa Fb

FGFa FGFb FGFb

κF a=⇒ εF g

=⇒

µF b

=⇒

Fβ

⇒

∼= ∼=

idF a

ε•
F a

Fηa

εF a

FGFf

FGFg

Ff

εF b

FGFηb

ε•
F b

idF GF b

=
Fa Fb

FGFa FGFb

Ff

FηbFηa FGFf

=⇒(Fηf )−1

FGFg

⇒

FGFβ

となるから

FGFa FGFb

Fa Fb

FGFf

FηbFηa
Ff

=⇒
Fηf

Fg

⇒

Fβ

=
FGFa FGFb

Fa Fb

FGFg FηbFηa

Fg

=⇒
Fηg

FGFf

⇒

FGFβ
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となる．よって定理 60より

GFa GFb

a b

GFf

ηbηa
f

=⇒
ηf

g

⇒

β

=
GFa GFb

a b

GFg ηbηa

g

=⇒
ηg

GFf

⇒

GFβ

である．

あとは pseudonatural transformationの条件を示せばよい．そこで a
f−→ b

g−→ cを B の
1-morphismとする．まず ε : FG⇒ idが pseudonatural transformationだから

FGFa Fa

FGFb Fb

FGFc Fc

εF a

Ff=⇒εF f

FGFf

εF b

Fg

=⇒εF gFGFg

εF c

FG(Fg◦Ff) ⇐=
φF G

F gF f =

FGFa Fa

Fb

FGFc Fc

Ff

Fg

εF a

=⇒εF g◦F f

FG(Fg◦Ff)

εF c

となる．よって
FGFa Fa

FGFb Fb

FGFc Fc

εF a

Ff

=⇒εF fFGFf

εF b

Fg

=⇒εF g

FGFg

εF c

F (g◦f)
⇐=

(φF
gf )−1

=

FGFa Fa

FGFb Fb

FGFc Fc

Ff

Fg

εF a

=⇒εF g◦F f

FGF (g◦f)

FGFf

FGFg

εF c

⇐=
(φF G

F gF f )−1
F (g◦f)

⇐=
(φF

gf )−1
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=

FGFa Fa

FGFb

FGFc Fc

εF a

=⇒εF (g◦f)

FGF (g◦f)

FGFf

FGFg

εF c

⇐=
F (φGF

gf )−1
F (g◦f)

となる (ここで εf が f について自然であることと φFG の定義を使った)．従って

FGFa Fa

FGFb Fb

FGFc Fc

Fηa

Ff

=⇒(Fηf )−1FGFf

Fηb

Fg=⇒(Fηg)−1

FGFg

Fηc

F (g◦f)
⇐
φF

gf =

Fa

FGFa Fa

FGFb Fb

FGFb Fb

FGFc Fc

FGFc

idε•
F a

⇐
κF a

Fηa

∼=

εF a

Ff

=⇒εF fFGFf

εF b

id

ε•
F b⇐=

µF b

id
⇐=
κF b

εF b

Fg=⇒εF g

FGFg

εF c

id
ε•

F c
⇐
µF c

Fηc

∼=

F (g◦f)⇐=
φF

gf
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=

Fa

FGFa Fa

FGFb

FGFc Fc

FGFc

idε•
F a

⇐
κF a

Fηa

∼=

εF a

F (g◦f)

=⇒εF (g◦f)

εF c

id
ε•

F c
⇐
µF c

Fηc

∼=

FGFf

FGFg

FGF (g◦f)

⇐=
F (φGF

gf )−1

=

FGFa Fa

FGFb Fb

FGFc Fc

Ff

Fg

Fηa

=⇒

(Fηg◦f )−1

Fηc

FGF (g◦f)

FGFf

FGFg

⇐=
F (φGF

gf )−1

となるから

Fa FGFa

Fb FGFb

Fc FGFc

Fηa

FGFf=⇒Fηf

Ff

Fηb

FGFg

=⇒FηgFg

Fηc

Fg◦Ff = =

Fa FGFa

FGFb

Fc FGFc

FGFf

FGFg

⇐=
FφGF

gfFGF (g◦f)

Fηa

=⇒Fηg◦f

F (g◦f)

Fηc
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となる．よって定理 60より

a GFa

GFb

c GFc

GFf

GFg

⇐=
φGF

gfGF (g◦f)

ηa

=⇒ηg◦f

g◦f

ηc

=

a GFa

b GFb

c GFc

ηa

GFf=⇒ηf

f

ηb

GFg

=⇒ηgg

ηc

g◦f =

が分かる．
もう一つの条件

a GFa

a GFa

ηa

idGF a

=⇒ληa

ida

ηa

ηa

=⇒ρ−1
ηa

ida

=
=

a GFa

a GFa

idGF a⇐
ψGF

GF (ida)

ηa

=⇒ηida

ida

ηa

も同じようにして分かる．

8 lax, oplax
pseudofunctorの定義において，φabc と ψa が同型でなくともよい，としたものを lax

2-functorという．即ち

定義. B, C を bicategoryとする．lax 2-functor F : B → C とは以下を満たすことである．

(1) 関数 F : Ob(B)→ Ob(C)が与えられている．
(2) 各対象 a, b ∈ B に対して関手 F ab : B(a, b)→ C(Fa, Fb)が与えられている．
(3) 各対象 a, b, c ∈ B に対して次の自然変換 φabc が与えられている．

B(b, c)× B(a, b)

C(Fb, Fc)× C(Fa, Fb) B(a, c)

C(Fa, Fc)

F bc×Fab

MF a,F b,F c

====⇒
φabc

Mabc

Fac
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(4) 各対象 a ∈ Bに対して C の 2-morphism ψa : idFa ⇒ F aa(ida)が与えられている．
(5) B の 1-morphism a

f−→ b
g−→ c

h−→ d に対して次の C(Fa, Fd)の図式が可換である．

(Fh ◦ Fg) ◦ Ff F (h ◦ g) ◦ Ff F ((h ◦ g) ◦ f)

Fh ◦ (Fg ◦ Ff) Fh ◦ F (g ◦ f) F (h ◦ (g ◦ f))

φhg•Ff φh◦g,f

F (αhgf )αF h,F g,F f

Fh•φgf
φh,g◦f

(6) B の 1-morphism f : a→ bに対して次の等式が成り立つ．

Fb

Fa Fb

=⇒ψb

=⇒ φabb
idb,f

=⇒
F (λf )

Ff

idF b

F (idb)

F (idb◦f)

F (f)

=

Fb

Fa Fb

=⇒ λF f

Ff

idF b

F (f)

Fa

Fa Fb

=⇒ψa

=⇒

φaab
f,ida

=⇒

F (ρf )

F (ida)

idF a

Ff

F (f◦ida)

Ff

=

Fa

Fa Fb

=⇒ ρF f

idF a

Ff

Ff

lax 2-functorに対しても，pseudofunctorと全く同様にして pseudonatural transfor-
mationを定義することができる．更に，条件を弱くした lax natural transformationも
ある．

定義. F,G : B → C を lax 2-functorとする．F から Gへの lax natural transformation
σ : F ⇒ Gとは以下を満たすことである．

(1) 各 a ∈ B に対して C の 1-morphism σa : Fa→ Gaが与えられている．
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(2) 各 a, b ∈ B に対して，次の自然変換 σab が与えられている．

B(a, b)

C(Ga,Gb) C(Fa, Fb)

C(Fa,Gb)

Gab

−•σa

=⇒
σab

Fab

σb•−

(3) B の 1-morphism a
f−→ b

g−→ cに対して，次の C(Fa,Gc)の図式は可換である．

(Gg ◦Gf) ◦ σa Gg ◦ (Gf ◦ σa) Gg ◦ (σb ◦ Ff) (Gg ◦ σb) ◦ Ff

(σc ◦ Fg) ◦ Ff

σc ◦ (Fg ◦ Ff)

σc ◦ F (g ◦ f)G(g ◦ f) ◦ σa

α

∼
Gg•σf α−1

∼

σg•Ff

α

∼

σc•φgf

φgf •σa

σg◦f

(4) a ∈ B に対して次の等式が成り立つ．

Fa Ga

Fa Ga

σa

idGa

=⇒λσa

idF a

σa

σa

=⇒ρ−1
σa

F (ida)

⇐
ψa =

Fa Ga

Fa Ga

idGa⇐
ψa

G(ida)

σa

=⇒σida

F (ida)

σa

各 σab が自然同型となるとき，σ を pseudonatural transformationと呼ぶ．各 σab が恒
等変換となるとき，σ を strict natural transformationと呼ぶ．

lax natural transformationに対しても，modificationを全く同様にして定義できる．

定義. F,G : B → C を lax 2-functor，σ, τ : F ⇒ Gを lax natural transformationとす
る．σ から τ へのmodification Γ: σ ⇛ τ とは以下を満たすことである．

(1) 各 a ∈ B に対して C の 2-morphism Γa : σa ⇒ τa が与えられている．
(2) B の 1-morphism f : a → bに対して，C の 2-morphismに関する次の等式が成り
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立つ．

Fa Ga

Fb Gb

σa

GfFf σb

=⇒σab
f

τb

⇒

Γb

=
Fa Ga

Fb Gb

τa
GfFf

τb

=⇒τab
f

σa

⇒

Γa

このとき，pseudofunctor，pseudonatural transformation，modificationの場合と同
様にして以下の命題を示すことができる．

命題 82. F,G,H : B → C を lax 2-functorとする．lax natural transformation σ : F ⇒
G，τ : G⇒ H に対して垂直合成 τ ◦̂ σ を，a ∈ B に対して (τ ◦̂ σ)a := τa ◦ σa で定めれ
ば，τ ◦̂ σ は lax natural transformation F ⇒ H となる．

命題 83. F,G : B → C を lax 2-functor，σ, τ, ρ : F ⇒ Gを lax natural transformation，
Γ: σ ⇛ τ，∆: τ ⇛ ρをmodificationとする．modificationの垂直合成∆ ∗̂Γを，a ∈ B
に対して (∆ ∗̂ Γ)a := ∆a ∗ Γa で定めれば，∆ ∗̂ Γは modification σ ⇛ ρとなる．

命題 84. lax natural transformation F ⇒ Gを対象，modificationを射とすれば圏とな
る．この圏を Natlax(F,G)と書く．

命題 85. F,G,H : B → C を lax 2-functor，σ, τ : F ⇒ G，ρ, ξ : G⇒ H を lax natural
transformation，Γ: σ ⇛ τ，∆: ρ ⇛ ξ を modificationとする．modificationの水平合
成 ∆ •̂ Γ を，a ∈ B に対して (∆ •̂ Γ)a := ∆a • Γa で定めれば，∆ •̂ Γ は modification
ρ • σ ⇛ ξ • τ となる．

命題 86. F,G,H : B → C に対して，lax natural transformation の合成は関手
Natlax(G,H)×Natlax(F,G)→ Natlax(F,H)を与える．

定理 87. bicategory B, C に対して bicategory Funlax(B, C) を以下のように定義するこ
とができる．

• lax 2-functor B → C を対象とする．
• Funlax(B, C)(F,G) := Natlax(F,G) とする．即ち lax natural transformation が

1-morphismで modificationが 2-morphismである．

B, C,Dを bicategory，F : B → C，G : C → Dを lax 2-functorとする．このとき F と
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Gを合成した lax 2-functor GF を命題 35と同様にして定義することができる．即ち

• a ∈ B に対して GF (a) := G(F (a))．
• a, b ∈ B に対して (GF )ab :=

(
B(a, b) Fab

−−→ C(Fa, Fb) GF aF b

−−−−→ D(GFa,GFb)
)．

• a, b, c ∈ B に対して自然変換

B(b, c)× B(a, b)

D(GFb,GFc)×D(GFa,GFb) B(a, c)

D(GFa,GFc)

GF bc×GFab

M

=⇒
φGF

M

GFac

を合成

A(b, c)×A(a, b)

B(Fb, Fc)× B(Fa, Fb) A(a, c)

B(Fa, Fc)

F×F

M

=⇒
φF

M

F
C(GFb,GFc)× C(GFa,GFb)

C(GFa,GFc)

G×G

M

=⇒
φG

G

で定める．
• a ∈ B に対して ψGF := G(ψF ) ∗ ψG : idGFa ⇒ G(idFa)⇒ GF (ida)と定める．

が GF の定義である．

命題 88. この合成により，対象を bicategory，射を lax 2-functorとすると圏になる．

証明. まず lax 2-functor F に対して F ◦ id = F，id ◦ F = F が定義から容易に分かる．
よって結合律を示せばよい．
F : A → B，G : B → C，H : C → D を lax 2-functor とする．定義から明らかに

φ(HG)F = φH(GF ) である．また

ψ(HG)F = HG(ψF ) ∗ ψHG = HG(ψF ) ∗H(ψG) ∗ ψH

ψH(GF ) = H(ψGF ) ∗ ψH = H(G(ψF ) ∗ ψG) ∗ ψH

だから ψ(HG)F = ψH(GF ) である．
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bicategory と lax 2-functor が圏となったので，lax natural transformation を 2-
morphism にすれば strict 2-category になるのではないか? という気がしてくるが実
はそれは成り立たない．そこで代わりに導入される 2-morphismが iconである．

定義. B, Cを bicategory，F,G : B → C を lax 2-functorとする．icon*12 σ : F ⇒ Gとは

(1) まず各 a ∈ B について Fa = Gaとする．
(2) a, b ∈ B に対して自然変換 σab : F ab ⇒ Gab : B(a, b) → C(Fa, Fb) が与えられて
いる．

(3) a ∈ B に対して次が可換である．

idFa

F (ida) G(ida)

ψ
ψ

σaa
ida

(4) a f−→ b
g−→ cに対して次が可換である．

Fg ◦ Ff Gg ◦Gf

F (g ◦ f) G(g ◦ f)

σbc
g •σab

f

φgfφgf

σac
g◦f

命題 89. σ : F ⇒ G，τ : G⇒ H を iconとする．これら iconの垂直合成 τ ∗ θ : F ⇒ H

を (τ ∗ σ)ab := τab ∗ σab で定める．このとき lax 2-functor B → C を対象，iconを射と
すると圏になる．

証明. lax 2-functor F : B → C に対して icon idF : F ⇒ F を (idF )ab := idFab で定め
る．このとき，icon σ の各成分 σab は自然変換だから

((ρ ∗ τ) ∗ σ)ab = (ρ ∗ τ)ab ∗ σab = (ρab ∗ τab) ∗ σab

= ρab ∗ (τab ∗ σab) = (ρ ∗ (τ ∗ σ))ab

(σ ∗ idF )ab = σab ∗ idFab = σab

(idG ∗ σ)ab = idGab ∗ σab = σab

となり，圏の条件が成り立つ．

*12 iconは Identity Component Oplax Natural transformationの略らしい．
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命題 90. 対象を bicategory，1-morphismを lax 2-functor，2-morphismを iconとする
と strict 2-categoryになる．これを Iconと書く．

証明. σ, τ を次のような iconとする．

A B C⇐ σ ⇐ τ
F

G

K

L

このとき iconの水平合成 τ • σ : LG⇒ KF を (τ • σ)ab := τFaFb • σab で定義する．

A(a, b) B(Fa, Fb) C(KFa,KFB)⇐σ
ab

⇐ τ
F aF b

Fab

Gab

KF aF b

LF aF b

これにより Iconが strict 2-categoryとなることを示そう．
まず命題 89により，bicategory A,B に対して Icon(A,B)は圏である．
次に合成 Icon(B, C)× Icon(A,B)→ Icon(A, C)が関手であることを示すため，次の

iconを考える．

A B C⇐σ

⇐ρ

⇐τ

⇐θ

F

G

H

K

L

M

このとき (
(θ ∗ τ) • (ρ ∗ σ)

)ab = (θ ∗ τ)FaFb • (ρ ∗ σ)ab

= (θFaFb ∗ τFaFb) • (ρab ∗ σab)(
(θ • ρ) ∗ (τ • σ)

)ab = (θ • ρ)ab ∗ (τ • σ)ab

= (θFaFb • ρab) ∗ (τFaFb • σab)
= (θFaFb ∗ τFaFb) • (ρab ∗ σab)

だから (θ ∗ τ) • (ρ ∗ σ) = (θ • ρ) ∗ (τ • σ)である．また

(idK • idF )ab = idKF aF b • idFab = (idKF )ab

となるから idK • idF = idKF である．以上により合成が関手であることが分かった．
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次に

A B C D⇐ σ ⇐ τ ⇐ ρ
F

G

K

L

P

Q

を iconとしたとき(
(ρ • τ) • σ

)ab = (ρ • τ)FaFb • σab = (ρKFaKFb • τFaFb) • σab(
ρ • (τ • σ)

)ab = ρKFaKFb • (τ • σ)ab = ρKFaKFb • (τFaFb • σab)

となるから結合律も成り立つ．単位元についても(
ididB • σ

)ab = ididB(F a,F b) • σ
ab = σab(

σ • ididA

)ab = σab • ididA(a,b) = σab

となるから成り立つ．
以上により Iconは strict 2-categoryである．
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